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AVVISO 
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D E L L EDITORE.  7 

J&-'  ri.  ) * 


on  vi  è stato  sicuramente  alcun  Li- 
bro di  Matematiche , che  abbia  avuto  un 
esito  così  rapido  come  le  Lezioni  Elemen- 
tari dell’  Ab.  Marie  tradotte  ed  illustrate 
dai  celebri  Professori  Canovai  e Del- Ricco 
Quattro  successive  e ben  copiose  Edizioni 
son  già  esaurite;  e le  incessanti  ricerche  che 
se  ne  fanno  tuttora,  autenticando  il  sommo 
pregio  del  Libro,  assicurano  il  pubblico  gra- 
dimento del  mio  pensiero  di  riprodurlo. 

Ma  poiché  i dotti  Illustratori  che  con  i 
loro  travagli  hanno  contribuito  al  migliora- 
mento d’  ógni  Edizione  , a ségno  di  potersi 
mettere  in  dubbio  se  abbiano  pareggiato  o 
forse-  ancor  superato  il  merito  dell’Autore,  ' 
non  potevan  forse  lasciare  che  nuovamente 
uscisse  senza  qualche  ultcrior  perfezione  que- 
sto sì  celebre  Corso  di  Matematiche , non 
volli  omettere  d’  implorar  la  loro  assisten- 
za , e con  mia  piena  soddisfazione  ottenni 
cortesemente  e abbondantemente  di  che  di- 
stinguere questa  quinta  Edizione. 
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Molte  erano  già  le  raggimele  voli  Ag- 
giunte da  Essi  fatte:  e 1 loro  Trattati  origi- 
nali  delle  Variazioni,  dell’  Equazioni  à Dif- 
ferenze finite  e a Differenze  parziali  parea 
ehe  nulla  lasciassero  da  desiderare . Pure  iì 
loro  genio  e V «^passionato  trasporto  per  iì 
vantaggio  della  Èlioventù,  gli  ha  determinati 
a dare  alle  Lezioni  suddette  un  ordine  più 
metodico»  che  in  minor  volume  contenga  sen- 
za confusione  e senza  oscurità  maggior  nii- 
mei'o  di  utili  cognizioni,  à rifondere  totalmen- 
te i Trattati  delle  Potenze  e Radici , delì’/zz- 
fimto,  delle  Ragioni  e Proporzioni,  deìri?T 
quazioni  dei  Gradi  superiori , le  due  Tri- 
gonometrìe piana  e sferica , e il  Trattato 
delle  Sezioni  Coniche  ; togliendo  intanto  al-  * 
cune  inutili  ripetizioni , come  V articolo  sepa- 
r.ito  della  quadratura  di  queste,  incluso  nel 
Calcolo  infinitesimale. 

Ho  conservato  in  questa  Edizione  il  si- 
stema dei  due  caratteri , il  cui  uso  la  stessa 
Esperienza  ha  hastantemente  raccomandato  » 
contenendo  il  piccol  carattere  ciò  che  è ri- 
servato a un  secondo  studio  di  chi , essendo- 
si impossessato  già  dei  precetti  esposti  in  ca- 
rattere maggiore , brama  avanzarsi  più  ol-  i 
tre:  sistema  pregiabilissimo  che  risparmia  non 
poca  mole  del  Libro,  conserva  l’ordine  con 
.maggior  ri  gore , e facilita  anche  il  corso  no- 
tabilmente i laddove  il  trascurarlo  o il  non 
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avvertirlo  farebbe  incontrare  ai  Principian- 
ti la  confusione  e le  difficoltà  dove  tutto  è 
diligentemente  spianato,  ed  esattamente  me- 
todico • 

Si  comprenderà  senza  pena,  che  i Nu- 
meri da.  cui  son  distinti  i paragrafi  di  quest* 
Edizione  non  potevano  corrispondere  a quel- 
li della  passata’,  di  cui  pur  s*  incontrano  fre- 
quenti le  citazioni  nella  seconda  edizione  e 
della  Fisica  - Matematica  , e dei  preliminare 
alle  Tavole  Logaritmiche , pubblicate  dai  ci- 
tati due  Professori . Per  provvedere  al  bi- 
sogno di  chi  vorrà  prevalersi  di  questa  mia 
Edizione , è -stata  fatta  una  nota  dei  confron- 
ti dei  numeri  tra  essa  e la  precedente,  che 
io  farò  stampare  immediatamente  per  darla 
gratis  a chiunque  avrà  1*  accennate  Tavole 
e Fisica.  * ■ 
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LEZIONI 


E L E SI  E NT  A E I 


DI  MATEMATICHE 


ma  Quantità:  i numeri,  il  moto  ec.  son  quantità. 

2.  Le  Matematiche  compremlon  tutte  le  Scienze  che 
trattano  delle  proprietà  e rapporti  di  queste  quantità: 
ma  ciascuna  Scienza  ha  un  nome  particolare  secondo  l’og- 
getto che  contempla . Si  chiama  Aritmetica  la  Scienza  dei 
numeri  ; Geometrìa  la  Scienza  delle  misure  in  lunghezza , 
larghezza  e profondità  : Meccanica  la  Scienza  del  moto 
c dell’  equilibrio  ec. 

3.  L’  Aritmetica  è il  fondamento  di  tutte  le  ila- 
tematiche:  bisogna  dunque  cominciar  questo  studio  da 
lei  che  è inoltre  di  tanto  uso  nella  Società . 

4.  Si  distinguono  due  sorte  d’  Aritmetica  : 1’  ordi- 
naria che  ha  per  oggetto  il  calcolo  de’  numeri , e la 
Speciosa  o 1’  Algebra  che  abbraccia  il  calcolo  e i rap 
porti  d’  ogni  specie  di  quantità . 


da  unità  particolari , per  distinguere  una  pluralità  dall’  al- 
tra s’ immaginò  il  Numero , che  ò la  riunione  di  molte 
unità.  Quindi  tre,  sei,  venti  uomini  riuniti,  doveano 
essere  espressi  con  numeri  o segni  differenti;  e potendo 
concepirsi  infiniti  uomini , parca  necessaria  per  esprimer- 
li un’infinità  di  segni,. la  cui  moltitudine  avrebbe  op- 


crescere  o scemare  si  chia- 


N 


ELEMENTI  DI  ARITMETICA . 


*>.  3S  inutile  definir  l’ Unità  e la  Pluralità  : tutti  ne 
hanno  un  idea  distinta.  Ma  poiché  la  pluralità  risulta 
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pressa  la  memoria,  e scoraggiti  i piu  intrepidi  Calcola- 
tori. Perciò  tutti  i numeri  si  espressero  ingegnosamente 
con  la  combinazione  delle  dieci  Cifre  sì  note: 

i > 2,  3 > 4»  5 > fi  ■>  X’  ^ » 9 .* 

zero,  uno,  due,  tre,  quattro,  cinque,  sei,  sette,  otto,  nove. 

6.  Le  ultime  nove  diconsi  cifre  significative , men- 
tre la  prima  nulla  significa  se  è sola:  ma  a destra  d’ un’al- 
tra, le  dìi  per  convenzione  un  valore  dieci  volte  più  gran- 
de •,  così  per  esprimer  dieci,  o l'  unità  di  diecina,  siscri- 
ve lo;  per  esprimer  venti  si  scrive  20;  trenta , quaran- 
ta, cinquanta,  sessanta,  settanta , ottanta,  novanta  si 
scrivono  30,  40,  50,  60,  70,  80,  90.  Ogni  cifra  a destra 
ri'  un  altra , la  rende  come  lo  zero  dieci  volte  più  gran 
de.  Un  5,  un  4 c un  6 scritti  così  „ 546  „ son  dun- 
que 1 espressione  del  numero  cinquecento  quaranta  sei  ec. 

7.  Le  tre  cifre  54 6 forman  la  classe  delle  unità  : 
tre  altre  poste  in  diritto  alla  sinistra  così  „ 9-21546  „ 
forman  la  classe  delle  migliaja , e si  pronunziano  „ no- 
vecento vent'  un  mila , cinquecento  quaranta  sci  „:  quin- 
di seguon  pure  a sinistra  le  classi  dei  milioni  e delle  mi- 
gliaia di  milioni , dei  bilioni  e delle  migliaja  di  bilioni , 
dei  trilioni  e delle  migliaja  di  trilioni  ec.  ; e si  vede  che 
delle  tre  cifre  d’  ogni  classe  l’ una  a destra  contiene  u- 
niLà  , 1’  altra  diecine  , V ultima  centinaja  tutte  le  quali 
son  semplici  nella  prima  classe,  son  di  migliaja  nella 
seconda , di  milioni  nella  terza  ec.  Onde,  il  numero 
1 030  oio  000  125  812  600  003  diviso  in  classi,  si  leg- 
gera: mille  trenta  trilioni,  diecimila  bilioni,  cento  venti 
cinque  mila  ottocento  dodici  milioni,  seicento  mila,  tre ; 
e il  numero  sei  ti  aloni,  due  mila  milioni , sette  dividen- 
dolo in  classi,  si  scriverà:  6000000002000000007; 
cd  è facile  dopo  ciò  di  pronunziar  qualunque  numero 
scritto  in  cifre,  e di  scrivere  in  efre  qualunque  nume- 
ro pronunziato . 

8.  Con  queste  nozioni  e col  Binomio  di  Newton  si 

trova  I*.  che  1’  espressioni  generale  d’  un  numero  inte- 
ro *.  io 1,1  a — J-  io™  * b _+  \o‘l  “ c — t-  cc.  . . . ~ , o- 

ye  a,b,c  ec.  sona  xxnd  delle  diep  cifre  primitive,  ed  m 


Digitized  by  Google 


)(  3 )( 


rrtimero  intero  positivo:  2*.  cho  la  potenza  miima  di  io  di- 
minuita d’  I , è un  multiplo  di  9:  30,  clic  le  potenze  puri  di 
Io  diminuite , e le  impari  accresciute  d’  1 , sono  un  multiplo 

d’ II  : 40.  Che  il  minimo  numero  di  n cifre  è , il 

massimo  io  — I , e la  potenza  m di  quello  ha  un  nu- 
mero tu  ( 11 — • I*)  -4-  I di  cifre  , di  questo  nc  ha  un  numero  mni 


5°.  che  un  numero  di  mn  cifre  ha  una  radice  ml‘n“  di  n 
cifre  : ec. 

9.  I numeri  sono  interi  o rotti . Nei  primi  ogni 
unita  è un  tutto  ; come  due  uomini , sette , mille  ec. 
negli  altri  ogni  unita  è parte  d’  un, tutto;  come  due 
terzi  di  lega , sette  ventesimi  ec. 

10.  I numeri  e tutte  1*  altre  quantità,  sono  anche  razio- 
nali o irrazionali,  reali  o unir  ‘norie  già  definite  ( 145); 
algebriche , le  quali  derivano  dalle  volgari  operazioni  dell'Al- 
gebra, somma,  sottrazione,  moltiplicazione,  divisione  eC.,  o 
trascendenti , che  nascon  da  operazioni  più  sublimi , e son 
composte  di  logaritmi,  di  seni,  d’archi,  d’esponenti  varia- 
bili, di  differenziali,  d’integrali  ec.  Osserveremo  a tal  pro- 
posito 1°.  che  tra  due  numeri  p,q  razionali  e comunque  con- 
tigui, vi  c un’infinità,  d’altri  numeri  razionali  cvidentemen- 


• 1 <7—  p . q-+*p 

tc  espressi  da  o da  a — - — - , ove  m , r son  nu- 

* mT  mr 

meri  interi:  3°.  che  perciò  può  sempre  aversi  una  quantità  ra- 
zionale inassegnabilmentc  diversa  da  una  data  irrazionale  o 
trascendente  che  sari  dunque  un  limite  della  razionale  (513). 

11.  Del  resto  f Aritmetica  o aumenta  i numeri,  il 
die  si  chiama  somma,  o gli  diminuisce,  il  che  dicesi 
sottrazione  : da  queste  due  dipendono  tutte  1’  opera- 
zioni sui  numeri . Cominciamo  dagl’  interi . 


Somma . 

12.  Non  vi  è difficoltà  per  sommare  0 raccogliere 
insieme  dei  numeri  semplici  oche  non  passan  io:  così 
5 ,2 ,4.  sommati  fanno  if),  e per  abbreviare  il  discorso, 
si  scrive  5 •+  7 -e  4=  16.  Il  segno  -4- , destinato  alla  som- 
ma, si  pronunzia  più;  il  segno  = significa  egualità,  e 
si  pronunzia  eguale . 
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13.  Se  ì numeri  da  sommarsi  son  composti,  per  e- 
sempio,  se  si  cerchi  la  somma  di  432  e di  363 , ecco  la 
regola:  i°.  scrivo  questi  numeri  l'un  sotto  l'altro,  onde 
le  unità  siano  sotto  le  unità,  le  diecine  sotto  le  diecine , 
le  centinaja  sotto  le  cendnaja  ec.  2°.  tiro  ima  linea  al 
di  sotto,  e andando  da  destra  a sinistra,  prendo  la  som- 
ma delle  unità  -,  se  ella  non  passa  9 , la  scrivo  sotto  la  co- 
lonna delle  unità  : se  passa  9 , scrivo  le  unità  c serbo  le 
diecine  per  aggiungerle  alla  colonna  seguente:  3°.  prendo 
nel  modo  stesso  la  somma  delle  diecine , delle  centinaja  ec., 
c la  scrivo  sotto  alle  colonne  corrispondenti . Così  nel- 
la prima  colonna  dico  2 -4-  3 = 5;  scrivo  5 al  di 
sotto:  nella  seconda,  3 h- 6 = 9; pongo 9:  nella 
terza  ,4-4-3  = ^ ; scrivo  7 :la  somma  cercata  è 795. 

Ma  se  debbo  sommar  tre  numeri,  60^8,9198, 

483,  gli  scrivo  l’un  sotto  l’altro  secondo  lare- 
gola,  e dico:  8-4-8-4-3  = 19  o sia  una  diecina 
e 9 imita  ; scrivo  9 sotto  la  coloima  dell’  unità , 
e tengo  la  diecina  per  la  seguente . Dico  poi  : 
1,-4-2-4-9-4-8  = 255  scrivo  5 sotto  la  seconda 
colonna  e tenute  le  due  diecine  per  la  seguen- 
te , dico  : 2,-4-o-4-i-4-4  = 2,e  pongo  2 5 final- 
mente dico:  6-1-9  = 15,  e perchè  questa  è l’ultima  co- 
lonna, scrivo  15  tutto  di  seguito:  la  somma  è 15259 • 
Per  assicurarsene  si  rifaccia  l’ operazione  prendendo  la 
somma  delle  colonne  di  basso  in  alto  *,  se  si  operò  be- 
ne , deve  tornar  la  stessa . Ma  bisogna  abituarsi  a ben 
separar  le  colonne  , a ben  formar  le  cifre , e a non  di- 
menticar di  aggiungere  alla  colonna  seguente  ciò  che 
si  ritenne  nella  precedente. 


432 

o63 

295 

6078 

9198 

483 

15259 


Sottrazione  - 


141  La  sottrazione  fa  trovar  la  differenza  di  due 
quantità  date , cioè  il  resto  di  una  di  esse  quando  se 
ne  è tolta  l’ altra  . Nei  numeri  semplici  si  trova  senza 
calcolo.  Per  esempio,  togliendo  2 da  5 riman  3,  dif- 
ferenza fra  2 e 5.  Questa  operazione  si  esprime  così:  5 - 
2 = 3 ( ii  segno  - significa  meno  ). 
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15.  Ecco  la  regola  dei  numeri  comporti . Metto  il 
più  piccolo  sotto  al  più  grande  , come  nel  sommare , 
e tiro  una  linea  ; scrivo  poi  sotto  ciascuna  colonna  gii  ec- 
cessi dell'  unità,  diecine , centinaia  cc.  del  maggiore. , sull’u- 
nità., diecine,  centinaja  cc.  del  minore,  c ho  la  differenza 
fra  i due  numeri.  Così  per  sottrarre  243  da 695, 
gli  scrivo  come  vedete , e dico  -.5-3  = 2 die  pon- 
go sotto  la  colonna  delle  unita  19-4  = 5 che  scri- 
vo tra  le  diecine  16-2  = 4,  che  pongo  tra  le  cen- 
tinaia! la  differenza  cercata  è dunque  452. 

16.  Allorché  la  cifra  inferiore  è più  grande  della  su- 
pcriore, aggiungo  a questa  una  diecina  presa  dalla  pros- 
sima 'cifra  a sinistra  : e dalla  cifra  così  aumentata  sot- 
traggo Ì inferiore  e scrivo  f eccesso  : manca  perciò  un  u- 
nità  alla  cifra  superiore  che  segue  ■ Così  per  sottrar  38 
da  64,  dicoi  4-8  non  si  può:  stacco  un’unità  dal  6 c 
la  trasporto  alla  colonna  delle  unità  dove  ella  vai  io, 
e aggiungendo  queste  io  unità  alle  4,  dico  14  — 8 = 
6 : poi  5-3  = 2:  la  differenza  è 26 . 

17.  Se  la  cifra  che  segue  a sinistra  sia  zero,  o s’e- 
gli  stesso  sia  seguito  da  altri  zeri , si  anderà  indietro  fi- 
no alla  cifra  da  cui  può  staccarsi  un’unità.  La  decom- 
posizione di  quest’  unità  cangia  in  tanti  9 gli  zeri  pre- 
cedenti, e resta  una  diecina  per  la  cifra  che  è 
più  piccola  dell’ inferiore.  Per  sottrar  18  da  200 
dico:  0-8  non  si  può;  l’unità  staccata  dal  2 si 
decompone  in  dicci  diecine,  se  ne  lascian  9 in 
luogo  del  secondo  zero,  e posta  la  decima  in  luo- 
go del  primo , dico  : 10-8=2-,  9-1=8;  1-0 
= 1 , e resta  1 82.  Così  per  sottrar  1 296  da  3000 , 
dirò  : o - 6 non  si  può  ; dunque  : 10-6=4; 

9-9  = 0;  9-2  = 752-1=1,  e resta  1704 

1:04- 

18.  La  sottrazione  si  fa  anche  in  altro  modo.  Per 
sottrar  2964  da  4571  si  dirà:  dalla  cifra  inferio-  4--^ 
re  4 non  può  andarsi  alla  superiore  1 che  è più  oqòi 
piccola,  ma  andando  a 1 1 , la  differenza  è 7 che  — — 
scrivo,  e porto  1 perchè  sono  andato  a 11  : pa-  *607 


200 

18 

782 


3000 

1296 
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•fimente  da  o , -+  i ( = 7 ) andando  a 7 , la  differenza  è 
© che  scrivo:  quindi  da  9 non  può  andarsi  a 5,  ma  an- 
dando a 15  ? la  differenza  è 6 ehe  scrivo , e porto  1 : 
infine  da  , -4-  1 ( = 3 ) andando  a 4 , la  differenza  è I 
che  scrivo;  e il  resto  è 1607. 

1 9.  Per  verificare  la  sottrazione , sommo  il  resto 
col  minor  numero , c se  la  somma  eguaglia  il  maggio- 
re, l' operazione  è ben  fotta;  poiché  un  tutto  deve  egua- 
gliar le  sue  parti  prese  insieme . 

Moltiplicazione . 


-20.  La  moltiplicazione  fa  trovar  senza  gran  cal- 
colo  la  somma  di  un  numero  che  si  vuol  prender  più 
volte.  Cosi  per  trovar  la  somma  di  12  preso  9 volte, 
invece  di  sommar  9 volte  il  12,  il  che  sarebbe  assai 
lungo,  si  moltiplica,  e si  trova  in  un  tratto  che  la 
somma  è 108.  . 


21.  Pur  talvolta  il  sommare  c pre- 
feribile. Vogliasi  un  numero  k'  tale  che 
Joijfc'H-53  formi  un  quadrato.  Poiché 
ioi  -t-52  non  può  esserlo  (167),  ripeto 
joi  finché  la  somma  non  ripugni  al  qua- 
drato: ma  456  non  essendo  quadrato , con- 
tinuo l’operazione  finché  trovo  il  quadra- 
to 961.  Conto  allora  i 101  che  ho  scrit- 
ti, ed  ho  k'~9>  che  non  sarebbe  ve- 
nuto sì  comodamente  moltiplicando  roi 
per  1,2,3  ec.  e aggiungendo  52  a cia- 
scun prodotto. 


iof 

53 

ioi 

104» 

4^% 

101 

IOI 

IO! 

IOI 

]0J 

96  r 


22.  In  quell’esempio,  12  si  chiama  il  Moltiplican- 
do , 9 il  Moltiplicatore  e 108  il  Prodotto:  ingenerale, 
il  moltiplicando  e it  moltiplicatore  si  chiamano  le  ral* 
dici  o i fottori  del  prodotto . 

23.  Se  in  luogo  di  sommar  nove  12  si  sommino 
dodici  9,  verrà,  la  stessa  somma  108;  onde  preso  ad 
arbitrio  C un  de  due  numeri  per  moltiplicando  , /’  altra 
sarà  il  moltiplicatore , e il  prodotto  non  varierà . 

24.  Se  i numeri  son  semplici,  si'  vede  fucilaien- 
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te  che , per  esempio , il  prodotto  di  2 moltiplicato  per  3 è 
6 , il  che  si  esprime  così  : 2x3  = 2. 3 = 6(1!  segno  X 
o il  punto  messo  tra  due  numeri , significa  moltiplicato 
per  ) ; così  3x4  = 12;  2-5  — 35  ec.  Imparati  perciò  i 
prodotti  di  tutte  le  combinazioni  dei  numeri  semplici  da 
2x2—4  fino  a 9x9  = 81,  per  moltiplicare  i compo- 
sti , come  32  per  24 , i°.  pongo  il  moltiplicatore  ( que- 
sto è per  lo  più  il  minore  ) sotto  il  moltiplicando , e ti- 
ro una  linea  : 2°.  scrivo  da  destra  a sinistra  il- prodotr 
to  di  ciascuna  cifra  del  moltiplicando  per  ciascu- 
ria  del  moltiplicatore;  così  dico:  2x4  = 8,  seri-  £ 
vo  8;  3x4=  12,  scrivo  12;  poi  scrivo  pur  da  . 
destra  a sinistra  ( sotto  la  colonna  delle  diecine)  128 
il  prodotto  del  moltiplicando  per  le  diecine  del  mol - 64 

lìplicatore , .e  dico  -.2x2  = 4,  scrivo  4 sotto  le  die- 
cine;  3x2  = 6,  scrivo  6 a sinistra;  30.  sommo 
questi  due  prodotti  parziali , e il  prodotto  totale  è 768. 

25.  Infatti  moltiplicar  32  per  24  significa  somma- 
re il  32  quattro  volte  e due  diecine  di  volte  (20)  : ma 
sommandolo  quattro  volte , vengono  8 unità  , 2 dieci- 
ne , 1 centinajo  ; e sommandolo  due  diecine  di  volte , ven- 
gono 4 diecine  e 6 centinaia  ; dunque  poiché  1!  unità , 
le  diecine  ec-  debbon  collocarsi  nelle  loro  respettive 
colonne  (13),  scrivendo  i prodotti  parziali  con  la  re- 
gola data,  si  otterrà  il  vero  prodotto  totale. 

Debba  moltiplicarsi  564  per  249.  Scrit- 
ti i due  numeri  f un  sotto  l’ altro , moltiplico 
tutto  il  564  per  le  9 unità  del  moltiplicatore , 
e dico:  4x9  = 36,  scrivo  6 e porto  3 -,6x9 

= 54  > ■+  3 =?  5?  ; scrivo  7 e parto  5 5 5X9 
— 45 , ■+  5 = 5o , scrivo  tutto  il.  50 , perchè 
la  moltiplicazione  per  la  prima  cifra  è finita . 
Moltiplico  per  le  4 diecine  del  moltiplicatore 


5<S4 

249 

5o:ó 
2256 
1 128 


140436 

il  564  dicendo  : 4x4=  16;  scrivo  6 tra  le  diecine  e por- 
to 1 ; 6 X if  = 24 , -t-  I = 25  ; scrivo  5 e porto  2 ; 5 x 4 = 
2 ’=  22  ; scrivo  22 . Infine  moltiplico  564  per  le 


20 


a centinaia  del  moltiplicatore  dicendo:  4x2  = 8;  scri- 
no 8 tra  le  centinaia  ; 6x2=123  scrivo  2 e portp 
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i ; 5 X 2 = io , -4-  I = 1 1 ; scrivo  1 1 . Il  prodotto  to- 
tale è 140436. 

26.  Quando  vi  son  degli  zeri  al  fin  dell’  uno  o 
dei  due  fattori , si  moltiplican  1’  altre  cifre  , e si  uni- 
fccouo  al  prodotto  gli  zeri  tralasciati  : così  per  molti- 
plicar 120  per  120,  preso  12  x 12  = 144,  si  ha  14400. 

2?.  Per  riprova , tolgo  dai  fattori  564 , 049  (25) 
una  cifra  qualunque  , per  esempio  il  5 , quante  volte 
si  può  , e noto  i due  avanzi  4,4:  gli  molti- 
plico tra  loro,  e dal  prodotto  16  tolgo  il  5 4 1 * 
quante  volte  si  può  , notando  1’  avanzo  I : in-  4 | i 
fine  anche  dal  prodotto  140436  tolgo  il  5 quan- 
te volte  si  può , e se  ! avanzo  sia  parimente  1 , la 
moltiplicazione  è ben  fatta  » 

Poiché  sicno  F ( = <yB  -4-  m ) ed  F'  ( = qC  *+  n ) i due  fat- 
tori che  contengono  B,C  volte  la  cifra  qualunque  q con  gli  a- 
vdtizi  m,  n ; e supposto  qD  -+  r ( = mn  ) il  prodotto  di  questi 
avanzi , si  avrà  </*BC  -+■  ijnB  -4-  qmC  -4-  qX)  -4-  r ~ P per  , 
prodotto  dei  due  fattori  I',F' : ora  è chiavo  che  tolto  q — !_ 
quante  volte  si  può  1°.  da  F,  resta  m ; 20.  da  F' , re-  Tllr 
sta  n \ 30.  da  mn,  resta  r ; 40.  da  P,  resta  parimente  r. 

28..  Gli  Aritmeticf  preferiscono  a tutte  la  cifra  9 , 
e però  questa  operazione  si  chiama  la  prova  del  9 . At- 
tesa la  natura  della. nostra  Aritmetica  (6),  tolto  il  9 
quante  volte  si  può  da  io  , da  100,  da  1000  eo. , da 
20,  da  200,  da  2000  ec- , da  30  , da  300  , da,  3000 
ec. , resta  sempre  1,2,3  ec-  » dunque  per  togliere  il 
*9  da  un  numero,  564  = 500 -4-  60 -4-4,  basta  toglierlo 
da  5 -4-  6 -t-  4 , o sommar  le  cifre,  del  dato  numero  co- 
me se  fossero  unità.,  e. .toglierne  il  9 a misura  che  si 
forma  sommando . Ciò  rende  la  prova  più  facile  , e 
perciò  il  9 fu  preferito  . 

29.  La  prova  del  9 può  fallire  : se  traspongo  le  cifre 
d’  un  prodotto,  o metto  in  esso  degli  zeri  in  luogo  di  9,0 
tralascio  i 9 e non  metto- in  vece  altre  cifre  ec. , torna  la 
prova,  e il  prodotto  è falso.  Ma  errori  ben  difficili  a com- 
mettersi non  debbono  impedir  l’uso  d’una  regola  sì  spedita. 
-Del  resto,  la  divisione  direttamente  verifica  la  moltiplica- 
zione (42). 

Divisione 
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Divisione. 

30.  La  divisione  fa  trovar  quante  volte  un  nume- 
ro é contenuto  in  un  altro  ; e come  non  vi  può  esser 
contenuto  se  non  quante  volte  ne  può  esser  sottratto  , 
la  divisione  è una  compendiosa  sottrazione . Così  per 
saper  quante  volte  il  120  contiene  il  4,  in  vece  di 
sottrarre  il  4 da  120  quante  volte  si  può,  il  cìie  sa- 
rebbe assai  lungo,  divido,  e trovo  subito  che  lo  con- 
tiene 30  volte  ■ 

31.  Iu  questo  esempio,  120  si  chiama  il  Dividen- 
do , 4 il  Divisore , e 30  che  mostra  quante  volte  il  4 
entra  in  120,  dicesi  il  Quoziente. 

32.  Perciò  i°.  il  prodotto  del  divisore  per  il  quo • 
vedente  è eguale  al  dividendo  : onde  un  quoziente  è esatto , 
se  moltiplicato  per  il  divisore  , riproduce  il  dividendo;  e 
poiché  il  dividendo  è un  prodotto  i cui  fattori  sono  il 
divisore  ed  il  quoziente , dato  un  prodotto  ed  un  fatto- 
re , se  quello  si  divida  per  questo , si  avrà  l'  altro  fatto- 
re: 2°.  per  far  d'  una  quantità  un  dato  numero  di  parti 
eguali,  la  divido  per  questo  numero,  e il  quoziente  darà 
la  grandezza  di  ciascuna  parte  : così  nell  esempio  pre- 
cedente (30)  il  120  è diviso  in  4 parti  eguali,  cia- 
scuna delle  quali  è 30 . 

33.  Or  se  i numeri  da  dividersi  son  semplici,  fa- 
cilmente si  vede  che  per  esempio , 8 contien  4 appun- 
to 2 volte , o che  il  quoziente  di  8 diviso  per  4 ò 2 ; 

g 

ciò  si  esprime  così  : — 8 : 4 = 2 ( la  linea  o i due 

punti  messi  in  questo  modo  tra  il  dividendo  e il  divi- 
sore , significano  diviso  per  ) : così  ^ = 8515:3  = 5. 

Quando  il  quoziente  non  è esatto  ( come  se  si  divi- 
da 9 per  4 , dove  il  9 contiene  il  4 più  di  2 volte  ma 
meno  di  3 , e perciò  il  quoziente  vero  è fra  2 e 3 ) 
scrivo  per  quoziente  il  più  piccolo  dei  due  n umcrijra  ciu 
è il  vere  quoziente > e allato  ad  esso  il  resto  diviso  per 

B 
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f?  numero  divisore.  Per  esempio,  dico:  9 contien  4 
due  volte  e più , ma  110113  volte  : scrivo  dunque  2 per  quo- 
ziente, e re>tA  1 : onde  — = 2 ~,  cioè  9 diviso  per  4 
ha  2 per  quoziente , ina  resta  ancora  un'  unità  del  9 

da  dividersi  in  quattro  parti . Così  ~ — 3 -,  = 2 — . 

2 23  3 

34.  Osservazioni.  I.  Se  il  divisore  è più  grand* 
del  dividendo  , come  se  debba  dividersi  4 per  7 , si 

scrive--,  e questo  è il  quoziente.  Tali  quozienti,  • 
» 

generalmente  tutte  le  espressioni  indicanti  divisione  per 
mezzo  di  una  linea  o di  due  punti  (33),  si  chiamano 
Éotti  o Frazioni  (9)  . 

35.  II.  Una  quantità  che  può  dividersi  senza  re- 
sto per  un’altra,  è multipla  di  questa*,  cioè  dupla  » 
tripla  ec.  se  il  quoziente  è 2, 3 ec. : e questa  è sum- 
multipla  o aliquota  della  prima,  cioè  suddupla,  sut- 
tripla  ec.  se  entra  nella  prima  2,3  ec.  volte.  Cosilo 
è duplo  di  3*,  18  è triplo  di  6;  8 è multiplo  di  4 e di 
e ; ogni  numero  è multiplo  d’  I ec.  : all’  incontro  2 è 
summultiplo  di  tutti  i numeri  pari;  5 lo  è di  tutti  i 
numeri  terminati  in  5 0 in  o ec.  Ma  la  quantità  che 
divisa  per  un’altra,  lascia  un  resto,  dicesi  prima  a 
quest’  altra , e ambedue  si  chiaman  prime  tra  loro  : co- 
si 8 e 3 , 1 4 e 3 son  primi  tra  loro . Per  resto  s’ in- 
tende in  generale  ogni  numero  che  tolto  dal  dividen- 
do , rende  esatta  la  divisione  ; onde  il  resto  può  au- 
mentarsi a piacere  o diminuirsi  d’  un  multiplo  qualun- 

t|ue  del  divisore:  così  il  resto  di  — è 2,  ed  è anche 

3 

2 3 , 2 rfc  6 , 2 9 ec. 

36.  III.  La  formula  dei  multipli  d’  un  numero  n è mn , 
preso  successivamente  m~ ri  ,2,3  ec.  : così  se  n — 2,  i mul- 
tipli di  2 o i numeri  pari  si  esprimeranno  con  2 m , onde  la 
formula  degli  impari  sarà  2m  ± I . Se  71  = 3,4,5  ec. , i mul- 
tipli di  3,  di  4,  di  5 ec.  saranno  3/72,4777,5771  ec.  Quindi  e- 
gni  numero  intero  è compreso  da  una  delle  due  formula 
2w,27n- r-  l o 2/77,2772  — i;  e secondo  l’ occorrenze , si  «ip-ci- 
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me  put  con  3m,3m  ± i ; con  4»»,  t\m  ± 1 ,4»!  ± 2;  con  5m, 
&ni  ± 1 , 5/71  ± 2 ; con  6m  ,6m±  2 per  i pari , e 6m  ± 1 , 
6m  ±3  per  gl’ impari,  d’onde  si  ha  che  6m  ± 3 essendo 
multiplo  di  3 > tutti  i numeri  primi  y fuorché  2,3  so/i  della 
forma  6m  ± 1:  così  possono  aversi  altre  formule.  Ma  ecco 
alcuni  utili  teoremi,  da  dimostrarsi  in  parte  con  ques'ti  prin- 
cipi, ec*  parte  con  la  formula  del  Binomio:  1°.  la  som- 
ma , la  differenza  e il  prodotto  di  due  numeri  pari , son  pa- 
ri : 2°.  la  somma  e la  differenza  d’ un  pari  e d'  un  impari , 
sono  impari  : 30.  il  prodotto  d'  un  pari  per  un  impari , è pa- 
ri : 40.  perciò  a(a  — I ) c sempre  pari  : 50.  la  somma  e la  dif- 
ferenza di  due  impari,  son  pari:  6°.  il  prodotto  di  duo  im- 
pari, è impari:  1°.  se  a non  sia  multiplo  di  3 , lo  sara  2a*-f  I : 
8°.  perciò  a ( 2<z*  -+  I ) è sempre  multiplo  di  3 : 90.  se  a d?  b 
sia  multiplo  di  p , i resti  di  a e di  & , divisi  per  p , saranno 
zero  -,  onde  non  curati  i multipli  di  p , sarà  a ± b~o  ed 
a ~ 3:  b : 10°.  se  p sia  numero  primo , (a-+b  / — af — L * 
sarà  multiplo  di  jp:  n°.  perciò  lo  sarà,  .anche  et  — c:  12°.  e 

lo  sarà,  put  c?  1 — I se  c non  lo  sia , ed  anche  cf  1 — 
dP-1  se  c,d  non  Io  sieno:  13°.  se  supposti  a,b,c  ec.  nu- 
meri interi  dati,  il  polinomio  ax"^-bxn  1 -\-cxl 
sia  multiplo  di  D quando  i’-F,F',F"  ec. , lo  sarà  anche 
quando  x ~ F ± mD  , F'  ± riD  , F"  ±pD  ec. , supposti  m , n ,p  ec» 
numeri  interi:  14°.  onde  i valori  di  x indipendenti  tra  loro 
cd  atti  a rendere  il  polinomio  axa  cc.  multiplo  di  D , son 

D D 

tutti  compresi  tra  — — e -+  — - . 

3~.  IV.  Ogni  numero  intero  non  multiplo  di 
tro  intero  maggior  dell’  unita,  si  chiama  numero  pii* 
ino  . Onde  un  numero  primo  non  potendo  finire  Ì14 
0,2,4,5,658  perchè  i numeri  così  terminati  son  di- 
visibili per  2 o per  5 (35) , finirà  in  1 , 3 , 2 , 9 . Su  qne^ 
sto  principio  è costruita  la  Tavola  dei  numeri  primi  fi 1 
no  a ! 00000,  che  è al  fin  di  quest’  Opera.  I numeri 
vi  son  disposti  sotto  la  lettera  N purché  1’  ultime  dus 
cifre  si  cerchino  nella  prima  o ultima  fila  orizzontale: 
così  per  sapere  se  8552?  è numero  primo , cerco  855 
sotto  N,  e 27  in  sito  o in  basso,  e poiché  dirimpet- 
to a 855  e sotto  2 1 trovo  un  punto,  il  numero  è pri- 
mo. Se  nel  mqdo  «tefSQ  97983,  VQverò  3 , il  eh# 
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9 
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57* 
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57*- 


Divisori  di 

97983 


I7I-  513- 
I7I9-  5157- 


3629.  1088?.  32661- 

9:983- 


)(  )( 

significa  che  3 è il  minimo  divisore  o elemento  ili  97983 t 
divido  infatti  per  3,  ed  ho  32661  che  cerco  parimen- 
te nella  Tavola  ; trovo  3 , per  cui  pur  divido , ed  ot- 
tengo 10887  sotto  cui  trovo  3;  divido,  e viene  3629 
sotto  cui  trovo  19;  divido,  e viene  1 91,  sotto  cui  tro- 
vo un  punto,  onde  19 1 è numero  primo:  perciò  gli 
elementi  di  97983  sono  3x3x3x19x191,  dai  quali' 
poi  si  ricavano  i divisori  del  numero , sol  che  dispo- 
sti gli  elementi  come  qui 
di  faccia  nella  colonna  A , 
si  moltiplichi  ciascun  c- 
lemento  inferiore  per  tut- 
ti i numeri  superiori,  la- 
sciando i già  scritti  una 
volta . Quindi  i divisori 
di  97983  sono  come  qui 
si  vede , dei  quali  pren- 
dendo il  primo  e 1’  ulti- 
mo , il  secondo  e il  penultimo  ec.  ordinatamente  , si 
hanno  a 2 a 2 i fattori  di  97983,  cioè  1 *97983,  3X 
32661 ,9x10887, 19x5157, 27x3629, 57x1719, 171X 
673’  T9T  X5T3* 

33.  Il  metodo  stesso 
vale  anche  per  le  quanti- 
tà algebriche , e si  han- 
no qui  «li  faccia  gli  ele- 
menti e i divisori  di  2 ab' 

— 6a2c . 

39.  Sia  ora  il  dividendo  un  numero  composto  .e  il 
divisore  un  numero  semplice:  i°.  cerco  quante  volt « 
il  divisore  sta  nella  prima  cifra  sinistra  del  dividendo 
( poiché  così  si  fa  sempre  la  divisione  ) : 2°.  scrivo  il 
quoziente  sotto  alla  corrispondente  cifra  del  dividendo  : 
3* . cangio  in  diecine  l' avanzo , se  vi  è , /’  unisco  alla  ci - 
fra  seguente , e replico  l'  operazioni  finché  siati  divise 
tutte  le  cifre  del  dividendo.  Così  per  divi- 
dere 7953  per  3,  scrivo  il  divisore  a sini- 
stra e poi  dico:  in  7 quante  volte  entra  ii 


I» 

Divisori  di 

2; 

iab2  — 6a*c 

a\ 

2 a ; 

b2 

— 3ac» 

2 bz  — 6ac  ; 

ab 1 

— 3alc; 

i2  ab2  — óa2c. 

'7963 

26,51 
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3?  2 volte  ; scrivo  2 sotto  ii  ? : unisco  1’  avanzo  1 
cangiato  in  io,  al  9 seguente,  onde  ho  19  , e dico: 
in  19  quante  volte  il  3 ? 6 volte;  scrivo  6 sotto  il  9,- 
e il  resto  1 unito  al  5 seguente  fa  15  : quindi  trovo 
5 e poi  1 per  quozienti  senza  resto;  onde  3 entra 
*651  volte  in  ?953 

40.  Osservazioni . I.  Si  comincia  la  divisione  a si- 
nistra affinchè  i resti  delle  prime  cifre  possano  unirsi 
alle  seguenti;  cominciando  a destra,  bisognerebbe  spesr 
so  tornare  indietro . II.  Se  la  prima  cifra  del  dividen- 
do è più  piccola  del  divisore , si  dividon  subito  le  pri- 
me due.  III.  Quando  fatta  una  divisione  non  vi  è re- 
sto e la  cifra  seguente  è più  piccola  del  divisore , si 
mette  zero  nel  quoziente  e la  cifra  avanzata  si  unisce 
al  solito  con  la  seguente  se  vi  è;  lo  zero  nel  quo- 
ziente conserva  il  valor  respettivo  dell’  altre  cifre.  I\T- 
Bisogna  ricominciar  la  divisione  e farla  meglio,  quan- 
do il  resto  che  sempre  dee  esser  più  piccolo  del  divi- 
sore , lo  eguaglia  o lo  supera . V-  Non  si  può  mai  met- 
ter più  di  9 nel  quoziente , perchè  la  nostra  Aritme- 
tica è decimale  (6). 

41.  Infine  se  il  dividendo  e il  divisore  son  nume- 

ri composti , se  per  esempio  ho  da  dividere  14:4:5 
per  362 , scrivo  questi  due  numeri  co-  'f 

me  sopra  ; poi  dico  : le  tre  prime  cifre  r 47  4°?  — 

del  dividendo  non  contengono  le  tre  del 
divisore , astraendo  dal  valor  relativo  di 
14 1 (:)  ; dunque  prendo  le  prime  quat- 
tro 1 474 , e dico  : il  3 in  14  entra  4 vol- 
te e resta  2 , che  col  seguente  : da  27 , e il  6 ( se- 
conda cifra  del  divisore  ) entra  pur  4 volte  in  27  e 
resta  3 , che  col  seguente  4 dà  34  , in  cui  1’  ultima 
cifra  2 del  divisore  entra  pur  4 volte;  scrivo  dunque 
4 nel  quoziente , che  si  pone  lungo  una  linea  condot- 
ta sul  dividendo  . Moltiplico  il  divisore  362  per  il  quo- 
ziente trovato  4,  e sottraggo  a mente  il  prodotto  dal 
dividendo  1474  dicendo:  4x2  = 8,  e andando  a 14 
(18)  resta  6 che,  scrivo  sotto,  e porto  1;  4x6  = 24,-+- 


362-14:475 

26-5 

141 
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1 = 25*  e andando  a 27  resta  2,  che  scrivo  accanto 
a 6,  e porto  2-,  3x4  — 12, -+-2  = 14,  e andando  a 14 
resta  o. 

Accanto  al  resto  2 6 abbasso  la  quinta  cifra  2 che 
segno  con  un  punto  per  riconoscere  di  mano  in  mano 
ove  io  sono , e ho  da  dividere  267  per  362  , il  che 
non  essendo  possibile , scrivo  o nel  quoziente  (40) , ed 
abbassata  1’  ultima  cifra  5 , ho  da  dividere  2Ó7 5 per 
362  - Dico  dunque  : il  3 in  2 6 entra  8 volte  e resta 
2 , che  col  seguente  2 dà  27  : ma  il  6 in  2“  non  en- 
tra 8 volte;  torno  dunque  daccapo  e dico:  il  3 in  26 
entra  2 volte  e resta  5 , che  col  seguente  2 dà  57 , 
e il  6 in  52  entra  pur  7 volte  e avanza  15  , che  col 
seguente  5 dà  155,  in  cui  entra  pur  2 volte  l’ultima 
cifra  2 del  divisore  ; scrivo  dunque  7 nel  quoziente  , e 
par  2 moltiplico  il  divisore  362  dicendo:  2x7  = 14,  e 
dando  a 15  (18)  resta  1 che  scrivo  sotto  e porto  1 ; 
6 x 7 = 42 , -+  1 = 43  e andando  a 42 , resta  4 che  scri- 
vo accanto  aie  porto  4;  3x7=21,  -*-4  = 25  e an- 
dando a 2 6,  resta  1 che  scrivo  accanto  a 41 , e il  quo- 
ziente completo  è 40?  • 

362 

42.  La  riprova  si  fa  aggiungendo  il  resto  al  pro- 
dotto del  divisore  per  il  quoziente  : la  lor  somma  dee  u- 
guagliare  il  dividendo . Poiché  se  362  è contenuto  402 
volte  in  142475  col  resto  141  (41),  bisogna  che  362  x 
402 -+- 1 41  = 1 47475  (o-)-  Quindi  la  divisione  è l'ope- 
razione inversa  della  moltiplicazione , e queste  due  rego- 
le si  servono  scambievolmente  di  riprova  . 

43.  Si  fa  anche  la  riprova  sopprimendo  i 9 con- 
tenuti i°.  nel  divisore , 2°.  nel  quoziente,  30.  nel  prodot- 
to dei  loro  resti,  40.  nel  dividendo,  e i due  ultimi  re- 
sti debbono  essere  eguali  come  nella  moltiplicazione  (27)  - 
Ma  se  la  divisione  ha  un  resto , bisogna  sommarlo  col 
prodotto  dei  resti  del  divisore  e del  quoziente , e.  to- 
glier dalla  somma  i 9:  così  il  resto  del  divisor  362  e 
dii  quoziente  407  è 2}  il  loro  prodotto  è 4 , che  col 
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resto  14  T dà  14$;  tolto  il  9,  restìi  1 che  re-  sii 

stando  anche  dal  dividendo  I4”4”5  > mostra  e- 

satta  1’  operazione  . 2 I 1 

44.  Osservazioni . I.  Se  il  dividendo  e il  divisore  fini- 
scono in  zeri,  ne  tolgo  ad  ambedue  lo  stesso  numero:  così 

— (49)^:166— . II.  Se  il  solo  divisore  finisca 
2500  25  5 

in  zeri,  separo  alla  fine  del  dividendo  un  egual  numero  di 
cifre,  divido  le  rimanenti  di  questo  per  le  rimanenti  di  quel- 
lo, congiungo  il  resto,  se  vi  è,  alle  cifre  "separate , e ne  f» 


»„  rotto:  così  ?lp=*W+J»m  = 66m  (sa).  HI. 

Il  quoziente  ha  tante  cifre  quanti  sono  i punti  sotto  il  di- 
videndo: onde  fin  dal  principio  della  divisione  si  sa  quante 
cifre  avra  il  quoziente . IV.  Preso  a caso  un  dividendo  D ed 
un  divisore  d , si  può  scommettere  d — 1 contro  1 che  i« 
divisione  non  sarà  senza  resto.  V.  Se  diviso  un  numero  n 


per  d e 
d’±d * 


per  d ',  si  abbiano  i quozienti  q,  q', 


sara  —, 


X 


DEI  ROT  TI 


Natura  dei  Rotti  in  generale;  loro  valore  e lor 0 
paragone . 


\ 


45- -Li  intero  diviso  in  parti  eguali , si  ri  prò  due* 
dalla  lor  riunione  ; se  dunque  se  ne  lasci  qualche  parte , 
egli  sarà  un  Rotto  o una  Frazione. 

46.  L’  idea  di  frazione  comprende  perciò  :il  nu- 
mero e la  specie  delle  parti  eguali  in  cui  fu  diviso  l’ in- 


tero : così  — ( che  si  pronunzia  4 diviso  per  £ o quattro 
5 

quinti  ) esprimono  4 parti  delle  5 eguali,  in  cui  l’ inte- 
ro fu  diviso  : il  numero  superiore  4 le  numera  e si  chia- 
ma Numeratore , l’inferiore  5 le  nomina  e dicesi  Deno - 
. minatore:  ambedue  sono  i Termini  del  rotto. 

47.  Un  rotto  ò proprio  y apparente  o improprio  se- 
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condo  die  il  numeratore  è minore , eguale  o maggiore 
del  denominatore:  così  — ®c-  son  proprj , perchè  son 

meno  di  tutte  le  parti  dell’  intero  o dell’  unità  ; = 

i = il  ec.  (33)  sono  apparenti , perchè  son  tutte  le  par- 
ti dell’unità;  ^ = 3,  ^ = 5 ec.  sono  impropri, 

perchè  son  più  di  tutte  le  parti  dell’  unità. 

48.  Di  due  rotti  con  lo  stesso  numeratore,  quello 

che  ha  un  minor  denominatore  è più  grande;  così  — e più 

\ 

d’  -i-  ; con  lo  stesso  denominatore , quello  è più  grande  che 
4 

ha  un  maggior  numeratore  ; così  son  più  d’  — . 

49.  Il  valor  di  un  rotto  non  si  altera  o si  moltipli- 
chino o si  dividano  i suoi  termini  per  un  medesimo  nu- 
mero . Infatti  dividendo  2 . 3 per  2 » e 2.3.5  Per  3 * 5 » 

2 3 2.3.5 

si  ha  sempre  il  quoziente  3 (32)  ; dunque  ~ = — — » 

moltiplicando  o dividendo  i due  termini  per  5 . 

• 50.  Onde  vi  è un  infinità  di  rotti  dello  stesso  vaio- 

2 g 

re  benché  espressi  in  termini  differenti  ; così  — - — — = 

^ = — , ove  i due  termini  del  primo  son  divisi  per  a , quei 
12  2 

del  secondo  per  3,  e quei  del  terzo  per  6,  che  lian 
dato visibilmente  eguale  ai  precedenti,  e cine  si  ha 
subito , dividendo  i termini  del  primo  per  3 6 - 

Operazioni  preliminari  sui  Rotti . 


fri.  Trasformar  gli  interi  in  rotti  . Si  dà  a un  in- 
tero la  forma  di  rotto  i°.  col  dargli  1 per  denominatore:» 
. ••  • . così 
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così  6 è -p>  8 = — ec.  : 2°.  col  moltiplicarlo  per  un 

dato  denominatore:  così  per  ridur  6 al  denominatore  n , 

. . 6. n 4.2 

si  scrive  — - = — - = 6 (49) . Per  ridurre  a un  sol  rot- 
2 *» 

to  un  intero  con  rotto,  si  moltiplica  finterò  per  il  de- 
nominatore del  rotto , si  aggiunge  il  numeratore  al  pro- 
dotto , e della  somma  si  fa  il  uumerator  del  rotto  cer- 

O 0*7 

cato  ; così  6 — = — 

4 4 

52.  Ridur  più  rotti  allo  stesso  denominatore . Mol- 
tiplico i termini  di  ciascun  rotto  per  i denominatori 
di  tutti  gli  altri , e i nuovi  rotti  hanno  il  valor  di  pri- 
ma e un  denominator  comune  ( 49  ) : -così  per  ridur- 

I ^ 

re  — e “ allo  stesso  denominatore , moltiplico  per  4 

.,1  « 

tutto  il  rotto  — , e per  5 tutto  il  rotto  — , ed  ho 
5 4 

414  - 2 4 Q 

- e -7-  . Del  pari  per  ridurre  i rotti  — , , — , molti- 

O 20  1 - Q 7 • M ■ 


. 1 6z 

e 3 — = — 
0 22  22 


30 


4 

5 


plico  per  2 . 4 il  rotto  ~ , per  3 . 4 il  rotto  -- , per  3 . v 
il  rotto  , ed  ho  ^ ^ . 

4 84  84.  84 

53.  Moltiplicando  i termini  di  ciascun  rotto  per  ciascun 
numcrator  degli  altri , si  ridurrebbero  allo  stesso  numeratore  : 

„ , 2 5 3 . v,  3°  3°  3° 

«osi  — , — , — si  riducono  a — > — , — . 

3 7 4 45  42  4° 

54-  Ridurre  un  rotto  alla  piu  semplice  espressione  . 

Se  il  numeratore  è più  grande  del  denominatore , si 

divida  quello  per  questo  (33);  così  — = 3;  -^-siridu- 

4 3 

2 4 

ce  a 2 — . Quindi  se  posson  dividersi  senza  resto  per 

3 

uno  stesso  numero  i termini  del  rotto,  egli  diverrà  più 
semplice  senza  cangiar  valore  (49)-  Serve  a questo  la 

Tavola  dei  numeri  primi  (37);  poiché  dato  un  rotto 
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derco  in  essa  gli  elementi  di  9 1 = 7 . 1 3 , e di  294^2 . 3 .7 . £ , 

onde  -rz:—-1 , rotto  più  semplice  del  dato. 
294  2.3.7.  7 42  L 

55.  Si  fa  anche  uso  di  certe  proprietà  de’  numeri  di  cui 
«eco  le  principali.  I.  Ogni  numero  pari  è divisibile  per  3: 
128  8 . 

così  — — — , dividendo  quattro  volte  per  2.  II.  Ogni  nume» 
43-1  27 

....  , 20 

ro  che  finisce  in  o è divisibile  per  2 e per  5 (8);  così  — rr 

• 9° 

— . III.  Ogni  numero  che  finisce  in  5 è divisibile  per  5 
(8);  Così  2-^-,  IV.  Ogni  numero  tale  che  la  somma  delle 

85  1 z 

sue  crfre  sia  un  multiplo  di  3,  c divisibile  per  3 (S);  cosi 
- — — — _ — — ; se  di  più  il  numero  divisibile  per  3 è pari, 

351  n : 39 

può  dividersi  per  6:  e può  dividersi  per  9 se  la  somma  delle 
sue  cifre  è multipla  di  9 (28).  V.  Ogni  numero  c divisibile 

. . . <•  .664  I ZI  120 

•per  2 se  lo  sono  le  sue  n ultime  cifre  : così  — = — - ,e  — — =3 
r 984  246  784 

(8).  VI.  Ogni  numero  è divisibile  per  il  se  le  somme 

3256  296 

delle  sùe  cifre  alternative  sieno  eguali  : C06l  ^ zc  — - — ( 8 ). 

* 467687  42517  1 

5 6.  Ma  in  generale  si  riduce  un  rotto  alla,  più 
Semplice  espressione  col  dividerne  i termini  per  il  loro- 
massimo cornuti  divisore.  Per  averlo,  divido  il  mag- 
gior termine  per  il  minore , e se  nulla  avanza , il  mi- 
nore è il  divisor  cercato:  se  vi  è un  resto,  divido  per 
esso  il  minor  termine , e se  nulla  avanza , il  resto  è il 
4-ivisor  cercato:  con  un  nuovo  resto  , ripeto  la  divisio» 
ne , e proseguo  finché  avanzi  zero  ; il  resto  che  precede 
zero  , è il  massimo  comun  divisore  : perciò  se  1’  ultimo 
resto  è 1 , il  rotto  è irriducibile  o i suoi  termini  son 


9J 

294’ 


quOzie: 


A = 294 
B =±=  91.. 

•3— 

R =s  ai.. 

•4= 

R"  = 7 . 

-3= 

E = 0 
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divido  ài  per  £,  e ho  3 di  quoziente  e zero  dì  resto: 
perciò  1 è di  massiino  comun  divisore , e = — (5  4) . 

g 

57.  Infortì  se  ii  roteo  è — , l’operazione  prescritta  dà  1’  e* 

quazioni  qui  poste  di  faccia,  0-  , 

ve  k,  benché  senza  le  parentesi,  n ZI  ^ 

sarà  in  avvenire  un  numero  d’a»  ® 
pici (1 1 1).  Perciò  se  divisa  A per  , — P ° 

B , si  abbia  p senza  resto , saia 
R'ro,A  npB  e B il  comun  di- 
visore di  B,  A:  se  siavi  un  resto 
R' , e diviso  B per  R',  venga  p'  senza  resto,  sarà  R"n  o , 
B re p'R',  onde  A n ( pp ' -+  I ) R',  ed  R'  il  comun  divisore  : trovasi- 
dosi  un  nuovo  resto  R",  se  divisa  R'  per  R"  si  abbia  p"  sen- 
za resto , sarà.  R'" no,  R'  n p"  R"  , B n ( pp"  •+  I ) R , perciò 
A n (p"  (pp'H- 1 )-bp)R",  ed  R"  il  comun  divisore  ec. 

B o 

58.  Onde  se  nel  dato  rotto  sia  fino,  verrà.  — n— nj 


Rfe-(pR)*"M-4-R*~fa 


— e potrà  farsi  B = ó,  Ari;  e se  divisa  A per  B , venga  p 

B I 

senza  restò , sarà  AczpB , — n — e potrà  farsi  6 z i , A z p . 

I . ^ P 

Unendo  questi  valori  di  B,A  a quelli  trovati  di  sopra  quan- 
do R"rozR'"  ec. , si  avranno  le  successive  equazioni  B no* 
Ani;  E n 1 , A — p;  B np'R',  An  (pp'H- 1 )R'ec. , in  cui 

g 

se  l’ultima  R sia  I e quindi  il  rotto  — irriducibile  (56), càia* 

Alati  M',  M" ....  M*  1 i valori  di  B , ed  N' , ....  N 1 

quelli  di  A , si  avranno  le  seguenti  equazioni  : 


M no 
M'  ni 
B-^M"zp'M'4M 


. M* _+  Xn (pM)*H-M*‘ 


’N  ni 

N'  np  • 

A-/N  "np'N'n-J* 

nh+l=(PN)k-+N*’ 1 
59.  'Quindi  1’  equazione  AnpB-f  R'(5?),  postivi  sue- 

g jj" 

cessivamente  i valori  o di  R'  n -, — , Rv  n 

p 

A — PB  — R'" 

: #C.>  0 di  Bnp'R,H-R",R'np"R"-t-  R,//  ec. 
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e sostituiti  M ed  N,  diviene  in  generale  P,  A = . . , . . 
BN*  ± R* 

— — , preso  il  •+  se  gli  apici  k sono  impari:  II*.  A = 

N*"1" 1 R*-4-N*R*“f'1  ' 

60.  Perciò  1°.  eguagliati  i valori  di  A > e col  metodo 

della  II*,  fatto  1 1 , viene 

èH-l  k . • M*  M*-+- 1 

M N — ± 1 , cioè  ì rotti  consecutivi  — r , — r ec.  mol- 

Jy,*  XN  *’  — H 

tiplicati  in  croce,  differiscono  di  ± i , e son  tutti  irriducibili, 

M*  . . k k~ + I 

non  avendo  comun  divisore,  quando  non  lo  ha  M N.  — 


M 


■l^k  o • , .a  • j*  M*  B R*  . . M* 

N : 2 . poiché  la  I*.  ci  da  -----  , i rotti  — 


B 


N*  A AN* 


N* 


come  il  rotto 


B 


che  differiscon  dal  dato  ~r  ora  in  -4-  cd  ora  in  — , sona  a 

A 

vicenda  minori  e maggiori  del  dato , e sempre  più  vi  si  ac- 

R*  B 

costano , attese  le  differenze  sempre  minori  + tra  — 'ed 
M* 

~ ; , nelle  quali  N o cresce  o non  scema , cd  R scema  sempre 

fino  all’  ultimo  resto  ± RW  — ± i : 30.  con  questo  resto  si  ha 
dalla  I3.  BN^1' — AM(,*1  q;  I r cioè  il  prodotto  di  B per  V ulti- 
ma N o per  NW  è un  multiplo  di  A , — ovvero  H-  I , secon- 
do clic  z n il  numero  dei  quozienti  p , p/  ec.  è impari  o pari. 

ór.  Anche  il  radicale  quadratico  ove  Z non  è qua- 
drato , si  tratta  , . 

A VS4 

^ I 5 =p 

R^34~5  ...  . 

B 1 (v/34-f-5)  ‘ • . 

R/„ ( V34  5)  ( y/34-x  5 ) = 9 ...  I ttpr 
ll/\/34  — 4 . * 

r,9(\/34-+4) 

r/,(\/34— 4)(-\/34-h4)==x8...  4 -p" 

51' Vp4^4  _ 

R/'2(/y/34-b4)  • > 

R'"  (V34  — 4)  (V34H-  4)  = 18...  1 —p,n 

R,,,9(\/34-f-5) 

R/v  ( /34 - 5 ) ( V34 ■+  5 ) = 9 - 1 o = p" 
RV34-5 

- 1 ec.  ec.  ec. 


se  ne  veda  un 
esempio  qui  di 

faccia  in  — : — - 

a/34 

Divido  A per  B, 
e poiché  A 
5 H-  un  rotto  , ho 

P—  5>e(,52)R  — 

A— pB=v/34— 

5 . Ora  per  divi- 
dere secondo  la 
regola  B rr  1 per 

R'  = \/34—  5» 

moltiplico-  ì due 
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termini  per  v/34-f5  > c°n  che  B diviene  y^H- 5 ed  R'diten- 
ta  9:  fatta  la  divisione,  ho  p'  — i ed  R"  — ^34  — 4.  Cosi 
può  proseguirsi  ad  arbitrio  ; e con  questa  operazione  si  forma 
la  Tavola  che  daremo  altrove  (364),  e si  dimostrano  le  singo- 
lari proprietà  dei  numeri  che  la  compongono  , quella  spe- 
cialmente , di  procedere  in  periodo  simmetrico  : ma  basti  a- 
verlo  accennato. 


Somma  t Sottrazione  dei  Rotti . 

62.  Per  sommare  o sottrarre  i rotti  gli  riduco  al- 
lo stesso  denominatore  (52)*  che  scrivo  sotto  la  somma 

o differenza  dei  numeratori:  così  riduco  — 1±—- (il-rè 

2 . 3 v 

per  la  somma , il  - per  la  sottrazione  ) a t±  — , ed  ho 

j 6 - 6 

la  somma  o la  differenza  ~ . Se  vi  sono  interi  con 
o o 

rotti , riduco  tutto  a rotto  (51):  così  4 7 rfc  » — = — dk 

233 

— — "—7— , e la  somma  è 6 4- , la  differenza  2 ~ ■ 

3 o * . . 6 0 


Moltiplicazione  dei  Rotti . 


63.  Se  itn  rotto  ~ debba  moltiplicarsi  per  un  in- 
tero 5 , dovrà  prendersi  cinque  volte  ( 20  ) , il  che  dà 
— dunque  se  1 intero  5 si  riduca  ad  un  rotto  qua- 

lunque  ^ (31) , si  avrà  sempre  f = 7T = 7^(49) 

~ cioè  per  moltiplicare  i rotti , sotto  il  prodotto 

dei  numeratori  scrivo  quello  dei  denominatori. 

64.  Onde  i°.  il  prodotto  di  due  rotti  propri , come 

5 3 

7^7  c minore  di  ciascun  fattore  ; poiché  moki  plica  n* 
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do  — per  I > si  avrebbe  appunto  ~ ; dunque  moltiplicane 

do  per  — , cioè  per  meno  di  i > dee  aversi  meno  di 

yi  2°.  per  avere  un  rotto  d' interi,  basta  moltiplicar  tra 

loro  al  solito  il  rotto  e gl’interi  j così  volendo  y di  io 

si  fa  y.  io  = y , perchè  una  settima  parte  di  io  è 

y (32),  onde  tre  settime  son  30.  per  avere  un  rof- 

to  di  rotto , come  — di  — , il  rotto  — fa  figura  d’ un  in- 
5 7 7 

tero  A:  ma  A di  A = — xÀ;  dunque  — di  — = — = 
r 5 6 ^5  7 5-7 

— . Perciò  — di  — = — di  d. . 

35  5 7 7 5 

65.  Se  i fattori  sieno  interi  con  rotti , gli  riduco  ad 

. f>  t *20  o*> 

un  sol  rotto  (51):  così  3 — .7  — = — . — = — 

Osservazioni  . I.  Se  un  rotto  dee  moltiplicarsi  per4  un  mul- 
tiplo o summultiplo  del  denominatore , si  riduce  prima  di  mol- 
tiplicare: cosi  2 — y .(50) . li.  Se  debban  moltiplicarsi  più 
rotti,  si  canCellin  prima,  se  vi  sono,  i numeri  comuni  ai  ter- 

2 ó & a 2 I 

mini  del  prodotto  : così  — . — ■ — . — — — — — . 
r 34^563 


Divisione  dei  Rotti. 

66-  Sei  due  termini  d’ un  dividendo^  sieno  tespetti- 

vamente  midtipli  dei  due  d’  un  divisore  — , divisi  i nu- 
meratori 8,2  e i denominatori  15,3,  si  avrà  il  quo- 
zi^nte  ~ (32). 
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6l-  Ora  i due  termini  di  qualunque  dividendo  — 
posson  sempre  rendersi  multipli  dei  due  di  qualunque 
divisor  ~ ; poiché  (49)  —:~  = : — , onde  (66)  il 

4 6 4 5-3-I  7 

2.7  14 

quoziente  sarà  — v = -?,  cioè  per  dividere  i rotti , rovescio 
5-o  1 5 

1 termini  del  divisore , e moltiplico  tra  loro  i due  rotti 
qj.  solito  (63), 

68.  Il  quoziente  di  — divisi  per  un  rotto  proprio 

5 

*»\  ' t # **.2  • 
— , e maggiore  del  dividendo:  poiché  divisi  — per  i,  si 

2 5' 

O A 

ha  — j dunque  divisi  per  — cioè  per  meno  di  1 , dee 
5 ■ ? » 

Q 

aversi  più  di  (48) . ^ 

69.  Se  i numeri  sieno  interi  con  rotti , gli  riduco 

I 3 1 1 8 or> 

in  un  sol  rotto  ; così  < — ; 2 — = — , : — = ^ . 

0 2 323  16 

70.  Osservazioni.  I.  Se  i rotti  hanno  lo  stesso  denomina- 

0 4 3 

tore  , il  quoziente  sono  i due  numeratori  : così  — : — ~ — .II. 

5.5.4 

Se  i termini  del  dividendo  son  multipli  o summultipli  di  quelli 

9 3 21 

del  divisore.,  si  riduce  prima  di  dividere  : così  — : — =— • 

19  1t  19 


/ Frazioni  0 Rotti  Decimali  r 

71.  X Rotti  decimali  hanno  per  denominator  l’u- 

* • 0 1 23  il4[ 

nità  con  uno  0 più  zeri  : tali  sono  i rotti  ~ , — , — — 
L io  100  1000 

ec- , e In  questa  forma  son  soggetti  al  calcolo  degli  altri 

rotti . Ma  alcune  regole  particolari  ci  danno  per  questi 

un  compendio. 

73.  Ogni  cifra  alla  destra  d’  un’altra,  le  dà  un  va- 
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lor  decuplo  (6)  : così  per  scriver  3 diecine , si  pone  o 
alla  destra  di  3 e si  scrive  30;  dunque  per  scriver  3 
decimi , basta  por  3 alla  destra  di  o , e scrivere  03  * 
Si  è però  convenuto  di  separar  gl’  interi  dai  decimi  con 

una  virgola , e in  vece  di  sctiver  -- , si  scrive  0,3;  così 

0,2  “ To'  °’z==iV  ec< 

73.  Dunque  del  pari  come  per  scrivere  cinque- 
cento si  fa  500,  così  per  scrivere  cinque  centesimi  si 
fa  o , 05  ec.  In  generale  si  scrive  il  numeratore  come 
gli  interi , e il  denominator  sott’  inteso  è 1*  unità  con 
tanti  zeri  quante  sou  cifre  a destra  della  virgola. 

74.  Da  ciò  si  rileva  che  2,9654  è un’  espression 

compendiosa  di  2 -+  7^-+^-+  che  ri“ 

dursi  a 2 -+•  (52),  0 a — '•'4  (51)* 

10000  w 7 10000 

Sommaj  Sottrazione , Moltiplicazione  e Divisione 
dei  Rotti  Decimali. 


75.  Per  sommare  o sottrarre  i decimali , scrivo  i 
numeri  l’un  sotto  1’ 

4852,291 

4,00745  0,00435 

0,0049  o,  1 1 


altro,  osservando  che 
le  virgole  «ieno  nella 
stessa  colonna  : poi 
gli  sommo  o gli  sot- 
traggo al  solito,  e 


Som.  4856,80335  Diff.  5,83435 


scrivo  la  virgola  sotto  1’  altre . 

76.  La  moltiplicazione  dei  decimali  si  fa  al  solito 
senza  curar  le  virgole  : ma  quanti  decimali  sono  nei  fot- 
tori  , tante  cifre  a destra  si  separano  nel  prodotto , in  cui 
se  non  ne  sieno  abbastanza,  si  supplisce  a sinistra  con 
degli  zeri , come  nel  quarto  esempio  seguente . La  ri- 
prova  si  fa  al  solito . 


43>" 
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43’?. 

MS  42 

4>I2 

O f ftrt 

— 1 

13  . 

°’°53 

3»! 

0,000103 

1311 

I3626 

2884  - 

6396 

43! 

122710 

1236 

2132 

568,1 

0*1300736 

iS’244 

0,00219596 

Infatti  4,12x3,7  = —x  — (74)  da  un  prodotto  di 

IOO  io 

millesimi  (63)  che  si  esprimono  con  tre  decimali  (73), 
quanti  ne  hanno  i fattori. 

77.  Si  moltiplica  un  decimale  per  jo, 100, 1000 
ec.  con  tirar  la  virgola  a destra  per  tante  cifre  quanti  so- 
no ieri  nel  moltiplicatore:  così  45.3289  x 100  = ..... 
4532*89  ••••  0,007854  X 10000  = 78,54 . 

78.  Se  i fattori  hanno  molti  decimali  e non  bisogna  un 
risultato  esatto  ( come  se  dovendo  moltiplicar  45,625957  per 
28,635,  rai  basti  un  prodotto  con  tre  decimali)  rovescio  l’or- 
dine dell’uno  e lo  scrivo  sotto  l’altro  facendo  risponder  la 
cifra  delle  sue  unita  sotto  il  decimale  inferior  di  due  gradi 
a quello  a cui  voglio  limitare  il  prodotto . Quin- 

di  moltiplico,  e trascuro  nel  moltiplicando  tutte  45* 
le  cifre  a destra  di  quella  per  cui  moltiplico  , 
e a misura  che  muto  ,cifra  nel  moltiplicatore,  91251914 
scrivo  la  prima  del  nuovo  prodotto  sotto  la  prij-  36500760 
ma  del  passato.  Fatta  la  somma  di  questi  .prò»»  273" 554 

dotti , sopprimo  le  due  ultime  cifre  , osservai)-  1 36875 

do  d’  aumentar  d’ un’unita  l’ultima  che  restale  32810 

le  due  soppresse  passan  5°:  dopo  ciò,  sepa- : 

ro  i decimali  che  mi  proposi  d’avere,  e trovo  1 300499 IJ3 
1306,499. 

79.  Se  nel  moltiplicando  non  fossero  tanti  decimali  quan- 
ti dalla  regola  è prescritto,  si  supplirebbe  con  degli  zeri.  E’ 
facile  di  rendersi  ragione  delle  differenti  parti  del  metodo, 
che  però  npn  ha  luogo  in  due  casi  assai  rari:  l°.  se  gli  in- 
teri uniti  ai  decimali  son  numeri  molto  grandi:  30.  se  i de- 
cimali son  molti  ed  espressi  con  le  cifre  massime  8,9. 

80.  La  divisione  dei  decimali  si  fa  al  solito,  ma 
sì  separano  nel  quoziente  tante  cijf'e.  a destra  quanti  de- 
cimali ha  il  dividendo  più  del  divisore. 
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*,3lISx6»9345 
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2,6 


3,22^8,445 

2005 

il  <1 


80,074^49,10000 

8952O 

92240 

U944 


Infatti  8,445:2,22  = ——:^?  dà  un  quoziente  di 
* 1000  100  * 

decimi  (6*j) , elio  si  esprimono  con  un  decimale,  come 
il  dividendo  ne  ha  uno  più  del  divisore . 

81.  Se  ii  divisore  ha  più  decimali  del  dividendo 
( ,■5"’.  esemp.  ) gli  si  aggiungono  degli  zeri  che  non  ne 
alterano  il  valore  (73):  e volendo  considerare  i resti  del- 
le divisioni,  si  aggiungono  nuovi  zeri;  così  (20  esemp.) 
Aggiunti  tre  zeri  al  resto  ^3,  si  ha  il  (Quoziente  2,6226 


con  un  resto  228  ec. 

82.  Si  divide  un  decimale  per  io,  per  100  ec. 
con  avanzar  la  virgola  di  uno,  di  due  gradi  ec.  verso 
la  sinistra  ; così  124,65:  100=  1,2465. 

83.  Se  i decimali  del  dividendo  32,2273481  son  troppi  , 
gliene  lascio  tanti  più  uno  quanti  ne  voglio  nel  quoziente 
f qui  ne  voglio  tre  );  dévido  al  solito,  e distinguo  nel  quo- 
ziente gl’ interi  (80).  Se  . vi  è un  resto  ( co- 
me qui  4339  .)  continuo  a dividere  (soppres- 
sa nel  divisore  1’  ultima,  cifra  a destra)  per  o , ^ ^ 1 
9,35  : poi  divido  il  nuovo  resto  , soppressa  ' ’ w 
un’altra  cifra,  per  9,3:  e così  continuo  fin- 
ché ho  tanti  decimali  più  uno  , quanti  ne 
volli;  sopprimo  quest’uno,  e se  sia  maggior 
di  5,  aggiungo  un’unita  al  precedente.  Qui 
si  ha  3,446.  . 


!34464 


41743 

4339 

599 

41 

5 

. ». 


Trasformazione  e utilità  dei  Decimali . 

84.  I rotti  decimali  si  trasformano  in  un’  infinità 
d’  altri  dello  stesso  valore  col  solo  aggiungere  uno,  due  > 
tre  zeri  ec.  alla  destra  del  rotto  (73);  e.  però  0,4=*= 
«,40  = o , 400  = 0 , 4>op  — ec. 
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$5-  Quindi  posson  sopprimersi  gli  aeri  finali  di  ita 
rotto  decimale  senza  alterarne  il  valore:  ma  soppri- 
mendo altre  cifre,  il  valore  scemerebbe  : così  0,685  a 
* * 

<5,68  differiscono  di  . 

IOOO 

86.  Per  altro  la  differenza  è tanto  minore  quant» 
più  son  le  cifre  del  rotto  : così  0,680003  scema  solo  di 

q 

To 00000  soPPressa  l’ ultima  cifra  3;  onde  posson  trascu* 

rarsi  dei  decimali  senza  diminuirne  molto  il  valore. 

87.  Si  corregge  però  almeno  in  parte  1’  errore , 
aggiungendo  un’  unità  all'  ultima  cifra  restante  , se  la 
soppressa  supera  5.  Poiché  5 è Una  mezza  unità  dell* 
ordine  contiguo  a sinistra;  onde  se  la  cifra  soppres-a. 
è minor  di  5 , 1’  errore  sarà  men  d’  uua  mezza  unità  » 
se  è 5 , sarà  d’una  mezza  unità  aggiungendo  o non 
aggiungendo  1 ; e se  supera  5 , 1’  errore  sarà  più  d’ li- 
na mezza  unità  non  aggiungendolo. 

88.  Nei  calcoli  ordinarj  spesso  bastano  sei  deci- 
mali , e anche  due  o tre  se  le  circostanze  non  esigo- 
no grande  esattezza  ; così  prenderò  senza  error  sensi- 
bile 15,3  per  15*3049:  ma  se  15,3  debba  poi  molti- 
plicarsi per  numeri  granili , come  84“6 , 1 decimali 
soppressi  produrranno  un  errore  di  circa  4-2  interi . 

89.  Di  due  decimali  con  le  stesse  prime,  cifra 
quello  è maggiore  che  ha  qualche  cifra  significati  a 
di  più:  così  0,^63  è maggiore  di  0,^6. 

90.  E se  Je  prime  cifre  non  son  le  stesse,  il  più 
grande  è quello  che  le  ha  maggiori:  così  0,54  supera 
0,53999 , benché  a questo  secondo  si  aggiungessero 
infinite  cifre: onde  0,53996  minor  dì  0,54  e maggior  di 
°>539  (89);  e 0,53992  si  accosta  più  a 0,54  che  0,5399  . 

91.  Di  qui  la  principale  utilità  dei  decimali  per  •' 
> accostarsi  sempre  più  al  valor  rigoroso  che  spesso  non 

può  aversi . Tutte  le  Matematiche  offrono  esempj  di 
queste  approssimazioni  cacone  alcuni  carati  dall’  À- 
xitmctica. 
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92.  Divìdendo  I4?4?5  per  362  , il  quoziente  è 

10”  4-f  -,  ma  la  forma  di  questo  rotto  c incomoda  «e 

T * 362 

si  tratti  di  valutarlo . Lo  trasformo  dunque  in  un  al- 
tro del  valore  stesso  o che  vi  si  accosti  quanto  si 
vuole . 

93.  Aggiungo  degli  zeri  al  resto  di  divisione , on- 
de continuarla  ; e poiché  quest’  aggiunta  ingrandisce 
di  io,  100,  1000  volte  ec.  il  dividendo,  correggo 
V errore  e colloco  i quozienti  tra  i decimi,  centesi- 
mi, millesimi  ec.  Aggiunti  tre  zeri  al  resto  141 , di- 
vido 141000  per  362;  scrivo  il  quoziente  389  tra  i 
decimali , e se  tre  mi  bastino , trascuro  il  resto  1 82 . 

Perciò  407  ~ = 40? , 389  che  differisce  dal  vero  men 

d’  un  millesimo  . 

94.  Così  i rotti  ordinar)  si  trasformano  in  deci- 
mali o eguali  o approssimati  quanto  piace  : per  esem- 
pio , — • si  trasforma  in  0,5  esattamente ; poiché  ag- 

giunto  uno  zero  al  numeratore  I , si  ha  5 , onde  — 


= 0,5.  3Ia  --  dà  solo  un’  approssimazione;  perchè  ag- 

giunti  gli  zeri , il  quoziente  è 3 in  infinito  ; quindi 

— = 0,333  ec.  Il  rotto  — è nello  stesso  caso;  messo  in 
o 2 

decimali,  dà  il  periodo  0,14285?  14285?  14285?  ec. , 
onde  ripetendolo,  si  ha  1’  approssimazion  che  si  vuole, 
senza  bisogno  di  calcolo . In  generale  , non  può  esat- 
tamente ridursi  in  decimali  un  rotto  ordinario  se  le 
stesse  cifre  tornino  con  lo  stess’  ordine . Il  denomina- 
tore dà  il  limite  più  lontano  del  loro  ritorno;  per  e- 

sernpio,  il  denominator  ? indica  che  riducendo  — in 

2 

decimali,  le  cifre  non  posson  ricomparir  nello  stess’ or- 
dine più  tardi  del  settimo  luogo,  e se  ne  troverà  fa- 
cilmente la  ragione  : ma  ritornano  spesso  prima  del 
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luogo  segnato  dal  denominatore , come  tl  vede  nel 

1 .1 

rotto  y • 

Altri  Rotti. 


La  specie  dei  rotti  è relativa  all’  unità  di  cni  son 
parte  ; è poiché  le  Scienze , l’ Arti  e la  Società  usano 
diverse  sorte  d'  unità  , ecco  i nomi  dei  loro  rotti  più 
comuni . 

95*  La  Circonferenza  del  Circolo  fu  divisa  in  360 
parti  eguali  chiamate  Gradi  ( si  preferì  il  numero  360 
ad  ogn’  altro  inferiore  e superiore  , perchè  ha  più  di- 
visori esatti  con  minor  quantità  di  cifre  ) ; onde  il 

grado  è della  sua  circonferenza  : ma  bisognando 

spesso  diverse  parti  del  grado , si  considerò  anche  lui 
come  un’  unità  divisa  in  60  parti  eguali  o Minuti  ; on- 
de ogni  minuto  è 7-  di  grado  ed  — ili  circonfe- 
0 60  0 21600 


renza:  per  aver  uua  misura  ancor  più  precisa,  si  sud- 
divise il  minuto  Primo  in  60  Secondi , il  secondo  in 
60  Terzi  ec.  ; onde  la  circonferenza  ha  1296000  se- 
condi e 77^60000  terzi,  ed  il  grado  è 3600  secondi 
e 216000  terzi.  Si  son  dati  dei  segni  a queste  diver- 
se parti,  ed  in  vece  di  scrivere  18  gradi,  34  minuti » 
53  secondi,  26  terzi,  si  scrive  180  34'  53"  26"'. 

96.  La  divisione  del  tempo  in  Giorni  è antica 
quanto  il  Mondo , e si  divise  arbitrariamente  il  gior- 
no in  24  parti  eguali  che  formarono  1*  ore  ; f ora  è 


il  grado  in 

Il  giorno  è 
e il  minu- 


dunque  ~ di  giorno  e si  suddivide  come 

60  minuti , il  minuto  in  60  secondi  ec. 
dunque  = 1440'  =s  86400"  = 5184000'", 
to  = s6oo"'.  , • 

97.  Per  misurare  le  Distanze  si  prese  un’  unità 
di  nota  lunghezza  e si  portò  successivamente  sulla  di- 
stanza da  misurarsi . Quest’  unità  tra  noi  si  chiama 
Braccio , tra  i Francesi  Tesa , misure  però  diversa  fra 


1 
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loro  . La  tesa  ha  6 parti  eguali  chiamate  Pie  fi , il 
piede  ha  12  Pollici > il  pollice  12  Lince  e la  linea  12 

Punti;  onde  il  piede  è ~ della  tesa,  il  pollice  ec. 

* ■ — 

Il  braccio  ha  qo  parti  chiamate  Soldi  ec. 

98.  I bisogni  della  Società  introdussero  i Pesi  e 
le  Monete.  L’  unità  del  peso  si  chiamò  Libbra,  e quel- 
la della  moneta  Lira . La  prima  si  divide  tra  noi  in  12  , 
tra  i Francesi  in  1 6 parti  eguali  dette  Onde;  1’  on- 
cia è tra  noi  24  Denari  e tra  i Francesi  8 Grossi  ; il 
denaro  è 24  Grani , ed  il  grosso  72 . Una  libbra  pesa 
dunque  tra  Francesi  128  grossi  o 9216  grani,  fra  noi 
288  denari  o 6912  grani:  i Francesi  hanno  anche  il 
Marco , metà  della  libbra  o oncie  8 . La  lira  si  divide 
in  20  Soldi  e il  soldo  in  12  Denari:  V altre  monete  si 
rapportano  ordinariamente  a lire , soldi  e danari . 

99.  Or  per  sommar  queste  specie  , scrivo  1’  une 
«otto  1’  altre  le  parti  del  nome  stesso  ; poi  sommo  le 
colonne  al  solito,  e scrivo  il  resto,  tolte  se  si  può  r 
le  specie  maggiori , che  porto  alla  colonna  seguente  . 
Esempi  • 


3<S* 

25' 

4?" 

tese 

9- 

piedi  poli. 
3.  II. 

Un. 

2. 

pun. 

4 

lire  soldi  den. 

325-  n-  4 

49 

33 

28 

100. 

O. 

0. 

O. 

0 

15.  11.  6 

5o 

31 

49 

4:* 

5- 

3' 

8. 

0 

*5i  i-  8 

U* 

3i 

4 

11. 

0.  IO. 

8. 

4 

4.  io.  0 

168. 

4- 

1. 

ó7 

1 1 

371.  -.  6 

100.  Così  le  stesse  specie  si  Sottraggono  ; e se 
l’ inferiore  è più  grande , si  toglie  un’  unità  dalla  co- 
lonna che  segue  nel  numero  superiore,  per  decompor- 
la in  tante  Unità  del  genere  di  quelle  da  sottrarsi . 
Esempi  • 


48® 

16' 

^rr 

I? 

tese 

ÌOO. 

pi.  po.  1.  p. 

0.  d.  0.  0 

lire 

sol.  dcrt, 

3-  4 

24 

O ^ 

-O 

T 2 

17. 

4-  S- 

11.  8 

-3^_ 

<5.  8 

0 o° 

-O 

Si 

~\ 

OC 

tO- 

1.  6. 

a;  4 

624. 

16.  8 

Digitized  by  Google 


135"-  io. 
271.  io. 
40.  14. 


. .)(  3*  )( 

roi.  Là  moltiplicazione  si  fa  nella  maniera  se- 
guente . Si  cerchi  per  esempio  , il  prezzo  tli  Braccia 
246  di  Stoffa,  a 6‘.  15'.  il  Braccio.  Moltiplico  le 
date  lire  ec.  per  io  e- scrivo 

il  prodotto  di  sopra;  moltipli-  678.  15.  -X2 

co  nuovamente  per  io  questo  67.  17.  6x4 

prodotto , e ciò  tante  volte  quan-  B.  246  a ^ 6-  15;  9x6 

te  bisogna  per  distribuir  le  cifre  °~.7 

del  moltiplicatore  come  nell’ e-  Io2*  I0,  “ 

sempio . E’  chiaro  che  moltipli-  **  ' Z 

cando  la  quantità  superiore  ( cen-  . . ~ T 

tupla  della  data)  per  2,  avrò  il  Som.  ~ 1669.  14.  6 
valor  di  200  braccia;  moltipli-  00 
cando  la  quantità,  che  segue  ( decupla  della  data  ) per 
4 , avrò  il  valor  di  40  braccia  ; c finalmente  moltipll- 
cando per  6 la  data , avrò  il  valor  di  6 braccia  ; i qua- 
li valori  raccolti  mi  danno  il  prezzo  di  braccia  246 . 

Se  anche  il  moltiplicatore  contenga  diverse  spe- 
cie, e si  cerchi,  per  esempio,  il  prezzo  di  42."^  §.pe* 
4po1-  à lire  18.  6.  8.  la  _ . . 

tesa,  moltiplico  le  li-  tese  Pie>  Po1-  J°3-  h x 4 

re  come  sopra  per  io  42-  5-  4 a 3.  1 ' t x 3 

ec. , e poiché  i piedi  6^  3.  1.  1 § X 5 

sono  \ della  tesa,  di-  13  — ' -«  5.  1 ^ x.4 

vido  le  lire  date  però,  — — — — 

e il  quoziente  per  12  , 733-  ” 

perchè  i pollici  sono  3®*  *3*  4 

-fz  del  piede  . Fat-  J5-  5-  ® | 

to  ciò , distribuisco  4 9 

il  moltiplicatore  come  Som.  t "86.  5. 

nell’  esempio  ; il  primo 

e secondo  prodotto  danno  il  valor  degl’  interi  : il  ter- 
zo e quarto  danno  i sesti  ed  i dodicesimi  di  un  se- 
sto ; onde  la  stimma  di  tutto  è il  prezzo  cercato  . 

Se  in  vece  di  moltiplicar  le  lire  moltiplicassi  le 
tese,  avrei  il  prodotto  in  tese  e non  già  in  lire  ( co- 
me- talvolta  può  bisognare  ) ; e questo  prodotto  sareb- 
be 786'-  ipl.  9pol  f,  V-ii  poco  diverso  da  qu«l  di  sopra 


esempio,  il  prezzo  di 

43-iefj  g.pe. 

tese  pie.  poi.  183. 

6.  8 x 4 

42.  5.  4 a 3 18. 

6.  8 x 2 

6'  T 

1.  i | x 5 

12  """ 

' 5*  LÌ  x.4 

6.  8 

36' 

13-  4 

i5- 

5-  6t 

1. 

0.  4 % 

^786.  5. 11  i . 
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nelle  frazioni;  per  altro  5'.  ir  ^ rispetto  alle  lire,  so* 
precisamente  lo  stesso  che  ip'-  9p<il  3 riguardo  alle  tese, 
cioè  if  • 

Osservate  i°.  che  il  rotto  di  specie  superiore  si 
riduce  all’  inferiori  col  moltiplicarlo  per  il  loro  nume- 
ro caratteristico;  così  per  aver  di  lira  in  soldi  e 
denari , si  dirà  : x 20  = 1 1 § soldi,  e poi  12  = 

8 denari;  onde  = 1 1-  8:  a°.  che  alì  opposto 

le  specie  inferiori  si  riducono  alla  superiore  col  divi- 
derle per  il  loro  numero  caratteristico  ; così ^2. 3. 4.  = 
fl-3  ^•-  = 2-3f--  = a-3^I=a|,  Ecco  altri  e- 
eeinpj  • 

0 I.  Una  libbra  di  tabacco  costa  lire  3.  4.  — ; quanto  co- 
steranno 19  libbre  e 13  once?  ( presa  la  libbra  Francese  ). 
Jtisp.  lir.  63.  8.  — . II.  La  teia  di  un  muro,  di  cui  son  da- 
te la  grossezza  e l’altezza,  costa  lire  37.  io.  — : che  coste- 
ranno 9'.  5P1.  IIP°  di  questo  muro?  Risp.  lir.  374.  9.  7.  III. 
Dee  pagarsi  un  cerchio  diviso  in  gradi,  minuti  e secondi  a 
ragione  di  lire  7.  8.  — per  grado:  1’  artefice  ha  già  divisi 
358°  48'  12":  di  qual  somma  sarà  egli  creditore  al  presen- 
te? Risp.  di  lir.  1915.  2.  io  . 

102.  In  vece  del  metodo  già  spiegato  (101),  si  può  tra- 
sformare il  moltiplicando  e il  moltiplicatore  in  parti  dell’  ul- 
tima specie,  e moltiplicare  insieme  i rotti  che  ne  risultano, 
e che  poi  si  riducono . Così  nell’  esempio  di  sopra , le  42,eSe 
f P‘  4P°1  ( che  sono  42  -4-  £ *4-  di  tesa  ) si  ridurranno  a 

di  tesa,  e le  lire  18.  6.  8.  ( che  sono  18  «+ 
di  lira  ) a moltiplicati  questi  due  rotti f si  avranno 
— 286  -/7- , cioè  lire  786.  5. 1 1 £ , o tese  78 6. 1 pie. ppol  -| 
come  sopra  . 

103.  Quanto  alla  divisione,  voglia  verificarsi  il 
primo  esempio  di  sópra,  cioè  si  debban  dividere  lire 
2669.  ,14.  6 per  246.  Divido  le  lire,  ed  ho  il  quo- 
ziente 6 col  resto  193  che  riduco  a soldi , moltipli- 
candolo per  20,  ed  aggiungendo  al  prodotto  i soldi 
risila  quantità  proposta . Proseguo  al  solito  la  divisio- 
ne ed  ho  15  di  quoziente  col  resto  184  che  moltipli- 
co per  12,  e coll'aggiunta  de’  6*  ho  per  prodotto  22 1 4 

e per 
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per  24 6 - 'r  1660. 
^ *93 
S8:4 


14.  6 

X23 


I4T4 

1 84  x 12 


X 33  )( 

e per  quoziente  9 senza 
resto,  come  doveva  esse- 
re. Se  l’avanzo  moltipll- 
cato per  il  numero  re- 
spettivo , fosse  più  piccolo 
del  divisore  , passerei  a 
moltiplicarlo  per  il  nu- 
Miero  caratteristico  della 
specie  seguente,  scriven- 
do zero  al  quoziente  : co- 
sì dividendo  lire  526. 

-•  5 Per  35  » ho  lire  15.  -.  £. 

Quando  il  divisore  contiene  aneli’  esso  diverse  spe- 
cie, ecco  la  regola  . Si  vuol  dividere  ^ £86.  5.  n — 

per  42tefe.  5*“'.  4P01  in  riprova  del  ealcoio  del  secon- 
do esempio  (101). 

tesepie.pol.  | 18. 


221 4 

00 


6.  8 


43-  5-  4 ^86. 

' 5Ó613. 


42  x6 

_25£XT3 

3088 


5- 

6. 


II  yX 


Riduco  il  divisore 
alla  specie  ultima, 
come  qui  le  tese 
a pollici;  cioè  mol- 
tiplico 42x6,  ag- 
giungendo al  pro- 
dotto ( che  son  le 
tese  ridotte  in  pie- 
di ) i 5 piedi  del 
divisore,  ed  ho  253; 
moltiplico  25£  x 12, 
e al  prodotto  ( che 
son  le  tese  c i piedi  ridotti  in  pollici  ) aggiungo  4 

ed  ho  3088  pollici  o sia  di  tesa  . Dipoi  moltipli- 
co per  £2  le  lire  £86.  5.  11  — . ( E’  chiaro  in  fatti 

che  per  dividere  questa  quantità  per  un  rotto  , dee 
cominciarsi  dal  moltiplicarla  per  il  suo  denominatore 
(64)  ) . Finalmente  divido  il  prodotto  , che  è 56613.  6.  8 

E 


35733 
1 029  x 20 

20586 
2058  X 12 

34704 

00 
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per  3088  come  nell  esempio , e troro  il  quozierite 
18.  6.  8. 

Dovendo  divider  ^ ?8 6.  5.  it  ~ per  ^ 18.  6.  8 

prezzo  della  tesa , per  avere  il  quoziente  in  tese , ri- 
duco le  specie  inferiori  alla  superiore  , ed  ho  ^ 18. 

«■  8=  18  j=f.  £ :8«.  5.  11  i=:8(5 onderò 
|p^  = * 3S*-|:  55  = tes.  42.  5.  4. 

104.  Per  ridurre  on  numero  ni  di  monete  d’una  specie, 
ad  un  numero  m di  monete  d’ un’altra,  e reciprocamente, 
osservo  che  una  moneta  d’ ambedue  le  specie  essendo  un  nu- 
mero q',q  di  monete  omogenee  di  specie  infima  come  di 
Quattrini,  dovrà  aversi  qm  — qm',  formula  della  riduzione 
quando  son  dati  q,q' , ed  m o m' . Cosi  se  m sieno  Lire  To- 
scana ed  m sieno  i°.  Paoli,  ho  qzzóo,  q'~  40  e 6om  zz 
4 qwi'  o 3«j  — 2m'  ; 2°.  Papctti , ho  q'  — 76  e 6om  — 7 <5 m'  o 1 5 m — 
19«';  3°.  Pezze,  ho  g'  = 345  e 6oru  =z 345/n'  o 4«*=23m'ec. 

Queste  son  le  regole  principali  dell’  Aritmetica  . 
Per  insegnare  in  un  modo  più  generale  la  Formazion 
delle  Potenze,  l'  Estrazion  della  Radici,  la  Regola  del 
Tre  cc. , premetteremo  1 principi  del  Calcolo  Algebrico . 
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ELEMENTI  D'  ALGEBRA 

» 

li  algebra  è una  specie  d’  Aritmetica  universale  , 
i cui  principali  vantaggi  sono  i°.  di  far  vedere  in  irti 
modo  generale  ciò  che  1’  Aritmetica  dimostra  per  ca- 
si particolari  : 2°.  di  condur  prontamente  a risultati 
che  rare  volte  l’ Aritmetica  ottiene  senza  lunghe1  ed 
incerte  operazioni  ; 30.  di  esprimere  con  singoiar  laco- 
nismo questi  stessi  risultati  che  f Aritmetica  esprime 
con  molte  parole:  4". 'di  risolvere  un’  infinità  di  Pro- 
blemi che  r Aritmetica  non  potrebbe:  50.  di  dare  all’ 
Aritmetica  stessa  in  operazioni  complicate  molti  meto- 
di che  diminuisco!!  la  fatica  . 


NOZIONI  PRELIMINARI. 

Ogni  Scienza  ha  il  suo  linguaggio;  1’  Algebra  lo 
ha  più  singolare  dell’  altre , e convien  cominciare  dal 
rendersi  familiari  le  sue  espressioni. 

105.  Tutte  le  cifre  hanno  un  valor  determinato: 
così  la  cifra  3 che  può  significare  egualmente  3 pol- 
lici , 3 tese , 3 leghe  ec. , non  può  significar  cento  o 
mille  ; onde  le  cifre  non  son  segni  sì  generali  da  rap- 
presentar tutte  le  quantità  possibili  ; perciò  si  pensò 
ad  altri  segni  il  cui  valor  non  fissato , potesse  variare 
ad  arbitrio.  Questi  segni  son  le  lettere  dell’  Alfabeto 
volgare  e greco,  le  (juali  di  più  hanno  talora  un  pic- 
colo apice  come  a' ,b"  che  si  legge  a prima,  b secon- 
da ec.  ; ciascun  le  conosce  e son  suscettibili  di  qua- 
lunque valore , che  dato  loro  in  principio  si  conserva 
poi  per  tutta  1’  operazione . 

106.  Si  chiama  dunque  Espressione  Algebrica  tut- 
to ciò  che  è notato  con  lettere  , e si  rappresentano 
ec©  certi  altri  segni  le  diverse  operazioni  che  posson 
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farsi  su  queste  espressioni  ; così  per  sommare  a , b , si 
scrive  a -+•  b (12);  per  sottrarre  c dad,  si  scrive  d-c 
(14);  per  esprimere  b maggiore  di  a,  si  scrive  b>  a, 
e per  esprimerlo  minore,  si  fa  b<p.a.  La  moltiplica- 
zione di  x per  y si  indica  con  x xy  o con  x . y (2 4), 
anzi  si  stima  fatta  quando  una  lettera  ò seguita  da  una 
o più  altre  senza  interruzione  di  segni:  così  xy  = xxy, 
abe  =^axbxc.  La  divisione  di  a per  b si  accenna  con 

■f-  o con  a:b  (33)  • 

io".  Si  chiama  Monomio  o Termina  ogni  quanti- 
tà. che  non  è unita  ad  altre  coi  segni  , - * Dalle 
lettere  del  monomio  risultano  le  sue  dimensioni  , ed 
ogni  lettera  forma  una  dimensione  : così  a è un  mo- 
“ nomio  d’ una  dimensione , mn  lo  ò di  due , bed  di  tre , 

— di  una,  „ di  niuua,  nel  qual  caso  il  monomio  si 

riduce  a semplice  numero  : tutto  ciò  si  intenderà  me- 
glio nella  Geometrìa . Si  chiama  Binomio , Trinomio  ec. 
la  riunione  di  due,  tre  cc.  termini;  e in  generale,  più 
termini  riuniti  diconsi  Polinomio , che  sarà  omogeneo 
se  tutti  i suoi  termini  abbiano  lo  stesso  numero  di 
dimensioni . 

108.  I termini  sono  o Positivi  o Negativi;  quel- 
li son  preceduti  dal  •+,  questi  dal  -,  con  che  si  indica 
che  gli  uni  sono  opposti  agli  altri  nel  loro  modo  di  esi- 
stere: così  se  un  credito  si  nota  col  *+,  un  debito  do- 
vrà notarsi  col  se  una  linea  che  da  un  punto  va  a 
destra  o all’ insù,  si  esprime  col  -+-,  un’  altra  che  dal 
punto  stesso  vada  a sinistra  o all’ ingiù,  dovrà  esprimer- 
si col  - . Or  poiché  un  credito  si  annulla  da  un  egual 
debito , lo  zero  sta  in  mezzo  tra  i termini  positivi  e i ne- 
gativi ; ed  un  termine  si  dirà  positivo  o negativo  se  sarà 
maggiore  o minor  di  zero  . Del  resto  quando,  il  primo 
termine  d' un  polinomio  non  ha  segno , si  ha  per  positivo . 

109.  Spesso  occorrono  i termini  stessi  in  un  polino- 
mio, come  a-!- u-f  a - b - b ■+  di  allora  si  scrivono  una 
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sola  volta,  regimilo  con  una  cifra  a sinistra  quante 
volte  debbon  ripetersi.  Qliindi  a-ba-4-n-b-b-b  d di- 
venta ga-ab-bd,  e la  cifra  3,2  che  precede  i termi- 
ni, si  chiama  Coefficiente;  se  ella  manchi,  il  coefficiente 
è 1 ; cosi  la  lettera  d ò un’  espression  compendiosa  di 
li iy  ed  fk  -pq  ==  1 fh-  1 pq  ec. 

110.  Una  quantità  moltiplicata  per  se  stessa  o si 
scrive  due  , tre  ec.  volte  di  seguito  senza  segno  (106)  co- 
me aa , prodotto  di  a per  a , aaa  prodotto  di  aa  per  a 
ec. , o con  una  cifra  a destra  ed  in  alto  si  accenna  quan- 
te volte  ella  dovrebbe  scriversi  : così  a*  è un  compendio 
di  aa,  a3  =aaa,a4  = aaaa  ec.  Queste  cifre  in  alto  di- 
consi  Esponenti,  nè  bisogna  confonderle  coi  coefficien- 
ti ; i coefficienti  indioan  somma,  e gli  esponenti  molti- 
plicazione : così  3a  = a-b  uh- a-,  mentre  a3  = aaa,  e 
se  a = 5,  viene  3a=i5  ed  a3  =^125. 

1 1 1 . Se  1’  esponente  manchi , egli  è 1’  unità  : così 
bc  è lo  stesso  che  b'c1 , xxxyyz  = xìy'zr . Per  di- 
stinguer poi  f esponente  numerico  n dal  numero  n d’ a- 
pici  (105),  questo  si  scrive  (n)  : così  a"  esprime  a mol- 
tiplicata n-i  volte  per  se  stessa,  ma  a^  significa  a con 
gli  apici  n. 

112.  Si  riuniscono  allo  stesso  coefficiente  i soli  ter- 
mini simili  cioè  formati  con  le  stesse  lettere  ognuna  con 
imo  stesso  esponente  : così  a -+•  33  •+  4 a soli  termini  si- 
mili, poiché  la  stessa  a è presa  una,  tre,  quattro  vol- 
te ; posson  dunque  riunirsi  allo  stesso  coefficiente  e scri- 
vere 8u . 

113.  Se  -+  3a  fosse  - 3a,  la  stessa  quantità  a sa- 
rebbe sottratta  tre  volte , onde  da  a h-  4a  tolto  3a , re- 
sterebbe 2a  ; che  se  si  abbia  a -+•  3a  - 4a , i positivi  di- 
struggeranno i negativi.  Queste  Riduzioni  sou  frequen- 
tissime ; eccone  la  regola  : 

1 1 4.  Bisogna  ridurre  ad  un  sol  termine  o scancel- 
lare i termini  simili.  Si  scancellano  se  con  coefficienti 
eguali  hanno  segni  contrari*  così  2a -b  b - za  - b va  a o. 
Si  riducono  ad  un  sol  termine  se  hanno  lo  «tesso  o 0911- 
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trario  segao;  allora  la  somma  o la  differenza  dei  lor# 
coefficienti  è il  coefficiente  del  nuovo  termine  ; così  f1  - 

ux,  %r  -+  ap  - ir  - 15P  = 


115.  E’  uso  di  seguir  T alfabeto  nelle  lettere  di 
ciascun  termine  : così  si  scrive  piuttosto  abc  che  cba  , 
piuttosto  Y*  che  *Y  : ciò  contribuisce  a far  megli®  co- 
noscere i termini  simili. 


Somma  Algebrica. 

il 6-  Per  sommar  le  quantità,  algebriche  basta  scri- 
verle f une  dopo  1’  altre  coi  segni  che  hanno , e far- 
ne la  riduzione  se  ha  luogo:  così  la  somma  di  cdn,  401 
è cdn  ■+  4/n*  ; quella  di  xy-+zJ  r-u-t-z*  è xy-+u-f9 

« • CL  G v 

quella  di  am -i-jn-g,  3-2/71-30  è zeroj  e di  j , e 

a c 
~b  ~d  * 

Sottrazione  Algebrica . 

► » 

iiv.  Per  sottrarre  una  quantità  algebrica  da  un  al- 
tra, le  cangio  i segni  e la  scrivo  allato  all  altra,  latta 
la  riduzione  se  ha  luogo  : così  sottraggo  p da  r scriven- 
do r -p  ; sottraggo  m5  - u+  - g da  x}  z - u1 , scrivendo 

xìz-ut-mi  •+  o4  H-  g,  e per  sottrarre  ~ da  j scrivo 

a c 

* 

118.  Questa  mutazione  di  segni  nella  quantità,  da 
sottrarsi  è chiara  quando  si  muta  -+  in  - , poiché  per 
indicar  la  sottrazione  d’  una  quantità  positiva  p bisogna 
darle  la  forma  negativa  -p  (108)  : ma  non  par  sì  chia- 
vo che  per  sottrarre  una  quantità  negativa -p,  bisogni 
scriver  -+  p • 

119.  Rammentiamoci  però  che  la  quantità  sottrat- 
ti dee  col  resto  della  sottrazione  render  la  quantità  da 


* 
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cui  sì  .sottrasse  (19):  or  questa  non  si  riavrebbe  senza 
mutare  i segni  alla  quantità  da  sottrarsi  -,  per  esempio , 
se  - g fu  sottratto  da  c,  il  resto  sarà  c-+g,  perchè  som- 
mando c -+  g con  - g , toma  c . 

120.  Si  osservi  che  per  indicar  la  differenza  posi- 
tiva di  due  quantità  a,b , qualunque  di  esse  sia  la  mag- 
giore , si  adopra  il  particolar  segno  00  e si  scrive  aznb, 
il  che' vuol  dite  nel  tempo  stesso  a-fc  se  aZ>b , e b-a 
se  a <C  b • 


Moltiplicazione  Algebrica . 


Ogni  termine  algebrico  è composto  di  quattro  par- 
ti : del  Segno  che  lo  precede , del  Coefficiente  a cui  è 
unito,  delle  Lettere  che  contiene,  e degli  Esponenti 
di  esse . Ora  la  moltiplicazione  di  due  termini  algebri- 
ci esige  delle  regole  per  tutte  queste  parti. 

12 1.  Regola  per  i Segni.  I fattori  con  segni  si- 
mili danno  il  prodotto  col  -+ , con  segni  diversi  lo  dan- 
no col  - : così  axb  — ab,  -ax-b  — ab,  ax-b  = --  ab  » 
- axb  = - ab.  Infatti  moltiplicar  per  esempio -4x6, 
significa  sommar  sei  volte  il  numero  — 4 , ciò  che  dà  - 
24  (1 16);  e moltiplicar  - 5 x - 6 significa  negare  o sot- 
trar  sei  volte  da  zero  il  numero  - 5 , ciò  che  dà  -+•  30 
(117).  E’  però  assurdo  il  dire  che  -+x-t-  dà  -+,  che  -+• 
x - dà  - ec.,  perchè  si  moltiplicano  le  quantità  , non 
i segni  : ma  l’ uso  autorizza  tali  locuzioni . 

La  regola  dei  segni,  supposto  -t-x-4-n-t-,  sì  dimos»r» 
anche  così.  Voglia  moltiplicarsi  ( a — b){c — d)  ; pongo  a — 
l)  vzm,c  — d—nr  e moltiplicate  le  due  equazioni  a—m-t-b, 
c — n-\-d,  verrà  ac  ~ mn  •+bn-\-  dm-*rbd  z^.mn-+  bn—h  d-n~{~ 
. bd -4-  l>d  — bd  — (b  -4 -m)dr+  (d mn  — bd—ad  -+bc 
mn  — ]>d  ; dunque  mn  — (a  — £>  ) ( c — d)  — ac  — ad  — bc  - 1* 
bd,  come  prescrive  la  regola. 

122.  Regola  per  i Coefficienti.  I coefficienti  si  mol- 
tiplicano insieme  come  nell ’ Aritmetica , c il  loro  prodot- 
to è il  coefficiente  del  prodotto  algebrico:  così  31XX9&  •— 


2~ab 


1 4 1 

JCXJP  = 


1 


c± 

4 ' ■„ 


••  1 
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• * 123.  Bagola  per  le  Lettere.  le  lettere,  come  si  # 
detto  (106),  intendonsi  moltiplicate  quando  .sono  scrit- 
te di  seguito  senza  segno  intermedio:  così  I2xx$y  = 
60  xy’,  6oxyx$  az  = 180  axyz.  , . 

134.  Regola  per  gli  Esponenti . Quando  una  lettera 
«011  esponente  dee  moltiplicarsi  per  la  lettera  stessa  pur 
con  esponente , bisogna  scriverla  con  un  esponente  egua- 
le alla  somma  dei  due  primitivi:  così  8a*  f>?  x 4 a 5 b = 
£2a7 t4.  Questa  redola  viene  dalla  passata;  poiché  8a*63x 
40.*  b —8  a a b b b x 4 a a a a a h = 33  a a a a a a a b b b b = 
32  a7  b 4 (1  io)  . Ciò  supposto 

135-  La  moltiplicazione  dei  polinomi  si  fa  molti- 
plicando ciascun  termine  d’  un  fattore  per  ciascun  ter- 
mine dell’altro,  e in  line  si  riduce  se  occorra.  Debba 
moltiplicarsi  a -e  3 c-d  per  2 a - d ; moltiplico  primiera- 
mente a j>er  aa  ( il  prodotto  è sa*  ) ; quindi  -f-  jc  per 
G.r , ( -+•  6ac  ) ; poi 

— d per  su , ( - sad  ) . a -+•  3?  - d 

Pa  sso  al  secondo  ter-  na-d 


mine  del  moltiplica- 
tore , e moltiplico  a 
per  - d , ( - ad)  ; poi  -Somma 


2a*-+-6tic-3«d 

-ad-  $dc  -+  dz 


» ' / ; kw/iliuu  2 ✓ 1 t t ìi 

•+  3C  per  - d,  ( - ridotUl  -+  Oac  - 30^  - ■+  d 

ged  );  infine  - d per  - 

d,(-rd*.).  Sommo  tutti  questi  prodotti  e fatta  la.  ri- 
duzione , ho  per  prodotto  totale  sa*  *+  6ac-  $ad-  $cd-t* 
d*.  Ecco  degli  altri  esempj 
«4,r  a*-H2aC|-&c 

a - x - a-b 


wt*-4 -ax 
— ax-x* 


a5  -t-2a*  c-abc 
■ -a*  b - 2.abc b* c 


a*  -x*  a*  - a*  b -+ 2.a*  c - $abc -r  bl  c 

12 6.  I rotti  algebrici  si  moltiplicano  coinè  i nu inc- 


,  * 

li  11.3? 

c ro-+« 

nei  : cosi  — x 

~ <1,1 

. . -7  x — — 

. > 

a 

d p-r  q 

a-i-b  0.  — b 

a1—  6l 

■* 

I—  *X  IH-.V 

I—*1  ' 

ero  -4-  cn 

dp  -4-  d<i  "**’** 


iar- 
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127.  Talvolta  la  moltiplicazione  s’ indica  solamen- 
te , e si  cuoprono  i fattori  con  nna  linea  o si  chitulon  tra 
parentesi:  così  il  prodotto  di  « -+  ^d-d'’  per  Z>*-6d*  si 

scrive  a gd  -d%  k />*  - 6d*  ovvero  ( a -+  $d  - d'~  ) ( b x - 
6d*  ) . Quando  i fattori  son  molti , come  (.sr-b  a )(*•-*■ 
b)(x-+c)(x-t-d),  ed  occorra  effettuar  1’  operazio- 
ne , moltiplico  i primi  due  , poi  il  lor  prodotto  per  il 
terzo , e così  di  seguito . 

Divi  sione  Algebrica . 

128.  Anclie  nella  divisione  si  osservano  alcu ile  re- 
gole per  i Segni , per  i Coefficienti , per  le  Lettere  e 
per  gli  Esponenti . 

Regola  per  i Segni  - Si  è dimostrato  (121  ) che  - 

4x6  = -24;  dunque  (32)  -f—  = 6,  e = - 4, 

cioè  anche  nella  divisione  le  quantità  con  segni  simili 
fanno  il  quoziente  col  e con  segni  diversi  lo  dan- 
no col  - . 

Regola  per  i Coefficienti . I Coefficienti  si  divido- 
no come  nell'  Aritmetica  scrivendone  il  quoziente  esatto 
se  son  divisibili  senza  resto,  o formandone  un  rotto. 

Regola  per  le  Lettere . Poiché  axb  = ab  ( 121  ) , 

sarà  (32)  — a ovvero  — = b , cioè  dalle  Lettere  del 

dividendo  si  scancellali  quelle  del  divisore , e ciò  che  resta 
è il  quoziente  ; così  se  si  chieda  quante  volte  m entri  in 
mpr?  si  risponderà  che  vi  entra  pr  volte,  poiché  scan- 
cellando m da  mpr , resta  pr  per  quoziente . Non  tro- 
vandosi nel  dividendo  le  lettere  stesse  del  divisore , se' 
ne  forma  un  rotto  come  nei  numeri  . 

Regola  per  gli  Esponenti  - Quando  una  lettera  con 
esponente  dee  dividersi  per  la  stessa  lettera  pur  con  c- 
sponente , bisogna  Scriverla  nel  quoziente  con  un  espo- 
nente eguale  alla  di  fferenza  dei  due  primitivi  : così  divi- 
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dendo  b1  per  al 1 , il  quoziente  sarà  6a+  '3*  1 •-= 

<5a33.  Questa  regola  vien  dalla  passata;  poiché  se  dal 
dividendo  Caaaabbb  si  scancelli  il  divisore  abb  , resta 
il  quoziente  stesso  6aìb. 

129.  Or  per  dividere  4n:c5de5  per -a.bd,eìJ',  io  di- 
co : -+  4 diviso  per  - 2 = - 2 : passo  alle  lettere , e scan- 
cello nel  dividendo  quelle  del  divisore  foraiando  un  rot- 

to  dell'  altre  : quindi  il  quoziente  cercato  è - Gosi 

— 4 hd  3 a*3  S'Jb  12  abd 

tbd  . * ' «ai;  jc  3a 


3 abG 

3 ; 1 


Aa'b'd 

- 4ca  ....  - — ^ = a b ec. 

130.  Queste  regole  si  applicano  ai  rotti  de’  poli- 
nomi se  una  stessa  quantità  è in  tutti  i termini  del  di- 

ubx  I — ‘Zb 

tolta 


ax- 


videndo  e del  divisore:  cosi  , j 

ax  -+■  ax 


1 -f  x 


ax  a tutti  i termini  e messo  1 in  suo  luogo  ove  è so- 


la (109).  Del  pari  — 

4ai*1-4-  Sa^b^x  4X  H-  3ai* 
a*x  — azbx  1 — b 


a -fi1’ 


1 3 1 . I polmoni)  si  dividono  come  nell’ Aritmetica  , 
e per  minor  fatica  si  ordinano  i termini , onde  il  pri- 
mo abbia  una  lettera  ( comune  al  dividendo  e al  di- 
visore ) col  massimo  esponente  ; il  secondo  .abbia  la 
lettera  stessa  coll’esponente  prossimamente  minore  ec. 
Ecco  un  dividendo  e un  divisore  ordinati  per  a : 

«l-t-  2,ab-+l * <i4-t-4.t?3H-6a13IH-4a35  -+34. 

Potevano  anche  ordinarsi  per  b : si  preferisce  pe- 
rò la  lettera  che  non  ha  lo  stesso  esponente  in  piu 
termini  ; per  esempio  , si  è preferita  x b t c nella 
divisione  seguente 
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I ~ 3* 3 -+cx 

-^bzx'~\-b*cx  9 b'xs  ex*  - zb'cx'  -4-  b'c'x* 

- 9fc\v*H-  3 b'cx*-+-3btcx1  -fcV** 

© O o o 


dico  dunque  : 3.vJ>  fche  pongo  a]  quozien_ 

te.  moltiplico  per  esso  il  divisore  e sottraggo  il  pro- 
dotto 9 b x — 36  or4  dui  dividendo  . Continuo  e di- 
. — 3^2r*J 

co  ' — -+cx,  quoziente;  per  lui  moltiplico  il 

divisore,  c sottratto  il  prodotto  - sb'cx*  -4- b'c*x* , nul- 
la resta;  dunque  il  quoziente  è ~ ■+ ex . Moltipli- 

candolo per  il  divisero , trovo  il  dividendo  ; dunque 
1'  operazione  è buona  . , 


J32-  Serviranno  d esercizio  espressioni  simili  a 

- a3-+wi3  , . 

questa  ---  che  fan-  | a’ ..  am  ^ 

no  nascere  deinnovi 

termini  nel  dividen-  _a3  _ a*irt 

do  , mentre  si  prose-  , ■ — ■ — — 

gue  la  divisione.  Il  1 ■®-est0  ° 

quoziente  c qui  a*  - -+a~m  -4-  am' 

am ■+ m* . Dividendo  2°. Resto  -+mì  ~o  -4-a/ri1 
1 — per  1 ■«*’  » il  — z/23  _ am3 

quoziente  è 1-4-  x -i-  

X*  •+ X}  -r  x* -b  xs  ■+  0 * 0 


x *4*  X7  «+  X%  -+  .V9  -4-  X 1 -4*.  X ' 1 . Così  — - — =z=  I -4.  x -t* 

I — * 

* • * J t 

xr  -4-  x}  -+  ec.  all’  infinito  ; ed  — 4 — r - x1  -+  x*  - 

I “4“  A? 

x6  -4-  a:8  -,ec.  -+  ec.  in  infinito . 

133.  La  divisione  dei  rotti  algebrici  per  interi  o 
per  altri  rotti , o d’  un  intero  per  un  rotto , non  ha 

difficoltà  (67)  : così  si  divide  — per  — scrivendo  — : si 

n t nì  *-  ► 
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divide  — per  ±m  scrivendo  — — = ; si  divide  jP 

c l “ £.4 Hi  40H2 

per  — scrivendo  — . 
y <2  . 

134.  Questi  rotti  si  riducono  poi  all  espression 

più  semplice  con  ordinarne  i termini  (131),  e o ri- 
solverli nei  loro  fattori  (125)  o cercarne  il  cornuti  di- 
visore (56)  : così  poiché  x 1 -+px  — x (x-+p),e  bmx  -+■ 

pxH-x*  *(*-+/>)  x 

Ime  = = 4^^=  j-  i 

parimente  giacché  divìdendo  a1  -x*  per  a -t-  x si  tro- 
va un  quoziente  esatto,  sarà  a-+-.v  il  massimo  comun 

divisor  di  -4— iì-  — — 1 — Ma  non  éempre  si  conoscon 

a" — x a — x 

sì  presto  i fattori  delle  quantità  algebriche,  nò  sem- 
pre è loro  applicabile  il  nudo  metodo  del  cornuti  di- 
visore . 

135.  Jn  venerale  (3 1 5)  per  avere  i fattori  delle  quanti- 
tà x* — z4  ed  x5  — 11  t°.  pongo  x4 — ss4  — o,  onde  x4=' 

z4  ed  xi—±z*z  dunque  i fattori  di  x4  — z4 sono  x2 -+ a2  ed 
x*  — z2  — ( X ) ( X — z ) : 2°.  pongo  xs  — »2  x3  = o -,  cioè 

nducendo,  x2  • — z1  zzo  zz  ( x -f  z)  (x — z).  Dal  che  si  ha 

x4 — z4  (x*-+z*)(x-4-z)(x — a) x2  -+•  z2 

xs  — z2  x 3 x3  ( x -4-  z ) ( x — z ) x3 

. . ,,  12  x*  — ISxyH-Sv1  I2x  — gy 

so  metodo  darà  — T~% *• 

óx3 — 6x  y-+2xy* — ,zyì  6x  -+-  2y 

136.  Parimente  per  aver  (56)  il  massimo  comun  diviso* 
re  , avverto  che  delle  due  quantità  proposte  posso  dividere 
o moltiplicar  1’  una  per  qualunque  quantità  che  non  abbia 
alcun  divisor  comune  coll’altra:  ciò  non  altera  il  divisor  cer- 
cato , che  per  ipotesi  deve  esser  comune  ad  ambedue . Ri* 

— . ..  • (A)  • I2X* — l5«V-4*3>*  , - a , 

piglio  il  rotto  . _ — — 7-r ; ; ed  osservo  I . che 

(BjOx3  — Ox^-t- axy*  — 2jr 

A può  dividersi  per  3 ma  non  B , e B per  2 ma  non  A ; 

. (C)  4x* — $*y-+'y*  o e 

divido  dunque,  e viene  , ' rs — - ;:2  .che 

(D)  3x3  — 3x2j/  -+  xyz  —y* 

per  poter  dividèré  D per  C giusta  il  metodo  (5 6 ),  bisogne- 
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rebbe  moltiplicar  D per  4 , e ciò  può  farsi  giacché  4 non 
alcun  divisor  comune  con  C ; moltiplico  dunque  , e pai  di- 
videndo D per  C,  resta  (E)  19*51*  — ipjy*  : 30.  che  E può  di- 
vidersi per  iqy*  ma  non  C;  divido  dunque,  ed  E diventa 
(F)  * — y per  cui  dividendo  C,  nulla  avanza;  dunque  F è 

il  massuno  comun  divisore  di  A,B  da  cui  si  ha  — , 

6*  -4--2v 


Potenze  e Radici. 

V.  t 

137.  Se  una  quantità  a si  moltiplichi  per  se  stes- 
sa un  numero  qualunque  n di  volte  ( e questo  nume- 
ro n di  volte  può  essere  intero  o rotto , positivo  o ne- 
gativo ),  il  prodotto  si  dice  Potenza  di  a,  ed  a si 
chiama  Radice  di  questa  potenza . Ma  si  nòti  che  mol- 
tiplicar più  n volte  una  quantità  a per  se  stessa  , si- 
gnifica moltiplicar  realmente  a in  a x a . . . x a : laddove 
moltiplicar  meno  n volte  la  quantità  a.  per  se  stessa  vuol 
dir  dividere  a per  axa.  .xa,  tale  essendo  1’  effetto 
del  meno  che  indica  sempre  nelle  quantità  un’opposta 
■maniera  d’esistere  (108)  e perciò  un’operazione  con- 
traria a quella  che  si  farebbe  col  più  • 

138.  Quindi  se  a si  moltiplichi  una  volta  per  se 

stessa,  avremo  a X a ==  , potenza  seconda  di  a:  se  due 

volte  , se  tre  ec. , verrà  a . a . a = aJ , a.  a.  a -a  — a* 
ec- , potenze  terza , quarta  ec-  di  a : ed  a sarà  la  radice 
secónda  di  a1 , la  terza  di  a* , la  quarta  di  a4  ec-  Sic- 
ché una  quantità  si  alza  ad  una  data  potenza  col  mol- 
tiplicarla per  se  stessa  tante  volte  meno  tuia , quante  sa- 
no unità . nell'  esponente  della  potenza  : così  9 , -ì , 5 b si 

4 

alzano  alla  2*  moltiplicandoli  per  se  stessi  ma  volta , 
il  che  di  9.9=s9-=.8i,f  -f  = (f  = 

51.50  = 5*1*  ==  25 1*  ; e in  generale  « sì  alza  alfa 


( 
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potenza  m moltiplicandola  ni  - \ volte  per  se  stcs- 

v J • m— i m 

sa , d onde  viene  a. a — a (no). 

tri  ‘ 1 

139.  Dunque  1°.  se  m=z o,  sarà  a = a0,m  - 1 = 
— 1 , ed  a si  alza  alla  potenza  zero  moltiplicandola 
meno  una  volta  per  se  stessa , cioè  dividendola  per  a 


(13*;):  onde  a0  = = 1 . Perciò  la  quantità  alzata 

alla  potenza  zero  eguaglia  V unità  ; così  ( cd  )°  = 

(7)  = (3=t h )°  = °°  *= 1 ' 

140.  Dunque  2”.  se  m = 1 , sarà  a™  = a , m - 1 = 
o , ed  a si  alza  alla,  prima  potenza  col  moltiplicarla 
zero  volte  per  se  stessa , cioè  lasciandola  qual’  è , poi- 
ché a.a°  =a  (139)-  La  prima  potenza  a di  a dicesi 
anche  potenza  lineare  , la  seconda  u*  si  chiama  anche 
Quadrato,  e la  sua  radice  a dicesi  Radice  Quadra  ; la 
terza  aJ  si  chiama  Cubo,  e la  sua  radice  u.  Radice 
Cuba ; nomi  che  vengono  dalla  Geometrìa. 

141.  Dunque  .3°.  se  m = - 1 » = - 2 ec.  > sarà 

« = a , — a ec. , m - 1 = - 2 , = — 3 ec. , ed  a 

. sinici  sima  , ...... 

si  alza  alla  potenza  - 1 \ - 2 ec-  col  moltipli- 

carla menò  dii<£,  tre  ec.  volte  per  se  stessa,  cioè  divi- 
dendola per  a* , a 5 èc<  ; onde  a~ 1 = ^ ~ , a~*  = 

^-=-iec.  Onde  una  quantità  con  esponente  negativo 

equivale  all ’ unità  divisa  per  la  quantità  stessa  col  suo . 
stesso  esponente  ma  positivo.  Mutati  dunque  i segni 
agli  esponenti , posson  portarsi  i var j fattori  d’  un  rot- 
to dal  denominatore  nel  numeratore  e reciprocamente , 

* T “S 

salvo  il  valor  del  rotto:  così  -pigi  = rsf~*8~i  ^ 
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142.  Dunque  4 . se  m = — , sara  a = a , tji  - 

'I  I — r , „ /I  \sima 

i = — - i — — — , ed  a si  alza  alla  potenza 

I — r £ 

«ol  moltiplicarla  per  se  stessa volte,  onde  ar  = 

2 — £ a 

a.  a r : se  r = 2 , sarà  a ~ a.  a tt  = — . Del  re- 

aa 

sto  la  potenza  ^.L)iZOTa  chiaramente  significa  un  estra- 

zion  di  radice;  poiché  come  moltiplicando  per  r l’e- 
sponente 1 di  a,  viene  a e si  alza  a alla  potenza 


sima 


r , così  dividendolo  per  r , viene  a e si  deprime  a 


sima 


alla  radice  r 

143.  Di  qui  le  regole  per  calcolar  le  potenze  di 
quantità  che  hanno  la  stessa  lettera . Il  calcolo  co- 
mincia dalla  moltiplicazione  ; la  somma  e la  sottrazio- 
ne si  fanno  al  solito.  I.  Esse  si  moltiplicano  col  dar 
per  esponente  alla  lettera  comune  la  somma  degli  e- 

sponenti  (124);  così  &}.&y  = h3~^  = Z>8, — 

5 = 5 = — . IL  Si  dividono  col  dar  per  espo- 

nente  alla  lettera  comune  la  differenza  tra  gii  espo- 
nenti del  dividendo  e del  divisore  (128)  : così  cs  :cz  == 

1 1 

_r  — .lo,. 

C 


c — 2 "7  ì JL  I. .1  i 2 1 — « 

= c ;pa:p^=p»  3=p*;  4:4  =4 


4 " = — . III.  Si  alzano  alla  -data  potenza  , moltipìi- 
eando  il  loro  esponente  per  il  dato  (138);  così  c*  alla 
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. v . 2-3  o m , sima  . mn  T,r 

31  diviene  c = c ; a all  n diviene  a . IV. 

Se  ne  estrae  una  data  radice , dividendo  il  loro  espo- 
nente per  il  dato  (142):  la  radice  3*  di  cs  è c^=c*,  V 


si  ma 


mn 


m 


n 


di  a è a " = a 
144.  Questa  estrazion  di  radici  si  accenna  col  se- 
gno radicale  V:  se  egli  non  ha  indice,  come  Vb,  e- 
sprime  la  radice  seconda  o quadra  di  b : ma  con  gl’ 

3 4 * 

ìndici  3,4  ...n,  come  VayVb' , Ve*,  esprime  la  ra- 


sima 


dice  terza  di  a , la  quarta  di  6' , e 1’  n di  c~  . 

* « n 771 

o m Tl  m ' — 

Quindi  Va1  — a2  , e in  generale  Va  — an  , 

145.  I radicali  son  tutti  compresi  nella  formula 


Vpmm+n  supposto  m > 1 : e potendo  essi  ridursi  a quan- 
tità. d’esponente  rotto  (144),  sono  o proprj  o appa- 
renti o impropri , come  il  rotto  che  gli  determina . Se 

m — n 

777.  v 

n < o , il  radicale  V pm  n=  p m è proprio  come  il 
rotto  ~~~~ì  in  tal  cas0  si  chiama  quantità  sorda , ir- 


razionale , incommensurabile  e anche  potenza  rotta  o 

m m 

imperfetta.  Se  n — o,  il  radicale  Vpm  = pOT=p  è ap- 
parente , come  il  rotto  — , e signilìca  la  quantità  ra- 

m ^rt_n 

zionale  p.  Se  n>o,  il  radicale  Vpm~i'n  —p  m = 
n 

— t . w-fn 

p -pm  e improprio  come  il  rotto  , e si  riduce  a 
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pVpn  cioè  a quantità  sorda  con  coefliciente  raziona- 
le • Che  se  p sia  negativo  ed  m un  numero  pari , il 
m 

radicale  V-pm~*'n  dicesi  immaginario  o impossibile, 
non  potendo  esservi  quantità  che  moltiplicata  un  nu- 
mero impari  di  volte  per  se  stessa , risulti  negativa 
(121).  Tutte  1’  altre  quantità  o razionali  o sorde  di- 
eonsi  reali  per  opposizione  all’  immaginarie  . 

14Ó.  Ora  i°.  i radicali  si  riducono  al  grado  stes- 
so , come  i rotti  allo  stesso  denominatore  ; così  giac- 

i n a 

li  *3  3 I 13 

ehè  aVb  = a.b  e cVn  —c  ..n  , come  —e—  diven- 


gon  -yc4-,  cosi  verrà  av't  = a.&6  =a  vV  e cvài*  = 
o Ò 

* 6 

c.n  = cv'rc4:  20.  i radicali  si  riducono  a minore  e- 
spressione  , come  i rotti  impropri  ad  interi  e rotti  -, 
ì 3 

così  3\/a3  = 3a  =3«  =3*1  Va,  e 2V2500  = .... 

« jl  4.  i T -4.  i i 

0 , 33  3 1 ^ 3 , „ .3 

-v4  • = 2 . 4 .5  =2.4  .5  =10(4.5)  — 

3 

lO\/2o:  30.  le  quantità  razionali  si  riducono  a radicali 
d’ un  dato  indice  ó esponente  , come  gl’  interi  si  ri- 
ducono a rotto  ; così  per  cangiare  ab'  in  radicale 

db 

* 14  14 

quadratico,  cubico  ec. , si  fa  ab1  = a b =\/alZ>4  = 

3.  £ „ 

aV  = vW  ec. 

147.  I radicali  ( ridotti  a minore  espressione  ( 146  ) se  si 
piò  ) si  sommano  c si  sottraggono  al  solito  (116.II"),  e 
se  hanno  1’  esponente  stesso  c la  stessa  quantità  sotto  il  se- 

rs 

• o 

gno  , si  riducon  pure  al  solito  ( 1 1 4)  : così  y"a  H- V 2 v/<2  — 

3 3 

3v/òz=3.i/rt—  2\/b-,  N/a  1a?b — ì/Sa'b*  ( — —ab'  ;< 

\'Zab  ) — (3>i3  — ab2)  ó/Za^  ' Si  molciplicaho  anche  c si  di- 
ve 
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vidono  o coi  soliti  se,gni  (24.33)  o effettivamente  dopo  a- 

I 

ve  rii  ridotti  al  grado  stesso  ( 1 46)  : così  y/3  • *Jl  — (3 -1  — 

/ n r I 2 £ <T 

/ V2I_  ,21  _ / 3.  5 3 5 '13'  T/ 

v2I  > — v,-»  — v Z»  V ^ . \/i  — a.  *0  — . b — •••• 

Vo  o 

6 2r  5»n 

I5  a/  o'  TJ  TT  l-/a'r 

y/asbs  —a  :b  * A/  _ . Infine  si  alzano  a potenza 

y/bm  ’ 

intera  o rotta  moltiplicandone  l’esponente  per  quello  della 

a • 3 ^ 

potenza  data:  così  (V"-)3  — 3 =z2~—y/2ì  ~%y/2\(y/aaX 

2 n 2x 


L*  )*  — a b “ a'bx  : e in  generale  sa  il  radicale  eia  da- 
ta potenza  hanno  lo  sterno  esponente , si  toglie  il  radicale: 
a i.  i.  i 8 * 7 a 1 

del  pari  y/  (y/b)  = b^  !i  -b*~^b-,  v/ò5)^7'3  3= 

7 2 

è7 

14S.  Anche  le  quantità  immaginarie  si  riducono,  si 
sommano  e si  sottraggono  al  solito.  Quanto  alla  loro  molti- 
plicazione, è chiaro  che  come  y/a.  y/a  ~ yj ax  — a , così 
•J  ( — I ).  \/(  — I ) — \/( — l)*  = — l ; onde  in  generale  y/  — ax 
a/  — a :=  — l)(v«-\/  — I ) — — I . y/ax  — — a; 

y/  — a . y/  — b — (y/a.y/  — i)(  y/b  .y/  — I ) — — I . y/ ab  zz  — 

y/ab . Dal  che  si  ha  ( y/  — 1 )2" zz±  1 e ( y/  — l 


(V  — I ) V — \—±y/  — r,  preso  il  segno  4 se  » è pari  : 
perciò  anche  (y/ — I )*—  ± y/  ± 1 ( 143 . IV  ),  presi  i segni  -4- , 
4 se  nr  i,m  ; i -4  , — se  n—  4222  -t- 1 -,  i — , -4-  se  n zz.  4/22  -4 
2 ; c i — , — se  n ~ 4222  -43 , essendo  222  un  intero . 

I49.  Si  noti  infine  |°.  che  supposto  a -4  by/±c  r:  A4 
B\/±c(A  , « , B , Z>  son  quantità  reali  e razionali  ) , sarà.  A ~ 
a , B — b : poiché  farto  22  ~ A ± ni , verrebbe  A ~±  222  -4  byj  -±  c — 
A -4  B y/±c , cd  222  ” ( B — b)  y/  ± c , cioè  il  razionale  egua- 
glierebbe il  sordo  e 1’  immaginario,  il  che  è assurdo  ; onde 
se  una  Quantità  di  razionali  e radicali  o reali  o immaginari 
sia  zero,  i razionali  da  se,  i radicali  reali  da  se,  e gV  im- 
maginar] da  se  saranno  zero  : 2°.  che  un  prodotto  o un  quo- 

ziente di  radicali  reali  può  divenir  razionale  ; così  dividen- 
v 222  222  222  222  222 

do  a ±b  per  y/a±.  y/b  , si  ha  ( y/ a -4  y/b)(  y/a11  1 — ... 

222  v ì m 

y/a1  'Jb-Jry/am  0 Z>*  — ...±  y/bm’~  1 ) rr  a -4  b , preso  -4 


/ 
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772 


m 


ae  m è impari;  e ( ^a  — y/b)(y/'am  2ò-p...-4. 


m 


+/bm  I)r=  a — b:  3°.  che  anche  un  prodotto  o quozien- 
te d’  immaginar)  può  divenir  reale  e razionale  , come 

a*J — I — u*J — r 

**K- ) ) + • 

/ eav'-i_e-<V— i 

J4  \ — ( — * — ) J = I : 4*.  che  un  imma- 


ginario a-hb\/ — l±c±g»y — r si  riduce  sempre  alla  for- 
ma A-+B^/ — 1 , facendo  a±c~  A > e ù ±g—  B ; onde  quan- 
tó  c vero  della  somma  e sottrazione , dee  pur  verificarsi  del- 
la moltiplicazione , divisione  ec. , che  son  combinazioni  di 
queste  due  operazioni  fondamentali  (il):  s,°.  che  perciò  an- 
che le  radici  immaginarie  deli’  equazioni  si  riducono  alla 
forma  A ± B^/  — I . 

150.  Volendo  ora  alzare  il  binomio  a =±  b alla 

sima  ... 

potenza  m , o basta  indicarla  e scrivo  al  solito 

(«=tt)  (i43-ntj,  o deve  effettuarsi  e pongo  ( a rfc 

h )(ar±b)  ( 13^ ) • Dunque  i°.  se  m — a,  ver- 

rà. ( a r±  b ) = ( a rfc  b ) ( a r±  b ) = a*  t±  2afc  •+  b*  ; on- 
de la  potenza  seconda  o il  quadrato  d'  un  binomio 
a db  b contiene  i quadrati  a1  , b1  dei  due  termini  e 
il  doppio  prodotto  r±  2ab  dell'  un  nell ' altro  . I segni 
son  tutti  positivi  se  i termini  del  binomio  hanno  il  segno 
stesso  ; se  lo  hanno  diverso , il  doppio  pfodotto  è negativo  : 
generalmente  ( per  dirle  una  volta  per  sempre  ) in  ogni 
potenza  son  negativi  quei  termini  ove  si  trovano  po- 
tenze impari  di  un  numero  impari  di  termini  negativi. 

i£i..  Osservazioni.  I.  Il  Quadrato  d’ un  polinomio 
qualunque  2Ò-3C-+  À-2m  risalta  dal  quadrato  di  cia- 
scun termine  e dai  doppi  prodotti  dei  termini  a 2 a 2 , 
ed  è i\.b*  — i2bc-+-gc~  -+  4 bd  — 6cd  •+  d1  — 8 bm  -4-  12. citi  - 
4d/n-4- 4?ua . II.  lì  quadrato  di  a^tb  non  perde  la  sua 
qualità  di  quadrato  unendogli  il  quadruplo  prodotto  di 
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ab  con  segno  contrario  -,  infatti  tanto  è quadrato  ( a 
b quanto  ( aztby  ^ 4 ab  = (a  3=  b)% . III.  Un  qua- 
drato incompleto  x*  =fc  — si  compie  coll'  aggiungergli  il 

P 

quadrato  della  metà  del  coefficiente  totale  di  x : qui  il 
' b 1 ±b'- 

total  coefficiente  di  x èr±  — , la  sua  metà  ò — — , il 

b ♦ 

suo  quadrato  è ^ , e il  quadrato  completo  è x~  r± 
ò’x  J>  + 

~4*  — 1 • 

i»  4P'  ■> 

152.  In  generale  sieno  m,m  n cc.  i ternvini  ignoti 
della  radice  binomia,  trinomia  c c.  del  quadrato  da  compirsi  , 

b~x  . 

e si  debba  compire  x1  -±  — : fatta  jc±/«  la  sua  radice,  sa- 

JP 

rà  2 xm  — — — cd  m — — , onde  1*  intero  quadrato  è ( x db 
P 2 p 

j:  jyi  fa 

— )*,  come  sopra.  Debba  anche  compirsi  c ; posta 

T \ b affi 

m-’rn  la  sua  radice,  sarà  — — — e - — ~ c-, onde  m ~ 

x x x x 

b .ex  . , . / f b -+cx .. 

— n — — , e 1 intero  quadrato  { : — ! — ) 

Ot  2/  * . Ut  •' 

153.  Con  questo  metodo  può  anche  eliminarsi  un  duro 
termine  d’ un  quadrato,  salva  la  qualità  di  quadrato.  Ag- 
giungo ± »■  ( preso  il  segno  contrario  a quello  del  termine 

da  eliminarsi  ) alla  radice  di  sopra  e pongo  ... 

ti.fr  , , . . h'  , 

“ al  termine  che  dee  sparire,  come  : dunque  r — 

4 J 


-,  , bz  ( f li-t-cx  b*X\ 

;;><  > e '*  quadrato  senza  — sara 


Col 


lì-f*cr 

un  * * ; ; 4/*  " v * ' “af"  8/ 

metodo  stesso  si  avrà  un  quadrato  indeterminato  Q in  mo- 
do che  Qq:J  sia  quadrato;  poiché  eliminato  4:  d,  verrebbe 

* quindi  < I5l.il.)  Q = (^±-X-)\ 

154.  Dunque  20.  se  m = 3,  sarà  ( a =±  b)’  = 
( «r±  b ) (drfci)1  = a*  dt^a'b  -+  3 ai®  7+  £3  ; onde  la  terza 
potenza  0 il  cubo  d'  un  binomio  contiene!  cubi  de' suoi 
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due  termini , e i tripli  prodotti  dei  quadrai*  di  eia?* un 
termine  nell ’ altro . 

155.  Se  bisogni  compire  un  cubo  ^py,  posta  y ± m 

la  sua  radice,  sarà.  3y~m—py,m—¥-,  a il  cubo  compiei# 

ay 


( y 


*-)*. 

3> 


1 56.  Dunque  30. se m — 4 , verrà  (etrfc^)4  = ( u db 
Zi)  ( Jrfcfi  )5  — a*?±  4<i5fi  -+  (Ja*3*r+  4 aZ>}  -+Z>4:  se  m — 
5 , si  avrà  (itrfcf>)s=  us  rfc  ■+  ioa3Z>*  rt  ioa’P  -+• 
5aB+  r±  Z>*  ec.  Ma  ecco  la  formula  generale  che  trovò 
Newton  per  formar  le  potenze,  e che  si  chiama  per- 
ciò la  Formula  del  Binomio  di  Newton:  (ctzkb)  3= 

m — I m — 3 . 


m m 

a rfc  ma 


-l.  m — 1 >«— 2 

b-+m. a 


™—3  n 77J I 7»— 2 772—  3 

£ — f*  7Ì2  • — • • — CL 


b~~  =fc  m • ■ 
>71—4 


a e -t-  m . • • Z>4  ;±  ec-  , ove  la 

3 3.4  , 

legge  dei  termini  è nianifesta  , e 1 ultimo  di  essi  ò' 
1 - j2—  . _d_  . — ab  — b . Cosi  se 


7n . 


in- 


ni— 2 m — 1 

n O 


m 


3-  2.  I 


771 


= 3 , viene  a 3 rt  3a"'/>  -+■  — aò ' ( = ^ab ' ) t+ 


a°i}(  = ±r63  ):  qui  la  formula  finisce,  essendo  in  tut- 
ti i termini  seguenti  m - 3 = o;  e dalla  formazione 
stessa  delle  potenze,  cioè  dal  moltiplicare  a rt h per  se 
medesimo,  si  rileva,  che  se  m è numero  intero,  deb- 


bono esserlo  i coefficienti  m.™ — ~ , m-— — -•  ~~ ec.: 

a 2 3 

ma  se  m è nvmiero  rotto , i coefficienti  son  rotti , e 

la  formula  non  ha  mai  fine.  1; 

. , . aima 

157.  Ella  si  dimostra  osservando  che  la  potenza  m 

di  a± h è il  prodotto  d’ un  numero-m  di  fattori  eguali,  on- 
de se  sia  a±hzz o,  ella  avrà  le  proprietà  tutte  d’  un’egua- 

jsione  del  grado  m (31?) . Quindi  il  primo  termine  sarà  a'n 

(313);  il  secondo  sarà  &n  1 nella  somma  dqlle  radici  hP  5 

prese  m vòlte  con  segni  eontrarj  (31?),  cioè  s*fà±iM«m  1 
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6 prese  a 2 a 2 (31; 


e ben  si  vede  che  tutto  si  avvera  quando  pur  l’ esponente  77» 
fosse  irrazionale,  trascendente  ec.  (Io). 

158.  Risulta  dalla  formula  che  i termini  compe- 

• « SITIMI  « • v n • 

tenti  ad  una  potenza  m sono  m ■+  I , giacche  gli 
esponenti  di  a,b  vanno  da  o fino  ad  tri:  2°.  che  si  ha 
il  coefficiente  d’  un  termine  col  moltiplicar  quello  del 
termine  che  precede  per  1’  esponente  ivi  dato  ad  a, 
e col  dividere  il  prodotto  per  il  numero  dei  termini 
precedenti  : così  se  m — 1 , il  primo  termine  di  ( a -+• 

l)1.  sarà  am=a7;  il  secondo  ma'1^1 b = — a.6b  = ... 

1 


il  terzo  m . 


m—l  «—3., 

a b 


— 21 PP  ; 


■1  _ m — I m — 2 771 3 TX  21.  < in  _ ir, 

il  quarto  m . — ti  = - — 2 PP=  35a4iJ, 

12  o 3 

simo 

dopo  il  qual  coefficiente , che  è fi  — e perciò  u- 


ho  dei  due  medj  o massimi  della  potenza  ( se  ella 

^ Hmo 

fosse  pari , il  massimo  sarebbe  il  solo  — — ) tor- 

nano con  ordine  invèrso  i coefficienti  dei  termini  già 
trovati  i e sono  -f  35a5£4-‘i2ia1M  -+■  -+ fc7  ; perciò 

riunendo  à 2 a 2 i termini  dello  stesso  coefficiente,  pri- 
mo ed  ultimo,  secondo  e penultimo  ec. , come  si  fa 
talora  per  comodo , viene  ( a -4-  b )7—  a7  •+  P -+  7 ab  ( as-b 
P ) H-  2 ia'-P  ( a5  -4-  P ) -r  SSPP  ( a •+  b ) * 

159.  Voglia  anche  alzarsi  alla  potenza  mima  l’ equazi  c- 
m m m ni 

ne  x — tja-¥>s/h:  si  avrà  * ~(  a -+  -Jh)  , e sviluppando 
ìi  binomio  con  riunire  a 2 a 2 i termini,  si  troverà. 
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m 


m m m 

171 , r / ,,  / m' — 2 /r772 — 2 , 

* — a m Va£(V a — t- V b ) -+ 

m r m m m 

m- ~ — Va’fi1  ( V a71  *-+Vbm  4)-4- 

~ • r* — Va3£3(Va  H-V  h ) -4 

^ t ^ 

m — I 772 — 2 m — 3 m m o m _ o 

Va«M  ( Vam  -SHVim  _8  ) -4 

w 4 * 

m 


^3  rTr,“  «-IO  ../rTO.io, 

2 3 * 


__2  _ <•  / / 772-10  /r772  -IO. 

, • 7~VasLs(Va  (+vJ  )-<-  ec. 


Limitando  dunque  il  calcolo  all’  esponente  772-*-  io, 


772  \ 772 IO  772 

772 IO  / 772 IO 

= x —'va 


si  ha 

/ 771  772  \ 

V,  V 22-4-  Vi  / 

772 

, . / 772 1 Ir 

(772  — io)  Va  0-4  ec.,  e pereto 

772  772 

/ 772 IO  7,772—  IO  772—10 

Va  -+Vo  — a; 


772 


(772  772  \ 772— 8 „ 772 

V a-\-Vb  ) — a”2  —s/à71  -f  (772-8) a7”  -+ 

772 


(t72-8)(t72— 9 ) , 772 IO,,  , 

. Va  o -i- ec. , onde 


772  772  772 

/ 777—8  , / ,772 8 772—8  , -,  772—10  , , 

Va  4V0  ~x  — T-  ( 772  — 8 ) •»  Vao;  cosi  pro« 


seguendo,  viene 


772  x 772  > > 

77z — o . /Tm — 6 ni — 6 


Va  ° -fVZ»m  ° — xm  ° — (772  — 6 )a?m  8Va5-h..;.. 

772 

Va’i* 


772 


771 — 6,  772 IO 


—-(TTt-p)* 


772  772  . 772 

/ 772 4 /,772 4 772 4 . 772 6 / r , 

Va  14Vo  _x  ^ — (772 — 4)*  \ ab 


772 


772 4 , , 772  - 8 */  772 4 272 8 ' 

—n-(m’ì)x  *Va*fi*  — ri — (772  —9)  X 


772 — IO 


772 


V a3£3 


- . j - 
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.«2  7]  l 772 

.TU  r> A 


m — 


m — 2 7/2—6, 

-7~\m~  S)x  — 7-(m  — l)X 

, *2  O 


*m~S  ^/a>L< 


m 


— 2 m — 7 m — 8 


X 


m—  IO 


772 


y/a*h* . 


Dunque  Costituendo  e riduccndo, 

m n . m 

*n ~a-+h-\-mxm  "s/aB  — m. — ~x  * y/a'b1  -t-  . . . 


772  — 4 772 — 5 772—6  ”/  , r . m 5 !”  ^ 


X 


• • - • 4 


™-7  772 — 8 ”/  4r.  ET* 

— * V^+-»-m.  a • 3 ' 4 ■ 5 * 


^x*9  IO  %/  asf>s  — ee. 


m 


i6o-  Se  in  vece  d’ un  binomio  debba  farsi  la  po- 
tenza d’  un  trinomio , d'  nn  quadrinomio  ec. , come  di 
_ s,  si  porrà  p-r  <7  = a,  r - s = b,  e si  sosti- 
tuirà poi  il  valor  di  a,  di  b,  e delle  loro  potenze. 

Potrà,  vedersi  altrove  ( nel  Calcolo  Differenziale  ) che 
dato  un  polinomio  qualunque  f-+gx-\-h x2,  -+Le’  -+lx*  -4-  ec. 

sima 

da  alzarsi  a qualunque  potenza  m , se  essa  si  supponga 
p_t-GA.--i-Ha;1H-Ka:J  H-La+-h  ec. , i coefficienti  F,G,H  cc. 
saranno  con  legge  manifestissima  ' 


F=/«  , 

r - ^ 

G-  f , 

t . IrnhV  H-  ( m — I )#G 

11  — » 

2 1 

,q» ikl:-b(  2 m — i )7iG-4-  ( m —2 ) t>H 

K — — * — — > 

3/ 

L - 4”,/F -+  f 3 ( -*» — 2 )àH-4- ( m — 5)gK  ^ ^ 

'■  4 f 

161.  La 
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161.  La  formula  Newtoniana  può  anche  esprimer-, 

in 

ai  più  generalmente  ; poiché  essendo  ( 1’  4 PQ  ) “ — 

m in  m 

ni  fi  Tìl  *■»  Il  771  . 771  J . -r»  72  2 * 

V =t  — P Q -+ — ( - ) P O r±  ec. , se  A ran- 

n n 'in  2 L 

presenti  il  primo  termine,  B il  secondo  ec.  coi  loro 


m m 
n *w~*  n ni 


• * v / -ri  v 72  *n  f 2 ™ \ 771  — ** 

-segni , si  arra  ( P r±  PQ  ) = P z±  — QA  ••+•  — — x 

QB  + QC  -4-  cc. , con  che  si  passa  ali’ estrazion 

delle  radici  che  son  potenze  rotte  (145).  Vogliasi 

1 

v ( p"=fc  q ) — ( pn dt  <7  ) “ : sarà  P = pn , PQ  = q , Q = 

q ”,  11 

-,  ed  m = x ; perciò  sostituendo  verrà  v ( p =± 

f ) = P ■+ — (=±  t zt ’-t-in  ~ 

' X *1 T V A -«  «1  A 7lt)  H 


3 p”  ~~  3 


_i  2n — 1 3«  — I 9J 

334  «3p 

mini  è manifesta. 


dt  ec.  ) , ove  la  legge  dei  ter- 

3 ^ÌH  ' 


O 

Così  volendo  y/6,  divido  6 in  due  parti  tali  clic  la  pri- 
ma e più  grande  sia  un  cubo,  e pongo  6^8  — 3,  onde 
p'~S,  p — ‘2,  q—'2,  « — 3,  e presi  nella  formula  1 segni  di 

O _ , 

o 2 2 *' 

sotto,  si  ha  y’ó—  2 ; -- - T-~r. — ec.=:2  — 

r ’ v « o»  tt  n*  .,5  o o ^3  b» 

0 . - -'v>  •—  ^'O  O 

J1 L — _•?— — re.  Il  primo  termine  da  \/ó  = 3,  ore  il 

6 73  3593 

cubo  S supera  6 di  3,  e l’approssimazione  è poco  giusta: 

3 ’I  _ 1 1 ' , 

i primi  due  termini  danno  V 6~  3 — -g  — » ove  11  cuk»o 

6 — dk  un  Arprossimazione  più  esatta  : dui  primi  tre  ter» 
21Ó 
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mini  ho  y/6: 


.131 
' 23  ’ 


e il  cubo 


, 8603  . , 

6 *e_  gt  accosta  al  vero  an> 

3:3248 


che  più:  ma  perchè  6 non  è cubo,  non  si  giunge  mai  al 

r* 

O ... 

▼aior  vero  di  /y/6 , benché  1’  approssimazione  sia  sempre 
maggiore . 

162.  Se  pongasi  la  serie  — (±  I — ec.  ) — d , es- 

n — I 

nP 

n 

sendo  d decimali,  verrà,  y/ (pm  ± q)z=  p~{- d , e alzando  tut- 
to alla  potenza  nl,’>a,  trascurati  d*  ,d+  ec.  come  piccolissi- 
mi, si  avrà  un’ equazion  del  secondo  grado,  da  cui  otcenu- 

n n—2  ' 

to  il  valor  di  d,  si  dedurrà  V fj>"  ±9)  —p  -+d  — p ■+ 


\/ ( — ? ± zi V e»  nei  casi  particolari  di  «=3,  {' 

V^n-D*  / . n-3/*  r 

v ‘ n{n-i)p 

3 / * 4 

n —4  ec., -stira  yj  (p*  ±q)=  ~ -+  \ { ~ ± ?-),  V(*4  ± ?)  = 

, . * , £ 4 ^ 

~--b\/  (— ±-~)  ec.  ^formule  che  danpo  una  facile  ap- 
3 V 9 6p*  * - 

prossimazione  se  si  tratti  di  basse  potenze  -,  in-  altra  caso  la 
lunghezza  del  calcolo  è insopportabile . 


163.  Dalla  formula  data  ( 161  ) potrebbe  aver- 
si la  radice  esatta  d’ una  potenza  polinòmi  a perfetta, 
se  vi  fosse  un  modo  di  riunire  in  termini  finiti  gl'  in- 
finiti suoi  termini.  Vi  si  supplisce  col  disfar  la  po- 
tenza per  mezzo  d’  operazioni  contrarie:  così  per  e- 
strar  la  radice  quadra  da  a 1 — a ax  •+  a-*,  i°.  ordino 
la  quantità  come  qui  si  è fatto:  20.  se  dai  segni , dai 
coefficienti , dagli  esponenti  rilevo  che  non  vi  son  ter- 
mini ripugnanti  al  quadrato  (150),  estraggo  la  radi- 
ce quadra  dal  primo  termine  a1 , ed  essendo  Va1  = 
a (142)  > scrivo  a in  radice,  sottraggo  il  suo  quadra- 
to dalla  quantità  data  , e mi  resta  — saa-h-  x1  : 30.  poi- 
ché in  questo  resto  dee  trovarsi  il  doppio  prodotto  di 
a nell'altro  termine  e il  quadrato  di  questo  (150), 
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db  («  — x) 

— 2aAT-f  JV* 


2.a-)?x 


O OàClX  -+  .v  ' 

-+‘2iJX — x' 


[Rad.  ± ( ab  -fi) 

I 4 a ' 


Qu* 


abe' 
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raddoppio  a , divido  il  resto 
per  la  pongo  il  quoziente  — 
x tanto  in  radice  quanto  nel 
divisor  2a  , e sottratto  dal 
resto  il  prodotto  di  — x per 
2 a-  x,  viene  o > il  che  indica 
che  la  quantità  data  è un 
quadrato  perfetto  della  ra- 
dice a- x o x -a,  giacché am-  o o 

borine  soddisfanno . Ed  ecco 

( per  dirlo  di  passaggio  ) donde  nasce  f ambiguità  del 
radicale  quadratico , suscettibile  di  -f  e di  — , o di  ri , 
che  si  pronunzia  più  o meno,  e che  sempre  è sottin- 
teso se  non  sia  scritto:  così  V (a  — x )*  vale 
^*==±(<1— 
x ) , nò  può 
prendersi  l'un 
segno  piutto- 
sto che  r al- 
tro , se  lo  sta- 
to della  que- 
stione non  e- 
scluda  f un 
dei  due  . Del 
resto , f ope- 
razione di  e- 
strar  la  radi- 
ce si  continua 
finché  vi  son 
termini , e n« 
pon  ghiaino  qui 
per  disteso  un  altro  esempio.  ° . 

164.  I numeri  son  soggetti  alle  stesse  regole  d’e- 
strazione, giacché  hanno  le  parti  stesse  del  quadrato 
letterale  : così  ad1—  676  — ( 20  -+  6 )*=  20*-+- 2 . 20 . 6-+ 

— (7-f9-flO  )*  — 7 * -f  2 . 7 . 9 h-  9*  —f  2.7.  io  -+ 
c • 9 • io  -+  io1 . Ma  confondendosi  queste  parti  nel  riu- 
mrs!  in  un  sol  numero  é~6 , si  dividerà  il  numero  da 


ió 

c* 

16 


AJC*  hl 

+ — 2&+-f  t 

2 a a5 


2a 
b*t 


f 2 54 

2a  a 


61 

X 
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destra  a sinistra  in  membra  di  due  cifre,  cominciando 
l' estrazione  a sinistra  corno  la  divisione. 

Infatti  ogni  membro  di  due  cifre  da  una  cifra  in  radi- 
ce ( io.  50.)»  eri  un’altra  nc  dà.  il  primo  membro  a sinistra, 
♦.lacchè  o abbia  due  cifre  ouna,  conterrà  sempre  una  potenza 
seconda  : «^avranno  perciò  tante  cifre  quante  son  le  membra. 

Esempio.  Vogliasi  la  radice  quadra  di  7873636. 
Diviso  il  numero  in  membra,  i°.  prendo  la  radica 
del  massimo  quadrato  4 , contenuto  nel  primo  mem- 
bro 7 a sinistra  ; ella  è 2 che  pongo  in  radice , e sot- 


48 


•|R.  2806 
Q ">87,36,36 

387 

33<?3<? 

00000 


tratto  il  suo  quadrato  da  7,  re 
sta  3:  2°.  al  resto  3 unisco  il  se- 
condo membro  87 , e fatto  un 
punto  sotto  il  7 per  escluderlo 
dalla  divisione  che  son  per  fare  , 
raddoppio  al  solito  la  radice  2 , 
divido  38  per  4 , pongo  in  radi- 
ce  e accanto  al  divisor  4 il  quo-  56^6 
ziente  8 ( se  ponessi  9 non  po- 
trei sottrarre  ),  e sottratto  8.48  da  387,  resta  3 : 30. 
ai  resto  3 unisco  il  membro  36,  punto  il  6,  raddop- 
pio  la  radice  28  , e per  56  parto  33;  ciò  da  o in  ra- 
dice; e abbassato  l’ultimo  membro  36,  puntato  il  6, 
raddoppiato  280  , e diviso  3363  per  5Ó0 , scrivo  in 
radice  e accanto  al  divisor  560  il  quoziente  6 ; e poi- 
ché tolto  6.5606  da  33636,  nulla  resta,  la  radice  ri- 
salta è 2806  , che  si  verifica  togliendo  il  9 dai  fatto- 
ri 2806.2806  e dal  prodotto  7873636  (26). 

165.  Se  il  numero  non  è quadrato,  si  indica  l’e- 
strazione con  V,  e se  ne  estrae  la  parte  che  si  può 
(i46):co.-ì  V io8  = v/3.6i«=6\^3,  v'640  = v'8t  .10  = 
Sv^io.  3Ia  per  aver  poi  la  ra- 
dice di  io  , gli  si  aggiungono 
delle  coppie  rii  zeri  e si  ope- 
ra come  sopra , distinguendo 
in  radice  tanti  decimali,  quan- 
te coppie  di  zeri  si  aggiunse- 
ro : così  V 10  — 3, 1 6c  ec. 


61 

626 

6322 


|R.  3,162  ec. 

Q.  10,00,00,00 
100  / 

3900 

14400 

i75<> 
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1 66-  Si  estrae  la  radice  da  un  rotto  estraendol» 
dai  suoi  due  termini  al  solito  ( 164 . 165  ) ; e si  estrae 
pure  al  solito  dai  decimali , reso  prima  pari  il  loro  nu- 
mero c»n  degli  zeri  (165). 

167.  Osservazione.  Sia  ( roan-h)*  un  quadrato 
qualunque , e b fina  delle  dieci  cifre  0,1,2  ec.:  di- 
sposti in  ccntinaja,  diecine  ed  unita  i termini  del  qua- 
drato, si  vedrà  che  la  sua  ultima  cifra  è anche  1 ulti- 
ma di  : ma  6*  può  finire  in  o,  1,4,5,6,95  dunque 
niun  quadrato  finisce  in  2, 3, 7, 8.  Ciò  si  ha  pur  dal- 
la Tavola  dei  Quadrati , che  con  altre  potenze  si  dan- 
no al  fin  di  quest’Opera:  e dalla  formula  e dalla  Ta- 
vola si  rileva  di  più  1°.  che  la  penultima  cifra  dei 
quadrati  terminati  in  1,4,9  è un  numero  pari;  dei 
terminati  in  6 è un  numero  impari  ; ddi  terminati  in 
5 è 2;  e dei  terminati  in  o è o:  2°.  che  la  terzulti- 
ma cifra  dei  terminati  in  5 è 0,2,6.  I numeri  dun- 
que senza  tali  proprietà  dovranno  escludersi,  se  si  trat- 
ti di  sceglier  tra  molti  un  quadrato  • 


168.  Vogliasi  ora  la  radice  Cuba  della  quantità  ordinata 
. 3 

C.  Poiché  n/a'-zza,  scrivo  a in  R , sottraggo  il  suo  cubo  da 
C , e resta  P . In  questo  resto  dee  trovarsi  il  triplo  prodot- 
to del  quadrato  di  a nell’  al- 


|R  a-f2i 
£ a3  -t-6aa4-+  120A2-*- 

— a} 

P O -i- 6a1b-i-12abì-+8bi 
— 6axb — 12  ab1 — 


tro  termine  (154);  triplico 
dunque  a1,  parto  P per3a% 
pongo  in  R il  quoziente  2 b, 
sottraggo  da  P i tripli  pro- 
dotti 3 . a*.  2i , 3 . 4 b*.  a , e il 
cubo  di  2 b , e nulla  avan- 
zando, C è un  cubo  perfet- 
to della  radice  a42ì.  . 

169.  Nel  modo  stesso  si  opera  sui  numeri.  Diviso  C in 
membra  di  tre  cifre,  serfrvo  3 in  R per  radice  del  massi- 
mo  cubo  contenuto  nel  primo  membro  col  resto  12:  uni- 
sco al  12  la  prima  cifra  6 del  secondo  membro , e triplica- 
to il  quadrato  della  radice  3,  divido  126  per  27,  il  che  da 
4 per  radtee  col  resto  1$:  unisco  pure  al  l3  l’altra  cifra 
del  secondo  membro  , e ne  tolgo  il  triplo  del  quadrato  di 
4 moltiplicato  per  la  radice  3 : abbasso  la  terza  cifra  I ac- 
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^ -n  * — r 
0*0 


39,651,821 
1 26 
ISS 


«anto  .il  resto  41 

e ne  tolgo  il  cu-  j R 341 

bo  di 4 ; dopoché 
trattando  la  radi- 
ce 34  come  una 

sola  cifra , si  ri-  - , ^ 

comincia  l’ ope-  *44  fi-4  -3 

razione  : e se  il 
dato  numero  non 
sia  cubo,  si  pro- 
seguirà 1’ estra-  o-SA*  — 34^ 
zionc  ad  arbitrio 
aggiungcndodei 
temi  di  zeri  all’ 
avanzo,  e distin- 
guendo altret- 
tanti decimali  o 

nella  radice  . 

I~o.  La  radice  cuba  d'un  rotto  si  estrae  al  solito  dai 
suoi  due  termini;  e si  estrae  dai  decimali  , reso  multiplo  di 
3 il  loro  numero  per  mezzo  di  zeri,  e operando  quindi  co- 
me or  ora  si  è detto  (169). 

121.  Dai  radicali  posson  talvolta  estrarsi  le  radici  coi  me- 
todi consueti  (164.168),  e in  tal  guisa  si  trova  che  la  radice 
di  14-6^2-1-6^3  — 2a/6  c 3 —a^2  -+  Vo!  ma-  più  spesso 

hanno  la  forma  p±  ^Jq  (195),  c se  ne  cerca  la  radice  mSl  a - 
Sia  i°.  m — 2,  e supporta  y/x±^/y  la  radice  di  p±y/q,  avre- 
mo I */x-+  s/y  — v (p  -+  \/q)t  li  y/x  — Vy  — (p<s:  \/q  ) 

(pongo  co  per  non  eguagliar  l’ immaginario  del  secondo  mem- 
bro al  reale  del  primo,  nel  caso  di  q > p).  Quadrandole  e 
sommandole,  si  ha  III  a*  •+  2y  ~ { I ± I )p  ( 1 4:  1 ) \/<j  ; 
moltiplicandole,  viene  IV  2*- — 2y  — 2\/  (p*  co  q):  sommo  e 

sottraggo  La  III  e IV  ed  ho  </x—.-^[(i±  l)i>-+( 

2 V (f>*  «»  ? ) 1 » y/y  - - V[  ( 1 ± I ) P -+  ( I hP I ) Vi  ~ 2 VCP*  9)]  » 

presi  i segni  di  sopra  se  p * >■  q. 

l:scmpj.'‘  I.  Sia  8 -+  2\/l5,  onde  p~8,q  — 6o,p'1>q>  e 
J?  — q = 4 » dunque  V*— V5>  vO*  — v3  • M.  Sia  7-4- 4^/7,  on- 
de  p=Z>  q — II2,p*<7,  c <7  — = 63  ; dunque  ^/x  — ... 

> \/y—  \l ~ • HI.  Sia  14-4-2^46,  onde p—  14,5  — 
l84,p*>q,  ep--—q—  12  ; dunque  v/jf  = v/(7  -4 -v/3)»v0'  = 
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( 1 — a/3  ).  IV.  Sia  2-/ — I * onde  p ~o,  q = — 4,p*>f 
e p*  *—9=4;  dunque  n/x  — i , y — i . 

x a /y 

I72.  Sia  2°.  m = 3,  e supposta  — 3~ — la  radice  terza  dì 

sjz  * 


f±sj(l,  verrà  I *-+•  V* ( P V?) > H * — Vy  — Vz(p — 

//«/).  Cubandole  e nominandole,  si  ha  III  x3-+3xy  — pz't 


moltiplicandole,  viene  x* — y — ^/z,1(p1 — 5),  che  chiamo  a , 
onde  IV  y — x 1 — a.  Pongo  questo  valor  di  y nella  III,  ed  ho 


4x3 — 3a* — pz  = o,  eh*  fiuto  V x = — , 

% 


diventa  VI  u3  — 


3 <iu — 2pz  = o.  Presa  dunque  :zi  se  p* — 9 è cubo,  ose  non 
lo  è , fattolo  divenire  con  un  valore  opportuno  di  z,  cerco 
u per  la  VI  (337)  che  dee  esser  razionale  come  x,  se  p *+ 
^/q  è cubo,  ed  ho  x per  la  V,j»  per  la  IV. 

Esempj.  I.  Sia  10H- Ó./3  onde  p = xo,9=  loSjp1 — 9 = 
— 8 , cubo  ; dunque  * = I , a — — 2,  u3  -+  6u  — 20  — O,  u zz. 
2 , x = I , ed  v— 3-  II.  Sia  8 H- 4^5»  onde  por  8, 9 = 80,  p*  — 
9=  — 16,  che  non  è cubo;  fatto  z = 2,  viene  a~ i — 4,  u3  -+ 
12 u — 32  = 0 ,«  = 2,*=  I ,y  — 5 . III.  Sia  8l  -+,33^/6,  onde 
p ~ 8l , 2=6534 , p*  — 2 = 23 , cubo;  dunque  z = 1 , a — 3,  u5  — 
Ju  — 162=0,  u = 6 ,x=3,^=ó. 

173.  Lo  stesso  metodo  servirà  per  le  radici  più  alte:  ma 
qui  si  osservi  che  ogni  quantità,  ha  tre  radici  cubiche  a terze  , 

quattro  quarte, ..  n nl"te . Per  aver  quelle  di  1 ( oltre  1 ),  »i 

c * n n ...  n n . 

zara  z = 1 = r ,e  divisa  z <~~r  =0  per  z — r , rena  .... 


n — I 11  — 2 , n — 3 n — 1 , 

a * •+  rz  -+rz.  v-t- ec.  .... -f  r = o,dacui, 

fatto  r=  1 , si  avranno  1’  altre  radici  nsime  di  1 . Cosi  se  n — 

3 , 1’  altre  due  radici  terze  di  l sono : le  chiar 

*2 


mo  y , \ , cd  è chiaro  che  y\  = 1 , e che  le  radici  terze  d’  u- 
xia  quantità  qualunque  a che  è sempre  moltiplicata  per  1 , sa- 

3 3 3 

ranno  y'a , y^Ja , \*/a. . 
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APPLICAZIONE  DELL’  ALGEBRA 

ALLA  RISOLUZIONE  DI  ALCUNI  PROBLEMI. 


1^4.  A^Omc  un  Teorema  è una  verità  necessaria 
(la  dimostrarsi  , così  un  Problema  è un 
Quesito  da  sciogliersi  o una  specie  di  enigma  da  indo- 
vinare. Or  non  ò possibile  di  scioglier  l’enigma  senza 
qualche  cognizione  a lui  relativa,  e senza  dei  rappor- 
ti tra  ciò  che  si  sa  e ciò  che  si  cerca . La  soluzione 
dei  problemi  Matematici,  detta  propriamente  Analisi, 
è fondata  su  questi  rapporti  che  chiamansi  Condizioni 
del  Problema  . Si  tratta  solo  di  esprimer  queste  condi- 
zioni in  modo  da  dedurne  la  notizia  di  ciò  che  non  si 
sapeva,  il  che  si  ottiene  col  paragone  delle  quantità  no- 
te ed  ignote  . Le  prime  diconsi  le  Dace  del  Problema  , 
e si  usa  di  esprimerle  con  le  prime  lettere  a,b,c  ec. , 
ec.  1/ altre  si  chiamano  le  Incognite,  e si  110- 
» tano  con  l’ ultime  lettere  x ,y  ,z,p,*>  ec.  Ogni  formu- 
la che  esprime  1‘  eguaglianza  di  più  quantità , si  chia- 
ma Equazione . Il  segno  d’  egualità  divide  1’  equazione 
in  due  membra  -,  il  sinistro  è il  grimo  , il  destro  è il 
Secondo . 

1 "5.  La  più  alta  potenza  dell’ incognite  determina 
il  Grado  d’ un’equazione  , che  dicesi  pura  o affettò,  se 
1"  incognita  è solamente  al  grado  m o anche  ad  altri  gra- 
di inferiori  m — 1 , m — 2 ec. : così  x = a.'..z-ì-b  = 
y — c . . . /3p  - — 5 = ( e d )"  sono  equazioni  del  primo 
grado  o lineari . Se  f incognite  hanno  due  'dimensioni , 
cioè  sono  alzate  a quadrato  o moltiplicate  tra  loro , l’ e- 
quazionc  è del  secondo  grado  o quadratica , come  xy 
b , la  pura  .vl  = a,  e l’  affetta  x1  -+px  = q:  ed  ò del 
terzo  o cubica  se  ha  l’ incognite  a tre  dimensioni,  coinè 
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= c . . , . x1  -+- px*  ■+  qx  = b xyz  -f-  • ■ • xy%  — 

g.  3Ia  qualunque  ne  sia  il  grado,  lo  scopo  è di  far 
conoscere  il  valor  dell’  incognite  • Un  poco  d’  abito  al 
calcolo  basta  per  risolver  1’  equazioni  del  primo,  e se- 
condo grado  : quelle  del  terzo  e del  quarto  hanno  del- 
le. difficolta  : per  quelle  del  quinto , del  sesto  ec.  non 
vi  è metodo  generale  . 

Equazioni  del  primo  grado . 


1 76.  Riunire  in  un  membro  dell’  equazione  tutti 
x termini  roti , e lasciar  nell’  altro  l’ incognita  sola  , 
positiva  y senza  coefficiente  , senza  divisore  e senza  e- 
sponcnte  , questo  è ciò  che  si  chiama  risolvere  un  e- 
quazione . Ora  1’ operazioni  che  guidano  all’intento  per 
un’  equazione  del  primo  grado  , dipendono  da  tre  as- 
siomi . 


1^“.  I.  I due  membri  d'  un  equazione  restano  egua- 
li o vi  si  aggiungano  o se  ne  tolgano  quantità  eguali . 
Con  questo  mezzo  si  ha  l’ incognita  sola  e positiva  ; 
poiché  se  sia  a -+  ih  = 4<?  — 3# , si  aggiungerà  $x  ai  due 
membri  e se  «e  toglierà  a -t-  26  onde  venga  a 2.b  -t- 
$x  — a — 2b  = 4C  ' — 3X  '+  3X  — a — : riducendo , si 
avrà  $x  = \c — a — ab.  Dunque  si  trasporta  una  quan- 
tità da  un  membro , scrivendola  con  opposto  segno 
nell ’ altro  ■ 

i"8.  II.  I due  membri  d'  un  equazione  restano  e- 
guali  0 si  moltiplichino  o si  dividano  per  quantità  e- 
guali  . Con  ciò  si  ha  1"  incognita  senza  coefficiente  e 


„ • • , * . ax  ex 

senza  divisore ; poiché  se  sia  — 


ex  ex  j 

; *4-  772  —pX  -+  — *+• 


i . trasporto  (i~*?)  px-+  nel  primo  membro  ed  m 


nel  secondo , e riducendo  viene  --  — px  — n — m : 20. 

b 

jnoltiplico  i due  membri  per  il  divisore  òdi  a-,  ed  ho 
ax  — bpx  = Ivi  — bm  , cioè  (a  — bp)  x — b (n  — m ) : 

I 


t 
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*.  divido  i due-  membri  per  il  coefficiente  totale  di 

b ( n — m) 

x e ottengo  x — , — 

a — bp 

fidente  o un  divisore  dall'  un  membro,  col  divider  re - 
spettivamente  o moltiplicar  per  esso  1'  altro  membro. 

Qui  si  avverta  che  da  * ( m — n)~b{m  — n)  non  può 
dedursi  ar zzb  dividendo  i due  membri  per  m — n ; poiché  al- 
bi sussistenza  dell’equazione  (x-*-b){m — n ) — o basta  che 
1 uno  o l’altro  dei  due  fattori  x — b,m — n sia  zero  (313): 
onde  se  si  sappia- che  l’uno  c zero  , gara  dubbio  se  anche 
l’altro  lo  sia;  e se  si  sappia  che  l’uno  non  lo  può  essere, 
l'altro  lo  sarà  necessariamente. 


• Dunque  si  toglie  un  coej - 


III.  I due  membri  d'  un  equazione  restano  c~ 
svali  se  si  alzino  a potenze  esitali  intere  o rotte.  Co- 
sì  si  ha  1 incognita  senza  esponente  ; poiché  se  sia  b = 

I 

a — si  avrà  trasportando  ( i~")  x~  = a — b , e al- 
zando i due  membri  alla  potenza  ua.  , verrà  = 
(«  — *)*• 

l8o.  Quasi  tutte  queste  operazioni  si  fanno  ( per  dirlo 
qui  in  breve  ) anche  nell’ ineguaglianze,  cioè  in  quelle  for- 
mule che  hanno  tramezzo  il  segno  > o < . Infatti  è chia- 
ro che  se  i due  membri  d'  un'  ineguaglianza,  si  sommino , si 
sottraggano , si  moltiplichino  o si  dividano  per  quantità  egua- 
li, i due  membri  resteranno  ineguali:  onde  pesto  ^-^-4- >»/;>- 

P 

, . ‘ve  a'~x  i o ax  ’ r • 

ab  -X-  ax  -+  mn , Sara  I . . ax>  ab:  2 . — a;  > b : 3*. 

P P 


1 o bp 

ex  — px  > bp  : 4 . x > — — . 

. a~ P , . 

In  dae  cose  differiscon  1 ineguaglianze  dall’  equazioni. 
Supposto  x — a — b,  può  anche  farsi  a — bvz. r;  ma  supposto 
m >a — b,  non  si  può  fare  a.  — b >m,  ma  solamente  a — 
h <Cm  ovvero  b — a >' — m . Di  più  in  due  equazioni  a:  = a — 


b,y—c-+d  ciascun  membro  dell’  una  può  sommarsi,  sot- 
trarsi, moltiplicarsi  o partirsi  per  ciascun  membro  dell’ ultra , 


salva  l’egualità;  ma  nell’ ineguaglianze  anche  omogenee, 
cioè  ridotte  al  segno  stesso  >-o  <,  supposto  m>  a,n>  b , 
non  solo  non  può  combinarsi  il  primo  o secondo  membro  dell’  ti- 
ra col  secondo  o primo  membro  dell’ altra,  salva  l’omoge- 
neità dell’  ineguaglianza,  ma  neppur  può  sottrarsi  o divider* 
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ai  il  primo  e secondo  dell’ una  per  il  primo  e secondo  dell’ al- 
tra , essendo  solamente  lecito  di  sommarli  o moltiplicarli  : 
pe  rciò  si  potrà  fare  ;»4n>a44  ovvero  m/i>ai,minou 


già. 


m — n>a  — b ovvero 


E di  qui  segue  i°.  che 

no 


non  è lecita  neppur  la  moltiplicazione  quando  include  una 
sottrazione  (131);  così  dalle  formule  m>a — b,n>c — d 
può  bene  inferirsi  m 4 b > a, «4  d > c e quindi  (m^rb) 
(n--+d)>ac,  ina  non  già  mn  >(a  — b)(c  — d)  se  pur  noti 
si  sappia  d’ altra  parte  che  a>  b o c>  d : 3°.  che  molto  meno 
è lecito  il  fare  m — a > — b ,n — c > — d e poi  conclùdere 
(in — a)(n  — c)2>  bd  : 30.  che  1’ inalzamento  d’  un’inegua- 
glianza a potenze  intere  ó rotte  equivalendo  alla  moltiplica- 
zionodi  più  ineguaglianze  tra  loro,  non  può  farsi  qualche  pò* 
lenza  o estrarsi  qualche  radice  da  un’  ineguaglianza  senati  le 
stesse  cautele. 

1 8 1 . Con  questi  principi  si  risolve  ogni  equazione 
del  primo  grado:  tutto  sta  nell’ arrivarvi , cioè  nell’  e- 
saminar  le  condizioni  proposte  e nel  combinarle  in.  mo- 
do che  ne  risultino  due  diverse  ed  eguali  espressioni . 
Ma  non  vi  son  precetti  per  questo,  e solamente  il  lun- 
go esercizio  e gli  eseuipj  posson  dar  facilità  e avvedu- 
tezza per  condursi  all’  equazion  d’  un  problema  . Ecco 
gli  esempi . 

182.  I.  Un  padre  ha  il  sestuplo  dell’età  del  suo 
figlio,  e la  somma  delle  loro  età  è 91  anni.  Qual’ è 
f età  di  ciascuno  ? 

L’ Algebristi  dirà:  sia  x l’età  del  figlio;  dunque 
per  la  condizione  del  problema,  l’età  del  padre  è 6x. 
Or  queste  età  fanno  91  anni;  dunque  7*  = 91  • ed  ec- 
co il  problema  messo  in  equazione-,  quindi  (178)  x = 
*27L  = 13;  perciò  il  figlio  ha  13  anni,  e il  padre  ne  ha 
6.13  = 78:  infatti  13-478  = 91.  Così  è risoluto  il  pro- 
blema e verificata  la  soluzione. 

IL  Si  cerca  un  numero  tale  che  il  suo  prodotto 
per  4 , il  suo  quoziente  per  5 , e il  suo  moltiplicato- 
re facciano  12^ . 

Chiamo  il  numero  cercato,  ed  ho  4.V  4 *- a- -f- 
4=  12^;  dunque  (177)  4.V  -+  |*  = 8£:  quindi  ( 178  )( 


\ 
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20.V  H-  .V  = = %.?-  , ed  X = ò-  r'àx  = 24Ti  : infatti  4 z x 

4 -+  ^ 3 ; r^i-  4 = ia^  ; condizion  del  problema . 

IH.  Un  terremòto  abbattè  in  un  giorno  ìa  meta 
di  certe  case  , nel  giorno  seguente  un  terzo , un  dnode- 
.ciino  negli  altri  giorni,  e restano  in  piedi  63  case.  Quan- 
te erano  ? 

Sia  x il  numero  delle  case  ; ^x  saranno  le  cadute 
nel  primo  giorno , -3-*  e 'fax  le  cadute  negli  altri  gior- 
ni: e poiché  le  case  cadute  e le  restate  formano  x y si 
avrà,  per  equazìon  del  problema  * .v  h-  ^x  h-  -,  La-  -+-  63  — 
x • La  moltiplico  per  12  ( 1^8)  e sarà  óat  -+  4.V  -+  x -+■ 
r?,6—\zx  e riducendo,  il* -1-756— 12*,  cioè.  (177) 
x — 7 5 6 case* 

IV.  Tre  amici,  che  chiamo  B,G,D,  giocarono 
al  Lotto.  Il  gioco  di  B e G fa  21  lira;  quello  di  B e 
I)  ne  fa  24;  e quello  di  G e D 27.  Quanto  ha  messo 
ciascuno  ? 

Suppongo  a = 2i  ,c  — 24,^.—  23  ed  x il  denaro 
di  B ; dunque  a — x ò quello  di  C , e c — .v  quello  di 
D;  che  sommati  debbon  far  27  lire  . Dunque  a — a.-  -t- 
c — x=J‘,  e ( 1 "T  ■ 1 i 8 ) x=±=jL(a-+c—f)  = 9,  il  eli* 
da  12  , e 15  lire  per  C e D. 

183.  Al  primo  aspetto  le  tre  quantità  del  denaro 
posto  parevano  tante  incognite  differenti:  ma  osservan- 
do meglio,  si  vede  che  determinata  una  di  esse,  restan 
determinate  anche  l’ altre . Perciò  il  numero  delle  inco- 
gnite non  dipende  dal  numero  delle  questioni , ma  dalla 
relazione  che  è traile  condizioni  del  Problema . Pur  si 
avrebbe  la  soluzione  introducendo  piu  incognite:  ma  in 
generale  bisogna  sempre  cercarle  soluzioni  più  semplici- 

V.  Un  padre  lascia  al  figlio  maggiore  1000  scudi 
e 4 di  ciò  che  resta  ; al  secondo , 2000  scudi  e ^ del 
resto;  al  terzo,  3000  scudi  e £ del  resto,  e così  fino 
all’  ultimo.  Fatte  le  parti,  si  trova  che  i figli  hanno 
ereditato  per  egual  porzione.  Si  cerca  i°.  1’  asse  pater- 
no; 2*.  il  numero  dei  figli;  3*.  la  parte  di  ciascuno. 

Queste  tre  questioni  parrebbero  tre  incognite  : ep- 
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par  conosciuto  1 àsse  paterno , sì  conosce  tutto . In 
fatti  tolti  da  esso  i 1000  scudi  -+  \ del  resto,  che  van- 
no al  maggiore  , 1’  asse  diviso  per  questa  parte  , darà 
il  numero  delle  parti  eguali  e perciò  de’  figli . Chia- 
mo dunque  l’asse  paterno  x,  e per  brevità  pongo  u = 
iooo  ; poi  dico:  quando  il  maggiore  ha  presi  iooo 
scudi,  l’asse  resta  x — a,  di  cui  dee  avere  dunque 
la  sua  parte  è a-b}(x  — a )^%($a-{-x)  (51):  e tro- 
vata la  parte  eguale  del  secondo , si  avrà  1’  equazio- 
ne . Detratta  la  parte  del  maggiore , resta  x — 
oc  ) = i{  f>x  — 5 a ) , di  cui  il  secondo  dee  avere  2000  ac 
2u,  e rimarrà  ±(  5*  — 5<z)  — 2a  =i(5*  — i?u),  il 
Cui  sesto  è^g  ( 5# — i?u):  onde  la  parte  del  secondo 
è 2u  -4-  -/6-  ( £x  — 1 Za  ) = 3^-  ( 55  a 5 * ) . Dunque  § (5*1  n- 
) = 3V  ( 55a~+’  Sx  ) • Moltiplico  i due  membri  per  36, 
ed  ho  (i?8)  30*1  -+■  6x  = 550:  n-  5* , *•=  25*1  = 25000 
t*ZZ)  > -a  parte  del  maggiore  5000  scadi , e cinque  fratelli . 

VI*.  A e B postisi  al  gioco  con  egual  somma , 
han  perduto.  La  perdita  di  A è 12* , quella  di  fi  è 
57  > e fi  ha  solo  il  quarto  di  ciò  che  resta  ad  A . 
Quanto  aveano  in  principio  ? 

Aveano  xl  e poiché  A perde  12,  gli  resta  x — 
.'12,  mentre  a fi  che  perdè  57,  resta  x — 5?  ; dunque 
quadruplicando  il  resto  di  B,x  — 12,=  /l(x—  57)  ed 
^=72(l77-I78). 

VII.  Qual  è il  numero  il  cui  terzo  e quinto  diffe- 
riscono di  8? 

Sia  x questo  numero  ; sia  a = 8 , - = | = j j 
dunque  — — — = a , onde  *•  = ~——=6q>' 

m ri  n — 77j 

Vili.  Diviso  un  numero  ^ per  6,  si  è avuto  un 
tal  quoziente  che  sommato  col  divisore  e col  dividen- 
do, dì  69.  Qual  è questo  numero? 


que 


Sia  a = 6 , fr=6 9 ,.  e si  ayfe 

(b — a)a 

8 *■  =- ~ = 54-  • - 


a- +•  I 


— -t-  a,  -+  x — b ; duu- 
* . 
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IX.  Trovar  due  quantità  di  cui  è data  la  somma 
e la  differenza . 

Sia  a la  somma  , b la  differenza  , x la  quantità 
maggiore  , y la  minore;  dunque  x -+y  — a ed  x — y = 
b-  Sommate  e poi  sottratte  quest’  equazioni  (177),  si 
ha  2.x  = a -+  b e 2y  = a — b , onde  x=zht(a-\-b)  ed 
y = d(*— b). 

184.  Dunque  data  Ut  somma  e la  differenza  di 
due  quantità , la  maggiore  è la  metà  della  somma  c del - 
la  differenza,  e la  minore  è la  metà  della  somma  meno 
la  metà  della  differenza . 

Applicazioni  . Una  Casa  di  due  piani  ha  35  pie- 
di di  altezza , e il  pfìino  piano  è 4 piedi  più  alto  del 
secondo  : qual’  è 1’  altezza  de  due  piani  ? sarà  a = 35  , 
b—  4;  dunque 'x==  19^,  c y=  155. 

Due  pietre  pesano  libbre  2878 , e 1’  una  ò libbre 
156  meno  dell’ altra!  quanto  pesa  ciascuna  ? «±=2838, 
£=156;  dunque  x=  1513,  )/=  1361 . 

185.  Le  due  equazioni  x~hy~a,x~  y — b pos- 

sono anche  risolversi  prendendo  da  ciascuna  il  vaìor  di 
x , il  che  dà  x = a — y , x = b -\-  y ; e poiché  x = x , 
sarà  anche  a — y=b  ■+  y,  onde  23/  = a — b ed  y = g 
(a  — b ) , valore  che  posto  nell’  equazioue  x = a — y , 
la  riduce  ad  x — a — *-  ( a — b ) = £ ( a -+-  b ) . Ma  pef 
■eliminare  un’incognita  onde  si  conosca  1’ al  tra  ? è pre- 
feribile il  compendio  di  sopra , che  con  un  piccolo  ar- 
tifizio avrà  sempre  luogo  . Infatti  sieno  le  tre  equazio- 
ni I.  ly-\-  \x  — 33  = a , II.  5 y — 7 x -+  43  = h , III.  6x  — 
gy  — c e voglia  eliminare  y.  Moltiplico  ciascu- 
na equazione  (178)  per  il  prodotto  dei  coefficienti  di  y 
nell’ altre  due, e mi  viene  IV.  30V-4-60A; — 453  = 150, 
V-  30V  — -t*  243  = 6b , VI.  6ox  — 30V  -4-  503  = 

ioc:  dalla  IV.  tolgo  la  V.  e poi  sommo  la  IV.  e VI., 
il  che  dà  le  ridotte  VII.  34.V  — 233  = 50  — 2 b.  Vili. 
34*'-+-  z = 30-4-20,  e cosi  è eliminato  y . Per  elimina- 
re z moltiplico  f Vili,  per  il  coefficiente  23  di  z nel- 
la VII , e sommando  queste  due  , ho  finalmente  x = 


Digitized  by  Google 


\ 


).(  7'  )( 

— - , valore  che  posto  nell’  Vili,  fa  conosce- 

re  z , e quindi  si  ha  y dalla  I. 

Quasi  con  lo  stesso  artifizio  si  eliminano  1’  incognite  dì 
gradi  più  alti  . Sieno  le  due  equazioni  generali  I.  Mj4  -}- 
N}’’  -+Pji-f-Q-y  -+R=0,  H.  my*  -4-  gy3  -+  py*  -+  qy  -4-  r — O, 
ove  M,m,N,f2,P,j3,Q,^,Il,r  sono  espressioni  o frizioni  qua- 
l*nque  di  x,  e voglia  eliminarsi^.  Molci,pUco  la  I.  per  m , 
la  II.  per  M e sottratta  1’  una  dall’  altra,  viene  III.  ( N m — 
M/i ) yi  — h (Pm — Mp )yz "+  ( Q«  — Mg  )y  — Rif; 7—  Mr~o:  mol- 
tiplico nuovamente  la  I.  per  r,  la  II.  -«sfUÉr»  £ '.sottratta  Pu- 
ra dall’  altra,  viene  IV.  (Mr  — R m fi  ) v~-4-  ( P r — 
Rp  ) ^ -4-  Qr — Itqzio.  In  tal  guifja  y'è  ià^salw^a  un  grado 
nella  III.  e IV:  onde  se  queste  -sì,  Trattino  come  le  due  pri- 
mitive , y si' abbasserà  d’  un  altro  '^àdòyCc  ,4finchè  sparirò, 
interamente.  Questo  metodo  pero  conduce  alle  volte  ad  e- 
qaazioni  più  alte  di  quel  che  il  problema  esigerebbe . 

1 86.  17  incognite  non  posson  dunque  eliminarsi  se 
non  si  abbia  un  egual  numero  d’  equazioni , nel  qual 
caso  il  problema  si  chiama  determinato.  Poiché  se  vo- 
gliami due  quantità.  x,y,  di  cui  è data  la  somma  a, 
1 unica  condizion  del  problema  espressa  dall’  equazione 
x -y  = a,  insegna  solo  clic  1’  incognita  x eguaglia 
una  quantità,  parimente  incognita  a — y.  Questi  pro- 
blemi , ove  sono  più  incognite  che  equazioni,  si  chia- 
mano. indeterminati  dei  quali  parleremo  in  appresso  . 
Diconsi  all’  incontro  più  che  determinati  se  hanno  piu 
equazioni  che  incognite,  o se  un  equazione  apparen- 
temente diversa  , ò contenuta  nell’  altre  . Vogliansi 
tre  numeri  x.tytz  che  sottratti  a 2 a 2 facciano  i nu- 
meri dati  a,h,c . L’  equazioni  saranno  I.  x — -y  = a , 
II.  x — z = b.  III.  y — z — c:  ma  poiché  la  II.  è la 
sómma  deli'  altre  due , il  problema  é più  che  determi- 
nato ed  anche  impossibile , se  pur  non  sia  b = a-+c . 

X.  Avendo  dei  gettoni  nelle  mani , ne  passo  uno 
dalla  destra  alla  sinistra , e con  ciò  ne  ho  un  egual  nu- 
mero in  ambedue  : ma  se  ne  passassi  due  dalla  sinistra 
alla  destra , questa  ne  avrebbe  il  doppio  dell’  altra . Quan- 
ti gettoni  erano  da  principio  in  ciascuna  mano  ? 
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Sieno  x quelli  della  destra , y quelli  dilla  sinistra 
si  avrà  per  la  prima  condizione  x — 1=^-4-  i,  e per 
la  seconda  a-  -4-2  = 2 ( v — 3).  Sottratta  la  prima  dalla 
seconda,  si  ha  y = 8 , onde  x=  io. 

XI.  Un  Orefice  vende  3 once  d’oro  e 5 d’argen- 
to per  318  lire-,  e 5 once  d'  oro  e 7 d’  argento  per  522 
lire:  quanto  costa  1*  oncia  d’  oro  e d’  argento? 

Pesti  x e y i valori  cercati , b — 522 , <1  = 3 1 8 , si 
avra  3*  ■+  Sy  =5*  fi  • • - • $*  ly  — b , le  quali , operando 

secondo  la  regola  (185),  diventilo  i5A--4-25jy  — . . . . 

T5X--4-  2 i v —jb,  da  cui  si  ha  4v  = &a — 3&;  dunque 
y — 6 , valore  che  sostituito  in  una  dell’  equazioni  pri- 
mitive , dà  a-  = 96 . 

Per  generalizzar  simili  problemi , sieno  le  due  e- 
quazioni  I.  px-+  qy  = a * II.  mx-\-ny  — b . Moltiplican- 
do la  I.  j>er  m e la  II.  per  p , ho  IH.  mpx  •+  mqy  =x 
am , IV.  mpx  -4-  npy  = bp , e sottraendo  la  IV.  dalla 
Iti. , verrà  mqy  - npy  = am  — bp  -,  perciò  y{mq-np)~ 

am  - bp , e finalmente  v = — — — Sostituito  questo 

mq  — rip 

valore  nella  I o n , trovo  a-  = ^ — — . Se  ora  le  leu 

mq  — np 

tere  m,n,p,q  abbiano  i respettivi  valori  del  problema 
ultimo,  a-  ed  y saranno  respettivainente  96  e 6 come 
sopra  ; e variando  i valori  delle  quantità  date  , la  so- 
stituzione nelle  formule  di  jted’^  risolverà  tutti  i pro- 
blemi analoghi.  Perciò  le  soluzioni  generali  son  prefe- 
ribili alle  particolari , 

Xn.  Comprai  tre  cavalli  : il  primo  colla  metà  del 
prezzo  degli  altri  due , vale  25  zecchini  ; 1’  altro  con  un 
terzo  del  prezzo  degli  altri  due,  26;  l’ ultimo  colla  me- 
tà del  prezzo  degli  altri  due,  29.  Qual  è il  prezzo  di 
ciascuno  ? 

Chiamando  x , y , z i tre  prezzi  cercati , 1’  equa- 
zioni del  problema  saranno  x •+  ^ y -4-  §z  = 25  ...  y -4- 
-ix  -4-  = 26 . . . z -4-  %x  -4-  iy  = 29 , le  quali , fatti  spa- 

rire i rotti  (1  j8),  divengono  Ì3*-+.y-Kz==5o,II.3.v-k 

X -4-  » 
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a? -+•  z — "8 , IH.  2z  -+  x -+  y = 58 . Tolgo  la  I.  dalla  II. 
e viene  IV.  2 y — x = 28  ; moltiplico  la  II.  per  2 e 
ne  tolgo  ia  III. , il  che  mi  dà  V.  &y  x ==  98  j infi- 
ne sommo  la  IV.  e V.  e trovo  y — 1 8 , valore  che  so- 
stituito nella  IV.  dà  x = 8 , onde  posti  nella  III.  i va- 
lori di  x,y , si  ha  z—  16. 

187.  I problemi  sono  impossibili  quando  conducono  ci 
un  risultato  assurdo;  per  esempio  : trovare  un  numero  x egua- 
li alla  sua  decima  parte;  ridotto  il  problema  in  equazione, 

si  ha  x — — cioè  rozzi,  assurdo  che  dimostra  impossibile 
1° 

il  problema.  I problemi  poi  sono  in  realtà  teoremi  quando 
l’ equazion  finale  c identica  e perciò  si  riduce  a o:no;  per 
esempio:  trovar  tre  numeri  x,x-t-d,x-f-2d  in  .continua  pro- 
porzione aritmetica  onde  il  prodotto  degli  estremi  col  quadra- 
to dl  della  differenza  eguagli  il  quadrato  dell’  intermedio  : 
ridotto  il  problema  in  equazione,  si  ha  .sd-eadA’-t- d1  zrjd-e 
0 dx-+  d cioè  o — o,  risultato  vero,  da  cui  essendo  svani- 
to x , si  impara  che  il  problema  è un  teorema,  e che  co- 
munque si  prenda  x , la  proprietà  ricercata  avrà  sempre  luo- 
go. Così  l’Algebra  risponde  a tutto:  scioglie  i problemi  se 
son  possibili,  e fa  conoscere  se  sono  impossibili  o se  dege- 
nerano in  teoremi , 

Equazioni  del  secondo  grado- 

1S8.  L’  equazioni  quadratiche  o del  secondo  grado 
posspn  rappresentarsi  con  la  formula  x*  -+  px  — q in 
cui  p e q son  note  : trovata  dunque  la  risoluzion  di 
questa , saran  risolute  generalmente  tutte  1 altre . Ora 
i°.  per  avere  il  valor  di  x,  bisogna  estrar  la  radice  qua- 
dra dall’equazione  x*  -+px  = q;  29-  se  p = o , ì equa- 
zione diventa  x'  — q,  onde  (179)  *'  = =±\Az>  e si  avrà 
x esatto  o approssimato  quanto  si  vuole  (165).  Il  radi- 
cale ha  il  doppio  segno  a cagion  del  doppio  valor  dell’ 
incognita  (163) . 

189.  Ma  se  p è quantità  reale,  bisogna  compire  il 
quadrato  del  primo  membro  (151),  e aggiungere  al  se- 
condo la  stessa  quantità  (i^l)  ; dunque  xz  -+  px  -ì-  i 

li 
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q -4-  %p~,  e perciò  (t"9)  x -+-  £p  = =t  V ( q ■+  |pa  ) : ed  x = 
Ìi>=fcV($H-£pl). 

190.  I due  valori  di  *•  indicati  dal  segno  rt»  chia- 
mami radici  ; onde  ogni  equazione  del  seconde  grado  ha 
due  radici , cioè  #•=  - %p  •+  V ( q -+  %p*  ),  ed  jc  ==  - £p  — 

19 1.  Se  </  è positivo,  lo  è anche  il  radicale,  poi- 
ché è positivo  (121);  onde  o il  valor  di  q-+^p*  for- 
ma un  quadrato  e può  aversene  la  radice  esatta,  onon 

10  forma  e la  radice  può  aversi  per  approssimazio- 
ne (165). 

192.  Ma  se  q è negativo,  posson  darsi  tre  casi;  i°. 

q<Clp*‘,  allora  il  positivo  supera  il  negativo,  e il  resta 
è reale  : 20.  q = -^pt  ; allora  il  radicale  sparisce , e il  dop- 
pio valor  di  x si  riduce  a -~p,  cioè  le  due  radici  dell’ 
equazione  x* -+px  = q sono  eguali:  30.  allora 

11  negativo  superando  il  positivo,  il  resto  è negativo  e 
la  radice  è immaginaria  (145).  Ecco  dei  Problemi- 

193.  I Trovare  un  numero  che  col  suo  settuplo  e 

col  suo  quadrato  dia  144.  Chiamo  x questo  numero  ; 
dunque  il  suo  quadrato  è x1 , e si  ha  1 equazione  xz  -+• 
~jv=  144 . Compito  il  quadrato , avrò  x1  -+  2X  -e  *4-  = 
144-4-  , ed  estraendo  la  radice  e trasponendo , verrà 

*■  =-£=*✓(  I44  + V)==-  V *£*■*= 

; dunque  x — - ^ db  • Il  segno  -t-  dà  x = - £ -+■ 
= 9 , il  segno  — dà  x — - ^ - 16 . Infatti  il 

quadrato  di  9 ( = 81  ) con  sette  volte  9 (=  63),  come 
pure  il  quadrato  eli  — ió  ( = 2 36  ) con  sette  volte  - 1 <5 
(=-112)  dà  144.  Ecco  un  esempio  della  doppia  so- 
luzione che  ricevon  l’ equazioni  del  sei  ondo  grado . 

194.  Si  può  anche  paragonar  1’  equazione  x ' -i- 

£.*•=:  144  con  l’equazion  generale  (188)  x*  px  = q> 
e si  ha  p — 2 , q = 144;  onde  sostituiti  questi  valori 
nelle  formule  ( 190)  - =±  V ( q -+  £pl) , viene  * = 9 ed 

x = - i6 . 

II.  Trovare  un  numero  tale  che  sottraendo  2 dal 
suo  quadrato,  il  resto  sia  1 - Chiamo  x il  numero,  e 
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avremo  ,*a-2=i;  trasponendo,  *-*  = 3;  estraendo  la 
radice,  jr=^±v'3:  dunque  la  radice  di  3 presa  o in 
-+-  o in  — , soddisfi  al  problema  : ma  essendo  ella  inas- 
segnabile , bisogna  contentarsi  d'  un’  approssimazione  . 

■ III.  Dividere  il  numero  io  in  due  parti  tali  che 
il  lor  prodotto  sia  100.  Fatto  a — io,  b = ioo,  ed  x 
una  delle  parti  cercate,  l’altra  sarà  a — x,  e ii  loro 
prodotto  ax  — x2  ; onde  l’equazione  è ax  — xz  = b . 
Trasponendo  i due  membri  per  render  positivo  a*2,  si  ' 
avrà  x2  — ax  — ' — b . La  formula  ( 1 88)  dà  p = — a,  q — 

— b , onde  x — rfc  V (~b-+  %a2  ) = 5 =±  V ( — 100  -r 
— 5 rt  V — 75,  radice  immaginaria;  dunque  il 
problema  è assurdo,  nè  si  può  divider  io  in  due  par- 
ti che  moltiplicate  faccian  100. 

IV.  Un  numero  x di  persone  debbon  pagar  342*  per 
egual  porzione  . Tre  non  pagando , suppliscon  1 altre , 
il  che  importa  a ciascuna  19'  di  più.  Cerco  x . hi 
dirà:  la  parte  di  ciascuno, se  tutti  avessero  pagato,  sa- 
rebbe — — ; tre  non  pagando , la  parte  dei  rimanenti 


è — : ma  questa  supera  1’  altra  di  19*;  dunque 
x 3 


— =19.  Fatte  le  operazioni,  si  trova  a* 2 - 
«*  — 3 x 

3*  = 54 , e paragonando  con  la  formula  , si  ha  p 
-3W  = 54’°nde^  — |^±V(54-ff  )=|r±V  — 

j|  -±_  = 9 'ovvero-  <5.  La  prima  soluzione  è quella 

che  si  cerca;  la  seconda  è relativa  a un’  altra  esposi- 
zion  del  problema . Eran  dunque  9 i Viaggiatori , 6 
dei  quali  pagando  57*  per  uno , hanno  formata  la  som- 
ma di  34*2'.  , 

La  radice  negativa  — 6 serve  al  problema  inverso,  cioè: 
t/n  numero  x di  persone  debbon  pagar  342*  per  egual  por- 
zione: sopraggiungon  tre  altri  che  pagando  la  loro  parte, 
diminuiscon  di  19'  la  porzione  dei  primi.  Cerco  a . Risolven- 
do il  problema,  si  trovan  le  radici  -4-  6 c — 9. 

V.  Un  Generale  vorrebbe  dispor  dei  Soldati  in 
battaglion  quadrato;  ma  nel  suo  primo  disegno  av3*- 
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?ann  124  uomini , e se  aggiunge  un  uomo  ad  ogni  fi- 
la, ne  mancano  129  . Quanta  è fa  Truppa?  Pongo 
<7  = 124,  b=  129,  x il  numero  dei  Soldati  d una  fila 
nel  primo  disegno  ; sarà  x ■+  1 il  loro  numero  nel  se- 
condo: or  nel  primo  la  Truppa  è x*  -va,  nel  secon- 
do ( a*  —4-  i)z-b;  dunque  ella  è espressa  in  due  modi 
da  cui  risulta  l’equazione  x*  -v  a — x*  -v-  2x  -+  1 - b , 
che  par  del  secondo  grado:  ma  trasponendo  (i?~),  r»j- 

sta  x =— • — 126,  onde  x‘~  = ioS“6 , ed  x'’  -+• 

a=  f 6000 , Truppa  cercata . 

VI.  Si  ccrcan  due  numeri  tali , che  il  triplo  del  loro  pro- 
dotto eguagli  e il  doppio  della  lor  somma , e la  differenza 
de’lor  quadrati.  Sia  x il  più  grande  de’ numeri,  y il  mino- 
re. Per  la  prima  condizione,  2 ( a -Vy  ) ~ 3-tj  -,  per  la  secon- 
da, %xy~  x1 — y* , onde  2(a-  -v-y  j—  x* — y1 . Da  questa  c- 
quazione  si  deduce  or  ~ j 2 il  che  cangia  la  precedente 
in  47-4-4— 3^-4- , d'onde  viene  (-zoi)  y — — A ± V 1 3 * 
ed  * — 

VII.  Il  numero  degli  scudi  di  A,B  è tale  che  la  lor 
somma  sottratta  dai  lor  quadrati  fa  "8,  ma  unita  al  lor  pro- 
dotto fa  39.  Qnali  son  questi  numeri?  Gli  chiamo  x,y  e 
operando  nei  modi  soliti,  il  problema  che  è del  secondo  gradò, 
comparisce  del  quarto  . In  tali  casi  potrà,  farsi  così . Sia  2x 
la  somma  dei  due  numeri , 2 y la  lor  differenza  ; dunque 
(184)  il  maggiore  sarà  x-v-y,  il  minore  a- — y.  Si  avrà  per- 
ciò Ia.  ( ar-ry)1-*-  ( * — y)1 — 2i^78,  cioè  39  =r  jc1  H- .jr  — 

II*.  — y )h-  2x7=39—  — jy * — 1-  2 jc . Somman- 

do le  due  equazioni,  verrà  2j;1-+^ — 78 , che  risoluta  da  x — 
— ^-4-^  = 6,  onde  yz  =139  -+  x—  x* —9,y—$,  e i nume- 
ri cercati  x-vy  , x — y — 3. 

195.  Dee  qui  osservarsi  per  ultimo  che  1*  equazioni  di 
Questa  forma  xza-vpxm  — q si  risolvono  come  quelle  del  se- 
condo grado;  poiché  fatta  xm—y,  si  riducono  ad  yz  -4- py~ 

m 

qonàeyzz  — V" chedk*=a±y'[— • Tp±^(^p*-+- 

2)1- 
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Infiniti  t Infinitesimi 


1 96.  T ’ Infinito  e X Infinitesimo  son  proprietà  del- 
la  quantità,  per  cui  ella  può  crescere  e 
scemare  oltre  ogni  limite  . L’ infinito  del  priirì  ordine 
che  dicesi  anche  puramente  infinito , ha  per  carattere 
00 , e nasce  dalla  somma  o della  serie  I4i-hh-  ed. 
in  infi.  =3  00 . 1 , o dell’  altra  a -+  a -+  a •+  ec.  in  infi.  — 
■00  a , che  quantunque  ineguali , hanno  però  tra.  loro 
la  ragion  finita  I : a . Gl’  infiniti  di  second'  ordine  , dì 
terzo  ec.  possono  essere  oo1 , 00 3 ec. 

193;.  Poiché  I-H4I4  ec<  in  inf.=.~l— =00, 


a I 

= ao  a,  avremo  — 

I — I o 


ed  34^424  ec.  in  inf.z 
co  ovvero-^- = 00  a,  cioè  un  finito  diviso  per  zero  , e- 
sprime  £ infinito . Di  qui  viene  i*.  ~ =0  ovvero  = 
o . a = o , cioè  un  finito  diviso  per  £ infinito , esprime 

05  J 

£ infinitesimo  0 zero:  2®.  — = — = 00  , cioè  £ infinito 

diviso  per  un  finito,  esprime  £ infinito:  3*.  Y” & ~ 
o , cioè  zero  diviso  per  un  finito  1 esprime  zero  o £ in • 

finitesimo  : 4*.  o-co  = — .00  = a , cioè  £ infinitesimo 
o zero  moltiplicato  per  £ infinito , dà  un  finito  : 5".  — . b =j 

A . °° 

o . b — o , cioè  £ infinitesimo  o zero  moltiplicato  per  un 

finito , dà  zero  o £ infinitesimo  : 6°.bzt—  - Ì4oa 
» eo 

b,  e del  pari  oorfco .<ìo=<»rfc  1 (3°-)  = (i=to)a>rr: 

00 , cioè  aggiunti  e *; tolti  al  fini te  un  infinitesimo  , e 
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alt  infinito  un  finito , essi  non  crescono  e non  scemano  : 
1 . = — ,e  perciò  o . co  a = — ; e del  pan — 

" O O O 1 CO 

_ J 30 

— , e perciò = — » cioè  zero  diviso  per  zero  ed  in- 

00  0 .00  00  . 

finito  diviso  per  infinito , esprimono  un  finito  (-°-):  8 . 
oo"r±  oo"  ( supposto  n = m H-  k ) = ( co*  rt  I ) oo"  = 

00  co";  e del  pari  -Lj-t-L  — ( I =t  A )A= 

00  CO  CO  co 

(5*.  ),  cioè  l'infinito  d’  ordine  inferiore  svanisce  in 

90 

confronto  dell ’ infinito  d'  ordine  superiore  negli  interi  ; 
al  contrario  nei  denominatori  dei  rotti . 

I (jS.  Due  cose  potrebbe  dedur  taluno  dal  fin  qui  detto 

(197.6°.  ):  l’ una,  che  dunque  flce:fc,72_ao3.  e questo  è fal- 
so , perchè  la  somma  o differenza  degli  esponenti  è molti- 

r SO 

plicazione  o divisione  (143):  l*  altra,  che  dunque  (ih ) rm 

00 

I30  — I ( supposta  r finita  );  conseguenza  pur  falsa,  per- 
chè il  prodotto  dell’  infinitesimo  per  l’ infinito  da  un  finito 

(197.4°.).  Infatti  sviluppando  quel  binomio,  e fatto  « — 

• 00 

1 —co  — 2 ec.  = co  ( 19:  . 6°.  ),  si  ha  ( I4-)  — I H-  r H- 

CO 

rì 

1 1-  ec.—f,  quantità  finita  e > 1 . 

3 -3 


199.  Si  raccoglie  però  da  questa  equazione  che  vi  è si- 
curamente un  infinito  assai  diverso  dai  fin  qui  considerato. 

. " co 

Poiché  supposto  «3(1  -f — ) , che  sava  r?  non  sarà,  fini- 

co 

ta,  perchè  verrebbe  co ~f{  1 93 ) , il  che  è assurdo:  non  sarà 
infinita  nel  senso  finora  inteso,  perchè  verrebbe  oc  — r,  cioè 
il  primo  membro  dell’ equazione  eguaglierebbe  il  solo  secondo 
termine  del  binomio  sviluppato  ( 198  ),  il  che  pure  è assurdo  : 
sarà  dunque  r infinita,  ma  infinitamente  più  piccola  dell’  infi- 
nito ordinario.  Si  rileva  lo  stesso  dall’ equazioni  rr—  co ,rr'  — 
ao  ec. , ove  r non  può  esser  finita,  perche  la  sua  potenza  fini- 
ta non  può  eguagliar  l’infinito;  e non  può  essere  infinita  nel 
primo  significato,  perchè  co03  =r 00  è un  assurdo.  Vi  è dunque 
un  certo  infinito  o»'  ( infinitamente  minai'  d’ » ) che  ha  un  nu- 
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mero  infinito  d’ ordini  ce",  <*"'  ec.  infinitamente  minori  d’  c»' 

>>  <»" 


ec.  = co. 


che  danno  co'  oc''' 

2oo.  Debbano  infine  valutarsi  1*  espressioni  4®°  , 

( )°°  quando  ^ è un  rotto  proprio.  Pongo  4~  cH-ft,  ed 

. cc* cam  _ 

4®®  "(c-f  /t)00  ~ r 


oc' 


«y.  ® p 00  “““■  B 7 . B 

c00  -r  oo  c00  1 7i  -+■  ec. . H f-  cc. . . . 

2.3 


; dun- 


. . m 


7i"cc 


» 


que  S5Z3Sr<7??i.--»  (4S)i  <‘unqoe  •***  >••• 

/i"1  oo"c°° 

-,  cioè  il  finito  a potenza  infinita  è infinite  volte 

2.3...  mcm 

. o «e*  2.2...nac*  . , „ . „ . 

maggiore  di  co  : 2 . < — — — — — , cioè  Z infinito  a po- 

tema  finita  divisò  per  un  finito  a potenza  infinita , esprime 

2,rt  lia  7720^ 

meno  dell'  infinitesimo'.  3°.  • < —72— cioè  un  rotto 

J 4°°  4*  co” 

proprio  a potenza  infinita , è meno  deZZ’  infinitesimo . 


'RAGIONI,  PROPORZIONI  E PROGRESSIONI 

201.  Due  quantità  posson  paragonarsi  tra  loro  o 
sottraendole  o dividendole:  la  differenza  o il  quozien- 
te che  ne  risultano , diconsi  la  loro  ragione  . Ella  è 
aritmetica  se  si  prende  la  differenza,  geometrica  se  il 
quoziente  . Così  la  ragione  atitmetica  di  39  a 13  ò 

39  - 1 3 = o(5 f ]a  geometrica  è — = 3 ; le  due  quanti- 

® 3 

tà  39  > T3  si  separano  con  due  punti  e diconsi  ante- 
cedente e conseguente . Invertendo  i termini , la  ragio- 
ne aritmetica  sarebbe  13  - 39  = -26,  la  geometrica 

: ma  noi  sottrarremo  il  minor  termine  dal  mag- 

39  3 

giore  , e divideremo  il  maggiore  per  il  minore  . 

202  Dunque  i°.  supposta  b:a  una  ragione , e fat- 


/ 
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r*.  fi  o q la  sua  differenza  o il  suo  quoziente , sara  per 
1’  aritmetica  b-a  = d o b = a, -i-  d,  per  la  geometrica 

— = <2  o b — aq,  e si  avrà  la  formula  generale  delle 
a 

due  ragioni  a : a -+  d , a:  aq:  2°.  duo  ragioni  saranno 
eguali  se  abbiano  la  differenza  o il  quoziente  medesi- 
mo ; perciò  a : a *+  d — b ; b -t-d,  perchè  a-+d-  a — 

d~b  -+•  d-  b , ed  a:  aq  — b :bq  perchè  — = q = : 

3°.  le  due  specie  di  ragione  procederanno  con  opera- 
zioni sempre  corrispondenti  di  sottrazione  e di  divisio- 
ne, di  somma  e di  moltiplicazione,  e perciò  anche  di 
moltiplicazione  e di  forinazion  di  potenza,  di  divisione 
e di  estrazion  di  radice  ; e come , per  esempio , la  geo-- 
metrica  che  è un  rotto  (201),  non  si  cangia  moltipli- 
cando o dividendo  per  una  quantità  stessa  i suoi  ter- 
mini (49) , così  non  si  cangia  f aritmetica  coll’  aggiun- 
gere o togliere  ai  suoi  termini  ima  medesima  quantità, 

203.  La  ragione  si  chiama  composta  se  sia  la  som- 
ma o il  prodotto  di  più  ragioni  : così  le  ragioni  a : b ,J\ 
g,  h:  k danno  la  composta  aritmetica  a -+/*-+•  h:b-+g-h  k, 
ola  composta  geometrica  afh'.bgk.  Che  se  le  due,  le 
tre  ec-  componenti  sieuo  eguali  (202.20.),  la  compo- 
sta aritmetica  sarà  dupla , tripla  ec, , e la  composta  geo- 
metrica sarà  duplicata , triplicata  ec.  d’  una  qualunque 
delle  componenti  : così  le  due  aritmetiche  eguali  a:a-t* 
d,b:b-*-d  ( 202.2*.  ) danno  la  dupla  a -b  b : a -+-  b 

a d , la  cui  differenza  2Ì  è doppia  di  d ; e le  due  egua- 
li geometriche  a:aq,b:bq  danno  la  duplicata  ab:abq'1 , 
il  cui  quoziente  qz  è duplicato  o quadrato  di  <7.  Perciò  . 
la  ragion  duplicata , triplicata  ec,  dicesi  anche  la  ra- 
gion dei  quadrati , dei  cubi  ec.  I 

204.  Due  ragioni  eguali  ( 202. 2°. ) formati  la  pro- 
porzione, che  è o aritmetica  o geometrica  se  le  ragio- 
ni sono  aritmetiche  o geometriche  : 1’  una  si  distingue  J 
con  tre,  1'  altra  con  quattro  putiti  tra  le  due  ragion^ 
Perciò  a:  a-b  d . b : b ~b  d è la  formula  generale  del-’ 
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le  proporzioni  aritmetiche,  ed  a:  aq‘:‘b  : bq  delle  geo- 
metriche, e si  pronunziali  così:  a sta  ad  a -+ b o ad 
aq,  come  aritmeticamente  o geometricamente  b a 1) 
d o a bq.  Il  primo  e 1’  ultimo  termine  diconsi  estre- 
mi , i due  di  mezzo  inter medj , e la  proporzione  seni* 
altro  aggiunto  s’intende  sempre  geometrica.  Non  par- 
leremo dell’  armonica , poco  il*  uso  tra  i Matematici  , 
e risultante  da  quattro  termini  tali  che  il  primo  stia 
all’  ultimo  come  la  differenza  de’  due  primi  a quella 
de’ due  ■ultimi:  se  ne  ha  un  esempio  in  6,8,14,21. 

205.  Quando  di  quattro  termini  dati  il  primo  sta 
al  secondo  o come  il  terzo  al  quarto  o come  il  quarto 
al  terzo , x due  ultimi  diconsi  in  ragione  o diretta  o 
inversa  de’  due  primi . Nell’  un  caso  i quattro  termini 
formano  proporzione  (-204),  non  già  nell’altro;  e per 
ristabilirla  bisogna  o sottrar  dall’  unità  i due  termini 
inversi  scrivendo  q : a -f  d •%  1 — 1 b — d:  1 — b,  o di- 

viderìi  per  l’unità  scrivendo  a:aqy.'—:  infatti  • 

quei  due  termini  si  sommino  con  2 b-+d  o si  moltipli- 
chino per  b'q  (202),  rinascono  le  proporzioni  pri- 
mitive . 

206.  Se  queste  hanno  quattro  termini  diversi , «i 
chiaman  discrete  , se  gl’  intermedi  sono  uno  stesso , si 
dicono  continue.  Tali  sono  a:a-+d  v a-fr  d'.a-+2,d  , 
ed  a :aql  : aq  : aq * , che  più  in  breve  si  scrivono  — a:  a -+• 
d : a-*-  2 d e -K-  a : aq  : aq 

20".  Una  serie  finita  o infinita  di  proporzioni 
continue  forma  la  progressione  , le  cui  formule  facil- 
mente si  deducono  .da  quelle  titilla  proporzion  continua 
(206).  Eccole 

Progressione  aritm*.  a : a •+.  d:a  •+  2d:a  -r  3 d ...  a -+■ 

1 

rr/téjttfssione  geom*  a : aq  : aq*  : aq* ....  aq"  1 ^suppo- 
numero  dei  loro  termini  . E da  tutte  queste 
jpBmle  nascon  le  proprietà  di  cui  dobbjam  parlare. 

2q8.  X,  In  ogni  proporzione  aritmetica  v , 0 geome- 
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tri'*  ; ; , le  somme , o i prodotti  degli  estremi  e degli  in- 
ter tnedj  si  eguagliano.  Infatti  da  a : a -+  d r.  b :b  -h  dsì 
ha  a -+■  b -+  d — a -+•  d ■+  b , e da  a:aq’.‘b:  bq  si  ha  abq  — 
aqb  . Onde  dati  tre  termini  qualunque  può  sempre  a- 
versi  il  quarto  proporzionale  x\  poiché  se,  per  esem- 
pio , manchi  il  terzo  nell’  aritmetica , sarà  a -+  b 
d = a-*-d-+  x ed  pc  =■  b-,  se  manchi  il  secondo  nella 
geometrica,  sarà  abq  = bx ed  x = aq del  pari.se  man- 
chi il  primo  nell’  inversa  aritmetica  x :a-¥  d .-.  i — 
b — d:  l — b,  sarà  *■-+•! — b =a-+  d -+  I — - b — <£, 
ed  x = a-,  se  manchi  il  terzo  nell’inversa  geometrica 

a : aq  \ \ x : — , sarà  — = aqx  ed  x — ì- . 

bb  bq 

209.  II.  In  ogni  proporzion  continua  -r  o ~ la 
somma  o il  prodotto  degli  estremi  eguaglia  il  doppio  o 
il  quadrato  del  medio.  Infatti  da  -f-  a:  a-4-  dìa  ■+  2 d si 
ha  a -4-  a -4-  2d  = 2 ( a -4-  d ) , e da  ff«  : aq-.  aq 1 viene  a . 
aq * = ( aqY . Onde  per  trovare  il  medio  x jdati  gli  e- 
stremi  a , a -+  ad  ovvero  «,^2*,  vi  vorrà  la  division 
per  2 nell’  aritmetica  , e 1’  estrazion  della  radice  se- 
conda nella  geometrica  ; poiché  d -+•  a -+  2d  = o.x  ed  x =s 

— a~±d,  ovvero  a.aq'  z=xz  ed  x =:  *f(aqy=z 
aq. 

aio.  III.  Ogni  proporzione  <*.  o dà  un  equazio- 
ne, il  che  è evidente  (208.209),  ed  ogni  equazione 
dà  una  proporzione  0 — . Sieno  le  tre  equazioni  qua- 
lunque l*.  mn  = pq  \ a*.  xy  — 1 ; 3’.  a*  — at1  = b1  — jy1; 


se  si  vuole  la  proporzione  aritmetica,  sarà  i°.  1 : — 


1 ; 30.  a*  : b~‘  x*  :y'~  ; e se 


si  vuole  la  proporzion  geometrica,  verrà  1 °.m:  p ; ; 
? : n ; ff  x ; 1 :y  ; 3*.  a -+  x : b ■+ y * : b — y : a — x . 

21 1.  IV-  Salva  la  proporzione  piossono  i°.  metter- 
si gli  estremi  in  luogo  dei  medj[,  e un  medio  0 un  estre- 
mo in  luogo  dell'  altro:  2°.  sommarsi  0 sottrarsi  nell'.-. 
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€ moltiplicarsi  o dividersi  nella  1 ; per  una  stessa  quan- 
tità m tutù  i termini  ; o anche  per  ai  i due  primi , t 
per  f i due  ultimi  ; o per  ni  il  primo  ed  il  terzo , e per 
€ il  secondo  ed  il  quarto:  .3°,  sommarsi  o sottrarsi  nell’ 
lina,  e moltiplicarsi  o dividersi  nell'altra  i corrisponden- 
ti termini  di  due  proporzioni  omogenee:  4".  moltiplicar- 
si 0 dividersi  nell' tutti  i termini  per  in;  e tutti  nel- 
la 1 alzarsi  alla  potenza  o deprimersi  alla  radice 


suna  0 . 

an  : 5 • nella  sola  l ' ridursi  i primi  e gli  ultimi  due 
in  un  sol  termine  sommandoli  o sottraendoli , per  metter- 
li in  proporzione  o col  primo  e col  terzo , o col  secon- 
do e col  quarto,  o con  le  differenze  o somme  dei  due 
primi  e de'  due  ultimi . Infatti  presa  per  compendio  la 
proporzione  a : h I * c : d ; sussiste  nei  casi  enunziati  la 
fondamental  proprietà  ( 208  ) delle  proporzioni  : 


i°-b:a.-:y,d:c,a:c  v ; ; b : d 
2° . m -+  a : m b c : d c •+/*: d -+f ima: mb  c : d 1 ; 

fi  -fi  ec. 


- { a:bs.m.‘.c:d  , , '±1 

3 • ( p:q.\:ir:s  a :±P’b .=*=  ? c r:  <*=*  s » aP 


bq 


rtl 


±1  ±1 
cr  : ds 


±l  , rti 


4®.  am  :bm 


±1  , ±1  m 

cm  ; dm  ; a 


±1 


, m 


il 


c 

• » v 


m 


±1 


±t 


rn 


S'-a-tb  :b\  1 Cztd:d,  ar±b:a+^b\ 1 e db  rf  : <?  =*=  rf ec. 

212.  V.  In  una  serie  di  proporzioni  o M la  som- 
ma degli  antecedenti  sta  aritmeticamente  0 geometrica- 
mente a quella  dei  conseguenti , come  uno  o piu  antece- 
denti ai  lor  conseguenti,  uniti r nelle  aritmetiche,  alle 
rimanenti  differenze.  Infatti 

I *.  a : a -+  d v b : b -+•  d •••  c : c -*■  d \’fi:  f-’r  d eq.  ci  ;danao 
a -4-  b -+•  c -+fi :a-ì-b-hc  4 d ’.\a  :a-+  d- +■  3 d 

2 0 • a:aq‘.  lb:bql  ‘.c  : cq  * \f :Jq  ec.  ci  danno 

a-\rb-+  c-+t/':(n  -+k  -+c-+f)q’.  '.a:aq  (8).  Passo  al- 
le progressioni . 
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2i~.  I.  In  ogni  "progressione  — o , . le  sanine  o i 
prodotti  degli  estremi , e di  tutti  gli  equidistanti  dagli 
estremi  si  eguagliano.  Infatti  da  --  a : a -+d  : a -+■  2<Ì  .... 
UH-  (n-2  )dia-+(n — l)d  viene  a-+a-+{n  — I ) d = 

* n — a . 

a _4-  d h-  a -+  ( n - 2 ) d ec.  ; e da  a:  aq:  aq  - <*$ 

«— i • i 2 

ag  viene  n . ni)  z=aq  .aq 

214.  II-  Zzi  ogni  progressione  0 7-7  tl  primo  ter ■* 

simo  . * 

mine  sia  al  terzó,  al  quarto , n » come  aritmie  ti * 

camente  0 geometricamente  i doppi  o i quadrati,  i tripli 

pii  / siilic  j j 

o i cubi , gli  ( n - 1 ) O le  potenze  ( n - 1 ) del  pri- 
mo e del  secondo.  Infatti  da  4- a:  a-4*d.- d-b(n — i)>* 
viene  al  a-h(n  — 1 )d  *••  ( n 1 )a:(n  — 1 ) ( a *+•  d ) ; « 

. 11 — -I  ri — I . — I 

da  ff  a : aq ....  aq  viene  a : aq  ‘.'.a  : aq)  • 

2i(y  III.  Se  i varj  esponenti  d'  una  quantità  sicno 

in  processione  aritmetica , le  varie  potenze  della  qudii- 

* ' ° . • r c • a 

tità  saranno  in  progressiva  geometrica . Intatti  p > 

pa  1 ec.  formano  una  progression  geo*' 

metrica  (2T3);  di  qui  la  felice  idea  dei  logaritmi. 

2 1 6.  IV.  La  Somma  s d'  una  progressione  di  n 
termini  si  hd  in  due  modi  suoi  proprj 1 1*.  se  fatto  » 
r ultimo  termine  , si  osservi  che  ella  risulta  da  tante 
somme  u-t-w  quanti  sono  i suoi  termini  presi  a due 

a due  (213);  perciò  Is=(a-t-<y  ) ~i  2*.  se  si  avverta 

che  ogni  termine  è composto  del  primo  a,  onde  nella 
somma  si  hanno  ria  termini , e che  le  differenze  formano  la 
progressione  di  n — 1 termini  -r-  dindi  fri  • • • ( n - 1 ) d , 
la  cui  somma,  per  la  I.  formula,  è ( d -f ( n — 1 )d) 

( ) = 1 in  ( — — - ) ; perciò  IIò=n(aH-h  J-  ) • 

Da  queste , sol  che  nell’  una  si  pongano  i valori  di 

a , n presi  dall’altra,  si  ha. Ili  5=n(w  — d~——)> 

e 

> 


Digitized  by  Google 


)(  85  X 

IV  <•  = ( ( i -+  ■—  ) -,  e due  qualunque  delle  quat- 

tro , come  la  I e la  IV , danno  la  Vn  = i4  — — ^ . 

a 

21".  V-  In -due  modi  suoi  proprj  si  ha  pur  la  som- 
ma s £ una  progression  f-f  di  n termini  : i°.  osservando 
che  tutti  i suoi  termini  sono  antecedenti  fuorché  l’ul- 
timo co , e tutti  son  conseguenti  fuorché  il  primo  a; 


onde  (212)  s — w:s  — alla:aqi  perciò  I s = £ : 

2°.  moltiplicando  per  q l’equazione  a-¥  aq-baq* 

aqn  1 =5,  onde  viene  aq-h  aq^-ì-  aqì  -+  ...  -+aqn  = 

sq  = 5 — a -4-  aq”  ; perciò  II  s = — ? — . Da  queste 

pure,  posti  nell’ una  i valori  di  ayq  presi  dall’altra, 

si  ha  IIIs=  — ) , IV  4t= 

9*  1 9—1 ' 


e due  di  esse,  «onte  la  II  è la  HI, 


n — l n — I 

u>  — ■ a 


danno  la  V a = _r 
3 


21 8.  VI.  I termini  tV  una  progressione  ~ o ~ sommati 
a2a2,a3a3  •••••»  ad  m ad  m,  danno  una  nuova  pro- 
greisione  -f-  o fv  (2 1 3) , in  età  la  differenza  d si  cangia  in 
dm1  e il  quoziente  q diventa  qm.  Infatti  la  gemma  dei  pri- 

. . . . , , . , , . m — 1 a (qm — I ) 

mi  m termini  sarà  (216.217  ) ni(a-t-a( j),o— l 

2 q — I 

e quella-  del  secondi  ( essendo  il  primo  di  essi  a~+md  o 

....  . , , d(m  — I ).  an"  (nm — n 

*9"  ) si  troverà  m ( a -f  md -4 ; )>o  — — ) : ora 

2 7—1 

queste  due  somme  formano  i primi  due  .termini  della  nuova 
progressione  j dunque  dm1,  e qm  che  si  hanno  col  sottrarli  o 
dividerli , ne  saranno  la  differenza  o il  quoziente . 

21 9.  VII.  All’incontro  i termini  d' una  progressione o 
TV  che  ha  d per  differenza  o q per  quoziente , possono  _rt- 
guardarsi  come  sodarne  di  m termini  d ’ un ’ altra  ignota  — o 
tv  , in  cai  la  s»mma  s di  m termini  è a , il  numero  n è 
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m , e la  differenza  d'  o il  quoziente  q ( esaendo  d — d'm*  t 
q — </*  (218)  ) sono  — - o i”  : onde  il  primo  termine  dell’  igno- 

ta  aritmetica  viene  a — — — ( 210.  II),  della  geo- 

2/71 

X 

metrica^' = — — — ^ ( 217.  Il) . Cosi  data  -i-  3,5  ec.»  ove 
2 — 1 

, • . d 2,7, 

a—  3 ,d=:  2,  se  sia  m — 3,  verrà  — - — — ,a  — — , e la  pro- 
ni1 p 9 

. . t 214  6 8 1 _ , 

gressione  ignota  sara  — , 1 , i — I 1— ,1— ,r  — |ec.  E da- 


ta 7T  3>2r  ec.,  ove  0 = 3,2  — Z»  se  sia  m = 2.,  verrà 9”  = 

X I 1 

7a,  a'— — — I )r  e la  progressione  ignota,  sarà.  7-7 

2. 


è chiaro'  che  i primi  e i secondi  tre  termini  nel  primo  e- 
sempio,.  e i primi  e i secondi  due  nel  secondo  r eguagliano 
il  primo  e secondo  delle  date , 

220-  Del  resto , dalle  dieci  formule  già  trovate 
(216.21?)  si  ricavano  le  40  seguenti,  per  cui  date 
tre  delle,  cinque  quantità,.  a,d  o ■ q,n,<a,s,  si  hanno 
r altre  due  , qualor  per  servirsi  delle  geometriche , si 
conosca  la  teorìa  dei  logaritmi  e dell’  equazioni  supe- 
riori . 
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Tavola  per  le  Progressioni  aritmetiche 


D:ite 

Si  ha 

formule 

22  1 . 

ti , n , u 

* 

a~u -d(n-  1 ) 

222. 

d,n,s 

a -iL’lull 

a. 

n 2 

223. 

d,u,s 

\ 

a = T d — V ({b  - 2ds ) 

**  A 

224. 

n,u  , s 

2 s 

a =z u 

n 

225. 

a,n,a 

d = ^ 

n — i 

22  6. 

a,n,s 

d 

d = *U-an) 

n{n  — i) 

227. 

^ t*>*  — à1 

a ,u  ,s 

2 9 — a — 1 L-  (I) 

2 2 8. 

n,u>,$ 

,j 2(u>n  s) 

n{n  — I ) 

229. 

a tcl  ,u 

u — a 
n=z  I -+■ — - — 
d 

2 s 

230. 

a,w  ,s 

Ti  

t 

n 

a-+  w 

231. 

a,d  ,$ 

232. 

d ,U  ,6 

233* 

a,d,n 

u = a-hd(n  — 1 ) 

2s 

234- 

a,n,s 

w — — - a 

n 

335- 

a,d,s 

Ù) 

u — — ~ d r±  \J  ( 2 ds-i-(a  •+-—■)*) 

236. 

d,n,s 

» d{n — I ) 

W = 1-—^ 

n 42 

23?. 

a,n,u> 

n . 

S~~  (A-i-u) 
2 v ' 

238. 

a td,  n 

s 

339- 

a,d,u 

, w-f  a . , w — a \ 

'=(— K»-*— j-> 

240. 

d,n,  a 

* = «(»  -<Ì(  ) ) 
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Tàvola  per  le  Progressioni  Geomctr'uhe 


I 


fi*l'  mm 

FORMULE 

241. 

j,n,u 

0) 

*=7- 

G42. 

q,n  ,s 

A 

*=^(?rT) 

v q*—  1 7 

240- 

q,u,s 

a — q(u~s)  -+s 

«44. 

n,u  ,s 

I * > 

(s-a)a""1  =:($  — u)  w”  1 

»45- 

d | 72  | co 

I 

, W \H“~“  * 
3=(7) 

246. 

d j fi  j ^ 

q 

- I =© 

a x a 

247- 

cl  5 CD  * S 

5 — a 

248. 

n , w ,5 

H ? FI T W 

— 7 -t- — — — O 

249- 

a,q,<a 

L'-fl  — La 

n = 1 -+  — -T 

l2 

250. 

CI  1 W y $ 

n 

Lw  — La 

n ■—  1 -+  T / X ! 1 

L(.s  — a)  — L(  s—  w ) 

L ( a ~\r  sia — I ))  — La 

251- 

a ,q  ,s 

n~  L q ' N 

252. 

q , u>  1 S 

Lm — L f wj  — 5(9  — I )) 
” “ Lq 

253- 

a t q t n 

w=aq" 

254- 

a ,n,s 

0) 

I 

( s - w ) u)“—  1 ==  ( 5 - a ) a”  ~ ' 

( S — a) 

255- 

a,q,s 

<1 

25  6. 

q,n,s 

(JEÌ> 

■■  » — ■■■■■  ■ • ‘r- — “• ■* 
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Date 

Si  ha 

FORMULE 

n n 

a,n,  « 

w*  1 — a 1 , 

I 1 

w’,r~i  — a"  1 

258. 

a ,q,n 

s 

,=«$£=! 1 
q—K 

259- 

a?  q — a 

a,q,v 

3 ~ q — 1 

360. 

q,n,u 

,=  “ e3'-1) 

Applicazioni  • I.  Tra  due  termini  a , w inserire 
m termini  in  progressione . Basterà  dunque  trovar  d 
o q ; e poiché  abbiamo  a , w ed  n — m- hs,  verrà  d = 

i 

— (*a5).*M-)":*I(»4S)-  Così  se  171  = 4,  » 

m-+ 1 a 

i 

, , U)  — a . u .v  . w — ex 

ha  d — , q = ( — ) e perciò  a : a h : a -+ 

6 a 5 

3 ( f) . a ^ 2I-  ~..a)  ; a -+■  : u j del  pari  ff  « : 

5 1 5 I 5 

(a4w)5  :(n5w')^:(a*«3  )5:(na>4)5: : w. 

II.  Uno  giocando  aggiunge  sempre  2 alla  sua  pò* 
sta , ed  un  altro  sempre  la  raddoppia  ; la  prima  volta 
giocarmi  3 e perdetono  per  dieci  volte  : cerco  le  per- 
dite . La  progressione  per  il  primo  è aritmetica , per 
il  secondo  geometrica , ed  abbiamo  a = ^,d  = q — 2, 
n—  io  ; dunque  il  primo  perde  .>'=120  (238),  il  se- 
condo 5 = 3069  (258). 

III.  La  popolazione  d’  un  paese  ò cresciuta  uni- 
formemente di  tanto,  che  In  4 anni  i Passeggieri  son 
giuuti  da  1000  a 3900,  e i Paesani  da  icooo  a 14641  : 

M 


/ 

f y 


» 

K 
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con  qual  progressione  si  son  fatti  gli  aumenti?  Dei 
Passeggieri  cresce  la  somma  e dee  cercarsi  d , ma 
de’  Paesani  crespe  il  prodotto  e dee  conoscersi  q : or 
poiché  per  gli  uni  a = i ooo , 00  = 3000 , per  gli  altri 
a = 10000  ,a>—  14641 , e per  ambedue  n = 5 ( men- 
tre al  cominciar  de’  4 anni  già  si  hanno  i primi  ter- 
mini 1000  e 10000  ) sarà  d.  = 500  (2 25),  e q — 

IOOOO  io  v TU/ 

IV.  Un  Vascello  insegue  una  Nave:  questa  nel  primo 
giorno  fa  13  leghe  e quello  6,  nel  secondo  l’una  ne  fa  15, 
l’altro  il  ec. , ambedue  in  progressione  — o ; cerco  se 
la  Nave  saia  raggiunta  e quando  e dove.  Poiché  i Legni 
vanno  in  progressione,  è forza  che  per  raggiungersi  faccia- 
no egual  viaggio  in  egual  numero  di  giorni  : dunque  nelle 
due  progressioni  gara  s — s'  cd'n—n.  Or  per  l’aritmetica, 
posto  <2  = 13 ,d  — li— 13  = 3.,  a'  — 6,d'—il  — 6 — 5 , si  a- 

. , , d ( n — I V.  . . ...  d'iii — 1)  . 

vrà  (238)  s — n{a-\ -)  cd  s — ri  {a! -- , 


cioè  a-+ 


d(n — I ) Q,^d'(n — I ) 2a-+cf — 2a" — d 


2 j 

g — , giorni  di  viaggio;  onde  s — s'—  100 — , leghe  o 4i- 

3 .9 

■stanza  dal  porto..  Ma  per  la  progression  geometrica,  posto 


— *3» 2 — si  troverà  (258)  a(2L— — 


1 1 


r 1 1 1 — 


con 


,.rin— 1\  aiq'—i)  q'*—i  . , 

mi  ) ovvero—^ — , equazione  che 

v2—  * ^(s— 1>  qn  — 1 

la  doppia  falsa  posizione,  fatto  n — 3,—4,  dà  per  primo  va- 
lore n — 3, Sii  per  secondo  « = 3,61,  per  terzo  n— 3,616, 
giorni  di  viaggio;  onde  s — s'  = 52,25,  leghe  o distanza 
dal  porro . 

V.  Un  Vascello  ed  una  Nave  partono  nel  tempo  stesso 

da  una  distanza  di  leghe  136  — — b per  incontrarsi;  la  Na- 

2 

ve  nel  primo  giorno  fa  4 leghe  e il  Vascello  6,  nel  secon- 
do quella  ne  fa  6 e questo  8 ec. , ambedue  in  progressio- 
ne o ~ ; cerco  quando  s’  incontreranno  e dove . Si  ha 
dunque,  come  sopra,  n — ri  ed  inoltre  la  somma  de’ due 
viaggi  s-i-s'  — b.  Or  per  la  progressione  aritmetica,  fatto 
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* — 4 > 2 > a'—6,  d'zz  2 , rerrà  s-\-s'  — n (*  -t-  — ~ — ) 

^ 3 

. d (n — l).  , . I a -+•  a »,  a-+-d 

n ( a H ’ì  — bj  cioè  n~ v~  ■ /r'“^u 

3 3 

I 2&  , - I ......  , 'i 

— ) -+■  -j,  1 — 6 — » giorni  di  viaggio  -,  onde  j = 61  — , 

s'=:24-^-.  Ma  per  la  pTogression  geometrica,  posto  a — 4, 

5 = — , a'  — 6,  q'  — — , si  avrà  s-f  s'=  — ^ — — -+■  . ... 
2 3 q — l 

—ì-~—l}=b,cioè  6(5  — 1 )(5'  — i)r=a(5'— I ) ( g"  — I )-^- 

a'(  5 — 1 )(gM  — I ),  ove  fatto  n = 5 , = (5(  si  ha  per  primo 
valore  n~  5,47  e per  secondo  n — 5,513  , giorni  di  viag- 
gio-, onde  s~  66, 796,  viaggio  della  Nave  * 69,704, 

viaggio  del  Vascello. 

Per  aver  poi  una  progressione  di  n termini  quando  n — 
» 4-,  come  irt  quest' ultime  applicazioni , basta  risolvere 

771 

in  m termini  ognun  dei  or -4-  I termini  della  data  (219)  ® 
prender  dell’  ultimo  le  parti  h. 


REGOLE 


Del  Tre , dì  falsa  Posizione  e <T  Interesse  . 

2(5 r.  ì.  jO-A-ti  tre  termini,  si  sa  come  può  aver- 
si il  quarto  proporzionai  geometrico  (208),  e la  Re- 
gola che  si  adopera  , dicesi  Regola  del  Tre  , frequen- 
tissima in  tutte  le  Matematiche  • Ellà  è semplice  quan- 
do dati  tre  termini  si  cerca  il  quarto  , ed  è compo- 
sta quando  datine  cinque  , sette  ec. , si  cerca  il  se- 
sto , f ottavo  ec.  Se  il  terzo  termine  essendo  maggio- 
re o minof  del  primo,  lo  stato  della  questione  esiga 
che  anche  il  quarto  sia  maggiore  o minor  del  secon- 
do , la  Regola  è diretta:  all  incontro  è inversa  se  il 
quarto  debba  esser  minore  o maggior  del  secondo  (205). 

262.  Dei  tre  dati  termini  due  sono  o posson  ren- 
dersi omogenei , cioè  della  stessa  specie  ; 1’  altro'  è so- 
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Ili  ano  o di  specie  diversa , a cui  poi  viene  omogeneo 
il  quarta  cercato  ; e dei  due  omogenei  V uno  è con  in - 
terrogazione  , ì’  altro  è senza . Ora  l'  omogeneo  senza 
interrogazione  si  colloca  il  primo- a sinistra  , quindi  il 
solitario , poi  l ’ altro  omogeneo:  avvertendo  die  nella 
regola  inversa  il  solitario  e il  suo  omogeneo  .cercato 
debbono  esser  denominatori  dell’  unità  (205) . Fatto  ciò, 
e ridotti  i termini  all’  espression  più  semplice  se  il  pri- 
ma abbia  dei  fattori  comuni  con  uno  o con  ambedue 
gli  altri  (202),  si  opera  al  solito  (208). 

Esempi  I.  Che  varranno  lib-  70.  d’ argento  se 
lib.  14.  vagliono  lir.  714.  ? Qui  la  regola  evidente- 
mente è diretta ; il  solitario  è 4 14,  l 'omogeneo  con  in- 
terrogazione è 70,  1’  altro  è 14  : dunque  14  : £14  I 
70  : v ovvero  i : 714X 5 : v — 5 . 714  = 3570 . H.  57 
Artefici  fanno  una  cert’  opera  in  5 giorni  : in  quanti 
la  faranno  19  ? Qui  la  regola  è inversa  , perchè  un 
minor  numero  di  lavoranti  esige  maggior  tempo  al  la- 
voro : dunque  57  : — .*  ! 19  : — ovvero  3 : — : ; 1 : — ed 

5 * 5 * 

x=3  15  giorni . HI.  Con  scudi  8 A ho  B\  a — di  pan- 


no; ne  vorrei  Canne  2 


A- 

12” 


qual'  è la  spesa  ? La 


rego- 


la è dirette.,  e se  la  Canna  sia  Braccia  4,  le / Can- 
ne 2 A saranno  B*.  9 ~ : dunque  2 — : 8 — ‘.‘.0—:  x , 
12  y 3 ^ 4 2 "y  3 

cioè  — : — X — : x , ovvero  — : 17  ; •;  — : x =£  29  — 

4 0 n 9 » n 7 00 

J O * 3 OO 

Se  la  langbezza  del  Braccio  Fiorentino  è a quella  del 

Piede  Parigino  X 2580,454:1440,  quanti  piedi  saranno  br*. 


s5  » 55  ? La  regola  è inversa  (261):  dunque  2580,454:  — - X 

25?55 

1440:  A , ed  * = 45,79. 


263.  Ma  sia  proposto  questo  quesito:  20  uomini 
fanno  160  tese  di  lavoro  in  giorni  15  : quante  ue  fa- 
ranno 30  uomini  in  12?  La  regola  è composta , nor- 
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chè  risultando  il  lavoro  e dalla  ragione  20:30  degli 
uomini  e dall’ altra  15:12  dei  giorni,  i termini  omo- 
genei nascono  dalle  ragioni  composte  2ox  15  e 30  x 
12  (203):  dunque  20 x 15: 160;  ; 30 x 12:  x ovvero  1 ; 
16:  ; 13:  a:  = 192. 

264.  Che  se  fosse  dato  quest’  altro  quesito  : 2© 
uomini  scavando  un  Canale  debbono  asciugar  giornal- 
mente piedi  6 d’  acqua  per  fare  in  un  certo  tempo 
tese  160  di  lavoro:  quante  ne  faranno  nel  tempo  stes- 
so 30  uomini  asciugando  giornalmente  piedi  8 d’ ac- 
qua ? La  regola  quanto  ai  Lavoranti  sarebbe  diretta , 
ma  quanto  al  maggiore  ostacolo  dell’  acqua  che  per- 
mette un  minor  lavoro  , è inversa  : dunque  20  X : 


160:  :30X-|:x, 


ovvero  — : 80  ; ; 
© 

O 


r%  . 

— : *•=  180  tese . 
4 


265.  II.  La  Règola  di  semplice  Jalsa  posizione  de- 
termina un  numero  vero  col  supporre  un  numero  fal- 
so . Voglio  un  numero  x la  cui  metà  , il  quarto  e il 
quinto  facciano  45 6 . Suppongo  x — 20  , e perciò 


20  20  20  . , „ 

- — !-  — h — = io:  non  e dunque  20  1!  numero  cer- 
3 ..4  5 y 

oq  t 00  T 120 

cato  . Ma  poiché  20  : x : 

* 2244.5 

I / x x , x 20  20  20  . .1 

— x (211  ),  sara  (212)  — 1 1 — (—  19):  — x ■+ 

5 2 4 ' 5 2 


^ ( = 456  ) 


20  : x ==  480 , numero  vero . 


266.  III.  La  Regola  di  doppia  Jalsa  posizione  de- 
termina un  numero  vero  x col  supporre  due  numeri 
falsi  a,b.  Così  nell’esempio  dt  sopra,  posto  a=  20, 
e poi  b = 100,  i risultati  sono  19  e 95  > mentre  do- 
vevano essere  456;  onde  tra  il  risultato  del  vero  nu- 
mero x e dei  supposti  a , b si  hanno  le  differenze  o 
. errori  — 437  = — m,  e — 361  = - n : ma  i risultati 
di  due  cagioni  son  proporzionali  ad  esse  ; dunque  an- 
che le»  lor  differ#nze  o gli  errori  lo  saranno  alle  dif- 
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ferenze  tra  il  vero  numero  ed  i supposti  ■ Perciò  si  a- 

% . . t i an  — bm  i» 

vra  - m : - n , . x - a:  x -o  ed  x = , o , se  i uw 

n — ni 

desìi  errori  m,n  sja  positivo,  Di  qui 

a n-t-ni 

la  regola  seguente* 

267.  Supposti  due  numeri  ad  arbitrio  , sperimento 
in  essi  le  condizioni  del  problema  ; se  f uno’  o V altra 
vi  soddisfanno  r il  problema  c sciolto  ; se  no,  scrivo  i due 
errori  positivi  o negativi  che  ne.  risultano . Moltiplico 
quindi  ciascuna  posizione  per  l error  dell'  altra,  e se- 
condo che  gli  errori  son  simili  o dissimili  ( cioè  con  lo 
stesso  o con  diverso  segno  ) divido  la  differenza  o som- 
ma dei  prodotti  per  la  differenza  o somma  degli  errori  : 
il  quoziente  è il  numero  cercato. 

Esempio  . Un  Giocatore  scommette  12  contro  8 
ad  ogni  partita;  ne  fa  io  e tira  20:  quante  ne  ha 
vinte  ? Suppongo  9 , e dovrà  aver  72  ; dunqne  ne  per- 
de 1,  e dovrà  dar  12:  tirerebbe  perciò  60,  e dovea 
tirar  20  ; vi  è dunque  un  errore  di  -+  40  . Suppongo 
8 , e dovrà  aver  64  ; dunque  ne  perde  2 , e dovrà  dar 
24  : tirerebbe  perciò  40 , e dovea  tirar  20  ; vi  è dun- 
que un  errore  (li  -+■  20.  Dispongo  così  i numeri  egli 
«irrori  .. 

Pos.  I.  9 Pos.  II.  8 

Er.  -h  40  Er.  -+  20 

Moltiplico  9 per  2o,  e 8 per  40,  e poiché  gli  erro- 
ri son  simili divido  la  differenza  140  dei  prodotti  per 
la  differenza  20  degli  errori , ed  ho  7 partite  vinte  . 
Se  invece  di  8 avessi  supposto  3,  la  vincita  sarebbe  24, 
la  perdita  84 , il  dare  60  e perciò  1’  errore  — 80  *,  mol- 
tiplicando 9 per  80 , e 3 per  40 , e dividendo  la  som- 
ma 840  dei  prodotti  per  la  somma  120  degli  errori  , 
che  son  dissimili , verrebbe  7.  come  prima . 

268.  La  Regola  si  estende  ai  problemi  d' ogni  gra- 
do , quando  almeno  posson  ridursi  ad  una  o du«  condi- 
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zkmi  ; poiché  in  quelli  stessi  del  primo  che  ne  hanno 
tre , riesce  assai  nojosa  . Ella  è però  di  grand  uso  in 
certe  equazioni  analitiche,  geometriche,  astronomiche 
ec. , le  quali  senza  di  lei  sarebbero  affatto  intrattabili. 
Serva  di  modello  1'  equazione  x1  -+  15  = iojc  che  si  sa 
risolvere  (189)  e la  cui  minor  radice  approssimata  è 
x — 1 , 8377  • Poste  in  un  membro  le  quantità  note, 
nell’  altro  ,1  ignote,  onde  sia  15=^ (10 — x ) , suppon- 
go 1 ,=  2 , e sostituendo , ho  gli  errori  - 6 , -+  i : 
opero  al  solito  (2Ó7),  e viene  x^=  1 , 857»  onde  .v  sarà 
forse  tra  1 , 8 ed  1 , 9 . Con  queste  due  nuove  posizio- 
ni ho  gli  errori  -0,24,-1-0,39  ed  — 1 , 838 , cioè  x 
tra  1,83  ed  1 , 84 . Sostituite  quest  altre  due  posizioni , 
gli  errori  sono  -o,  0489,-+  0,0144  ed  x = 1,837725  , 
.cioè  x,  tra  1 , 837  ed  1 , 838.  Infatti  queste  due  posi- 
zioni danno  gli  errori  - o , 004569 , -4-  o , 001756  ed  x =■ 

1 , 8377225 , che  avendo  le  stesse  quattro  o cinque  de- 
cimali di  prima , è sicuramente  x = 1 , 837*3 . 

269.  Usando  la  Pegola  in  questo  modo,  il  calco-  ‘ 
io  condurrà  rettamente  al  valor  dell'  incognita  , anche 
.esatto  se  inai  vi  sia,  come  può  vedersi  nell  equazione 
16  = # ( 10-jv),  prese  le  posizioni  .v  — 3 , = 4,  o x — 
9,  = 10.  Ma  si  avverta  i°.  di  applicarla  a problemi 
possibili , perchè  in  caso  di  x assurdo,  lo  sarà  anche 
•il  risultato:  2*.  di  prender  negativi  i risultati  quando  lo 
esiga  1 indole  del  problema,  poiché  la  Regola  li  dà  po- 
sitivi se  tali  furono  le  posizioni':  30.  di  operar  sulla  se- 
conda posizione  con  l' ortiine  stesso  che  si  osservò  nel- 
la prima,  altrimenti  1’  errore  non  sarebbe  proporzionale 
.(266)  e la  Regola  fallirebbe. 

270.  IV.  La  Reoola  d' Interesse  0 Frutto  determi- 
aia  il  frutto  annuo  o d’  un  puro  capitale  o d un  capi- 
tale unito  ai  suoi  frutti  : nel  primo  caso  1’  interesse  è 
semplice , nel  secondo  è composto.  Ecco  i due  più  co- 
muni problemi  dell’  uno  e dell’  altro  . 

Frutto  semplice  . I.  Detti  lir.  15600  a 8 per  100: 
4dh©  ini  si  deve  per  sorte  e frutti  dopo  anni' 5 ? .Sia  t = 
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£ il  tempo,  p—  i 5600  la  sorte,  r il  frutto  annuo  tl  una 
lira  che  si  ha  dalla  proporzione  ioo  : 8 1 ; i : r—  o , 08  : 
c poiché  lire  i in  anni  i frutta  r , le  lire  p in  anni  t 
fiotteranno  prt  ( 2 63  ) : si  avrà  dunque  tra  sorte  e frut- 
ti la  somma  s=zp  ( 1 -+rt)==  15600  (1-1-0,08.5)  = 
21840  lir. 

II.  Riscossa  oggi  la  mia  pensione  annua  di  lir. 
loco,  la  lascio  in  seguito  per  anni  8 al  5 per  100: 
quanto  mi  si  dovrà  dopo  quel  tempo?  Sia  t — 8,p  = 
1000,  r il  frutto  annuo  d’ una  lira:  e poiché  la  pensio- 
ne si  paga  al  fin  dell’  anno , onde  nel  prim’  anno  non 
frutta,  il  frutto  del  secondo  sarà  pr,  del  terzo  2 pr, 

e del  tm  (t-  1 ) pr;  dunque  i frutti  sono  ~ o-i-pr-t- 

apr t - 1 ) pr  = ~-  (t  — 1)  ( 237 ) , che  uniti  al- 

le  t pensioni  o a pi,  danno  la  somma  s — ~pt  (24 

2 

r ( t - 1 ) ) = 4000'  (2-4-0,35)=  9400  lir. 

Frutto  Composto.  I.  Impiegai  lir.  20000  al  5 per 
100,  e dopo  un  anno  formai  un  nuovo  capitale  di  esse 
•e  del  loro  frutto;  così  feci  per  6 anni:  che  mi  si  deve 
in  tutto?  Sia  t = 6,p  = 20ooo,/=o,o5,g  = I -+r  = 
1 , 05 , capitale  e frutto  d’  una  lira  e poiché  la  sorte 
1 produce  g sorte  e fruito  nel  prim’  anno , la  sorte  'q 
produrrà  g*  sorte  e frutto  nel  secondo , essendo  1:  q‘.‘. 

f :q~  ; così  produrrà  g5  nel  terz’anno  e q nel  t>l° . Ora 

t t 

1 : q Wp’.pq  = s — 20000.1,05  = 26802  lir.  in 
circa  . 

II.  Per  anni  t — 8 impiego  annualmente  al  4 per 
100  una  pensione  annua  ^>  = 2400  coi  frutti  degli  an- 
ni scorsi  : qual  è il  mio  credito  dopo  quel  tempo  ? Posto 
r = o,o4  e q — 1,04,  poiché  nel  prim'  anno  il  mio 
credito  è p , nel  secondo  p ( r -4-  r ) -+  p =p  -+  pq  , nel 
terzo  (pH-pg)  ( 1 -t-r)  -+p—p  -+  pq  pq*  ec.  fino  a t 

anni,  il  totale  sarà" fi  p -4-  pg  -1-  pgl -f  pg*-1  = 
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r 


(«58) 


__5__  2400(1,04»  — i)  __ 
0,04 


22114  li»'-  in 


circa  . 

È superfluo  i'  avvertire  che  in  tutte  queste  equa- 
zioni d’ interesse , date  tre  delle  quattro  quantità  p , r 
(o  q)s,t,  si  ha  sempre  la  quarta,  purché  si  abbia 
presente  quanto  dicemmo  altrove  (220). 


ALCUNE  NOZIONI  SULLE  SERIE 

TVcesi  Serie  un  aggregato  di  termini  che 
-L/  crescono  o scemano  con  certa  legge  , 
come  le  progressioni  : è finita  quando  ha  un  numero 
finito  di  termini , ed  infinita  quando  è continuata  all’ 
infinito  : è divergente  o convergente  secondo  che  i suoi 
termini  crescono  o scemano  di  valore  ; e diverge  o 
converge  tanto  più  rapidamente  , quanto  più  il  valor 
di  ciascun  termine  cresce  o scema  riguardo  al  prece- 
dente . 

Diconsi  prime  differenze  d’  una  serie  i residui  del- 
la sottrazione  di  due  contigui  termini  di  essa;  secon- 
de differenze  i residui  della  sottrazione  di  due  conti- 
gui termini  delle  prime  ec. 

Sia  la  serie  21  , 34 , 55 , 89  , 144  ee. 

13,21 , 34 , 55  prime  differenze 
8 > 13  » ai  seconde  differenze 
5 » 8 terze  differenze  ec.  ec. 

Serie  algebriche  dell'  ordine  zero  son  quelle  in  cui 
tutti  i termini  son  costanti  ; del  primo  , secondo , e in 
, , simo 

generale  dell  m ordine  son  quelle  .che  hanno  co- 
stanti o le  prime  o le  seconde  o le  m in  diffe- 
renze : tali  sono  le  serie  d , d , d ec-  ; a , a -v  d , a •+  2 d ec  • 

N 


? 
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<? , ( a -+  d ) ' , ( a -+  zd  )'  ec.  e in  generale  a",(a  + i)’, 
( a -ì-  2.d  )m  ec-  : e si  chiamano  algebriche,  perchè  1’  Al- 
gebra comune  è bastante  a trattarle  . 

272.  Esse  sono  di  numeri  o figurati  o poligoni,  e 
di  potenze  dei  numeri  . 

I.  Le  serie  dei  figurati  coinincian  così 


^ C Costanti  i , i , i , i , i , i ec. 

| ) Naturali i , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 cc. 

0 \ Triangolari 1 , 3 , 6 , io  , 15 , 21  ec. 

v Piramidali 1,4,  1 o , 20 , 35 , 56  ec. 


È legge  di  queste  serie  che  ciascun  dei  termini 
sia  la  somma  dei  corrispondenti  nella  serie  precedente  : 
così  la  seconda  è la  confinila  somma  deli’  unità,  la  ter- 
za dei  termini  della  seconda , ec.  : onde  queste  serie  han- 
no costanti  successivamente  i termini , le  prime  diffe- 
renze , le  seconde  ec. 

II.  Le  serie  dei  poligoni  son  la  somma  dei  termi- 
ni consecutivi  di  una  progressione  aritmetica  che  comin- 
cia da  1 ; diconsi  triangolari , quadrati , pentagoni  ec.  se- 
condo che  la  differenza  delle  progressioni  è 1 , 2 , 3ec.  ; 
onde  queste  serie  hanno  costanti  le  seconde  diffe- 
renze . 

progr.  Arit.  Num.  Polig. 

1,2,3,  4,  5 ec-  Ed?-  I 1,3»  6,10,15  cc.  Triangolari 

1,3,5,  2,  9 ec-  Dii?.  2. ...1,4,  9,16,25  ec.  Quadrati  ’ 

1,4,2,10,13  ec-  làifT.  3....  1 ,5, 12,22,35  ec.  Pentagoni 

1 >5*9, 13, 12  ec-  Diff.  4....  r ,6, ,15,28,45  ec.  Esagoni 

Si  chiaman  Poligoni  perchè  le  unità  dei  lor  termini  posson  di- 
sporsi in  triangolo,  in  quadrato  o in  altro  poligono:  cosi 
può  darsi  una  forma  triangolare  alle  unità  1,3,6  ec.,  qua- 
drata alle  unità  1,4,9  ec • 

III.  Le  serie  delle  potenze  nascono  dalle  diverse 
potenze  dei  numeri  naturali  1,253,4,5  ec. , onde  an- 
che queste  hanno  successivamente  costanti  i termini , le 
prime  differenze  , le  seconde  ec. 

2^3.  La  principale  operazione  su  queste  tre  spe- 
cie di  serie  consiste  nel  sommare  o tutti  o un  certo  nu- 
mero dei  loro  termini,  e vedremo  tra  poco  come  ciò 
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sì  faccia.  Vediamo  intanto  il  Metodo  dei  Coefficienti 
Indeterminati , col  quale  non  solo  si  risolve  in  serie 
un’  espressione  qualunque  , ma  si  calcolano  anche  le 
iene  algebriche  e un’  infinità  d’  altre  . Egli  è mirabi- 
le per  la  sua  utilità  e per  lo  spirito  d’ invenzione  che 
vi  regna , e se  si  usi  con  una  certa  avvertenza  , non 
è men  pregevole  per  la  brevità  che  per  la  sicurezza . 
Suppongo  dunque  che  voglia  ridursi  in  s*erie  il  rotto 

— --  : ciò  può  farsi  con  la  divisione  e con  la  formu- 

p X 

la  del  binomio  che  danno  in  generale  una  serie  della 
forma  A -+  Dx  -+  Ca 1 -+  D.v 3 ec. , ove  A , B , C , I)  ec. 

sono  i coefficienti  indeterminati  •'  Dunque — =A-f- 

p H-  x 

B.v  -+  G -Y 1 -+  Da 3 -i- ec. ; e moltiplicando,  ordinando  e 
trasponendo  <p,  si  ha 

( Ap  h-  Bp*  -+  Cpx'  -4-  Dp.*5  -+  Epa.-4  -+  ec. 

“ (-<P-4-A.V  •+ Bat*  H-Ca’5  -+  Da4  -4-  «C. 

Or  poiché  il  secondo  membro  è zero  indipendenteipen- 
te  da  qualunque  valor  di  x,  niun  termine  potrà  esser 
distrutto  o dai  precedenti  o dai  seguenti  ; è dunque 
forza  che  ciascuna  colonna  sia  zero,  con  che  ho  tan- 
te equazioni  quanti  sono  i coefficienti  A,B,C  ec. , 
che  così  si  determinano:  dunque  i°.  Ap  - <p  — o : 2°. 
Bp*  -+-  Ax  — o:  30.  Cpx1  h-  Ba1  = o : 4°.  Dp,v5  -4* 
Caj  ==o:  50.  EpA-4  -4-  Da*4  = o ec.  La  prima  equazio- 
ne dà  A = — , valore  che  posto  nella  seconda , dà  B 
P 

■ — '»  posto  il  valor  di  B nella  terza , si  ha  G = ~ ec.  ; 

P . P 

onde  mettendo  i valori  di  A , B , G ’ec.  nell’  equazion 

. . . . © © (bx  , 

primitiva , si  ottiene  - — = — - ~ -f  — ec- , e la 

p-+x  P p p 

legge  è manifesta.  Dunque  — = ~ 

1 xu(p-hx)  pxn  p1*”  i 

ec. , il  che  si  avverta  per  sempre. 
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Per  lui  arre  in  serie  — — lo  pongo  = A -4- 

a'H-2«x — x" 

B.v-4-  Cv*  — r ec. , onde  a1  = ( az  -t-2 ax  — x‘  ) (A  -4- 
Bx -+  Cx1*  -4-  ec.  ) , o moltiplicando,  e trasponendo  a1» 

f a\A-f  a"  Bx-  -t-a1Cx,s  -+  fl'Djc’  -4-  ec. 
o ==;  ^ - a~  -+  laAx -4-  2aBx5  -4-  aaCv1  -4-  ec. 
f - A,v2  - Bat}  - ec. 


onde  À = I,fe  = — -,  G=4»I>=  — ~ec.dalche 

a a a 1 


viene  — 

a - 4-  2ax  - 


2x  Cx* 

¥*  . 

a a 


I2x 
,ì 


— - — 4-  ec. 


Voglia  ridursi  in  serie  — — h— . Supposto  i H- 

i — X — X 

2x,=(i-x,-x,l)(A-4- Bx- h-  C.v1  -4- ec. ) , fatta  la  mol- 
tiplicazione c trasposto  il  primo  membro  ; si  troverà 


A ~ i , B=  3 ec. , onde  = i -4-  %x  -4-  \x*  -+• 

^x^-t-iix*4  ec. , serie  che  dicesi  Ricorrente , perchè 
per  formare  il  coefficiente  di  ciascun  termine  convien 
ricorrere  ai  due  che  lo  precedono . 

274.  Debba  anche  estrarsi  la  radice  quadra  di 
a~ — x 1 già  trovata  di  sopra  ( 1 6 1 ) - Pongo  V(a*  — 
x1  ) — A-4-B.v*  -4- Cx4 -4- D#®  ec. , il  che  dà 


f A1  -+  2ABxa  •+  B1*4  -i-  2ADx4  -4-  ec. 
I - a1  -4-  x%  •+  2AC.V4  -t-  iBCx6  -4-  ec. 


onde  A — <1 , B = , C = ì-  , D = — ec.  ; 

2a’  Sa’  16*’  3 

cosicché  si  ha  V (a1  -xz  ) — a - ^-r — ec. Da 

questo  esempio  può  raccogliersi  l’ avvertenza  (273)  con 
cui  convien  far  uso  del  metodo;  poiché  mentre  di  so- 
pra si  prese  A h-B.v  -4-  Gx1  -4-  Dx * ec.,  qui  si  è preso 
A -+  Bx-'  -+  Gx-4 -4- D.vtf  ec. : ciò  vuol  dire  che  giova  ta- 
lora, e talora  è necessario  di  aver  prima  compresa  hx 
legge  o forma  dominatrice  della  serie  ; ne  vedremo  in 
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seguito  degli  esempi  : il  valersi  del  metodo  senza  tal 
•cautela,  è un  esporsi  ad  errori  gravissimi. 

Somma  delle  Serie. . 

*275.  Si  posson  far  sulle  Serie  tutte  le  operazioni 
dell’  Aritmetica  : ma  la  più  utile  e più  difficile  è la 
somma  dei  loro  termini . Da  questa  per  lo  più  dipen- 
de la  soluzion  dei  Problemi  in  cui  entran  le  serie. 

Il  Termine  generale  della  serie  è un’  espressione 
algebrica  che  dà  ciascun  termine  di  essa  sol  che  al 
numero  n dei  termini  si  sostituiscano  in  quella  espres- 
sione i numeri  1,2,3  ec.  : così  il  termine  generale  del- 
la serie  1 , 6, 21 , 52  ec.  è n*  — u*  -4-  n , perchè  fatta 
n = 1 , = 2 , = 3 ec. , si  hanno  i termini  1,6,21,  ec. 
La  Somma  generale  o Termine  sommatoria  è 1’  espres- 
sione che  dà  la  somma  di  un  numero  ti  di  termini  : co- 
sì è il  termine  sommatorio  d’  ogni  progression 

9“  1 

geometrica  (217). 

276.  Data  la  somma  generale  S d’  una  serie , si 
trova  il  termine  generale  T se  in  questa  somma-si  so- 
stituisce n — 1 ad  n;  poiché  così  si  avrà  la  somma  5 
di  n~  1 termini  della  serie;  dunque  se  s si  tolga  daS, 
si  avrà' un  termine  espresso  generalmente,  cioè  T == 

S — s:  per  esempio , se  S = — — — , posto  n - 1 per  n , 

si  avrà  T = n , e se  sia  S = , si  troverà  T = 

2—1 

*ql  1 . Vedremo  in  breve  come  dato  il  termine  gene- 
rale , si  trovi  la  somma  generale . 

277.  Dati  i termini  m - t-  2 della  serie  algebrica 

gìk,p , in  cui  son  costanti  le  loro  differenze 

m’l”w , per  averne  il  termine  generale  T,  osservo  cjj# 
le  sèrie  1* , 2*  , 3* , ec.  ; r',2',31  ec.  ; e in  generai# 

1 " , 2" , 3**  ec.  hanno  evidentemente  per  termini  genera- 
li u*  ,n‘  . . . nm , cioè  le  varie  potenze  di  n relativ#  al 
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numero  m «Ielle  differenze  . Questa  osservazione  guida 
a suppor  generalmente  T=anm-+bnm  1 


m> — 2 
cn  -i' 


ra- 


da" J ...  -t-  w n , ove  a,b,c  ec.  son  coefficienti  che 
si  determinano  così: 

278.  Sia  m = o , cioè  nulle  le  differenze  o costan- 
ti i termini,  onde  la  serie  sia  g,g* gì g ec. : dunque 
T = ari  . Fatta  n=  i , si  avrà,  il  primo  termine  della 
serie  (275),  e però  a 1°  —gt  cioè  a—g  onde  T — g , 
oome  visibilmente  dee  essere. 

279.  Sia  in  — 1 ; dunque  T — an1  •+  hi  = an  -4- 
b . Fatta  n=  1 , 2 , si  ha  a -4-  b =g e 2a-4-  b = k : sottratta  la 

'prima  dalla  seconda,  si  ottiene  a — k-§ e però  b — 
2°- — k , onde  T = ( k — g ) n -4-  2«  — k=g~i-  ( n — I ) 
(k—g). 

280.  Sia  7n  = 2;  dunque  F = an'  -+bn-+c.  Fatta 
n = T , 2 , 3 , avremo  I.  a-+b-Jrc—g,  II.  4«  -+- 2Ò -+•  c — 
k , III.  f)a  -+  36  -+  c — p ; sottratta  la  I.  dalla  II.  e la  II. 
dalla  III. , ho  le  due  $a-+  b==k- g , b — p — k , 

, , o — 2 k-+p  . 

che  pur  sottratte , danno  a = >&==•«••• 

t Cz=  5g  — 3*  -+  p , e quindi  T = . ■ • • 


(g—2 k-+P)  4 (8k — Sig—pp) 

• 2 2 


oc, 

Oo 


o-  ’ 


S'—  3* 

( n - 1 ) ( * -g)  ■+  — — “ — ~(p  - 2* *+5  ) - 

28 1 . Sia  in  — 3 ; dunque  T — an*  -+  bri1  ~^cn~\-d- 
Fatta  n — 1 , 2 , 3 , 4 , si  hanno  V equazioni  a h-  b *+  c -+- 
d—g , 8u  •+  4Ò  -+  ac  d ==  Jb , 2^a  -4-Qb-*+3c*4-d=p, 

éqa  -4-i6ò-4-4c-4-d=:r,  dalla  solita  sottrazione  nasco- 
no le  tre  £<1-4-36  -+c  — ipu  ■+  56  -+  c=p  — £ , 

37a-4-^ò-4-c  = r — p,che  sottratte,  danno  le  due  I2U-4- 
zb=p  - o,k  -4 -g,  1 8a  -t-  Ab  = r-  -2p-+  k,  in  cui  rinnova- 

• ^ __  Q*  . O p ^ , J’ 

ta  la  sottrazione , si  trova  a = — — ,&  = ••- 
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Ap-r,  e 

ó 2 

^— — ’-^n-4  4£  — 6*-t-4p-r  = g--4(n- 
i)(fc— 5)^---^— ~(P  — a^-f-5)  h-  .....  , 
Ì2lll^Zl3-lÌ2_  »}  ( r_  gp -f  3*  — 5) . Dopo  ciò  è fa- 
cile di  veder  la  legge  con  cui  procede  il  termine  ge- 
nerale che  sarà  T — g~*(n — i ) ( ifc — § ) ■+  • • • • 

(fruirà]  (p_,j+{)  + 

, . (ri  — l)fr2  — 2)(rz- — 3)(«  — 4.)  , 

3P-+3*— *)■+  3~— — ( 5 — 4r  -h 

dp — àgk-^g)  ec. 

282.  Supposto  T = o,  il  termine  generale  -diviene  un’e- 
quazione del  grado  m.  la  cui  incognita  è n-,  dunque  all’ in- 

...  m . m — I 

contro  ogni  espressione  ridotta  a zero  , come  z 4A1  -4 

^—2 

Bz  -+  ec.  - o è un  termine  generale  che  fatto  z = o, 

= I,=2  ec.  dà  Una  serie  coji  le  differenze  mim°  costanti, 
onde  determinati  i primi  m -4-  1 termini,  si  otterranno  con 
poca  pena  i seguenti.  Sia  l’equazione  z} — 3z*H-z — 4=0: 
con  le  supposizioni 

s = o,=  l,  = 2,=3  Supp.  0123  4 ec. 

vengono  i risultati  1 

come  qui  di  faccia,  ■ 

e ripetuta  la  diffe-  ^iS*  / 4 5,  d — I .......  IÓ  ec. 

ronza  costante  6 dell’  „ I 

ultima  colonna,  si  1 1 § ....17  3^  cc. 

trovano i termini  del-  . : 

le  superiori  dicendo:  ^lff\ 2-  i 0 6....  la  18  2400. 

fiTÌ7=i'«t^  D^3  '>  6 « 6 6 6 "• 

vo  risultato  della  sup- 
posizione 4):  6-412  = 18,-417=35  ec.:  e poiché  qui  iter- 
mini  dell’ultima  colonna  son  tutti  positivi.  Io  saranno  anche 
quelli  dalle  colonne  seguenti,  c i risultati  non  varieranno 


Digitized  by  Google 


■ . )(  I0+  X 

più  di  segno.  Giova  questa  dottrina  a risolver  1’ equazioni 
^er  approssimazione , come  vedremo.  > 

283.  Or  per  aver  la  somma  generale  delle  serie 
algebriche , tento  di  scuoprirne  la  forma  (274) , ed  os- 
servo che  in  quelle  dell’  ordine  zero , essendo  T = §" 
(238),  si  ha  evidentemente  S = ng,  e in  quelle  del 
pii  in’ ordine , essendo  T =g—*-(n — i)(£ — £\)(3Z9)> 

o . n (n—  1 ) (k—g)  , o . 

si  trova  S = g-n  ■+  ~ — — (238)  posto  a =ga 

d — k — g.  Dunque  per  aver  S basta  moltiplicar  cia- 
scun termine  di  T per  una  certa  espressione  An,Bn% 
C/i  ec.  di  n . Posto  dunque  per  compendio  k — g = 
g'  ,p  — 2,k  -+■  g = g"  ec. , n — 1 — ri , n - 2 = n"  ec.  e 

perciò  1 =g  -hn  g •+  — -- 


1 ; //  /;/ _nr 

Il  11  11  g - v 

-+• ? — s-  ec-  dovrà  es- 

2.3 


n . , nn'n'Crr"  nn n n ug 

•ere  S = nA°— nn  Bg  *+ — i **  ec.  ; 

onde  se  qui  si  ponga  n — 1 in  Juogo  di  n per  aver  s 
(2-36),  verrà 

. , «»V'C/  nnW'Dg"' 

8 — nAg  -4-  nn  B g -+ -+ — -+  ec. 

, „n  , n'n"n'"Cg"  nV'/VD/' 
s — n A g-+  n n Bg  -f — — -+ — — - ■+  cc- 

c poiché  S — .s  = T ovvero  S — 5 — T = o , sarà 


W'TV" 


, , 3 n'n"Cg"  Anrn"nmDg"’ 

Ag'-+- 2U — - -+ 5 -V-  ec. 


n'n"g" 


2-3 


/ //  Jtè  tft 

nn  n si 


è H t}  n o n 

- O 


dunque  (273)  A = 1 , B — C = §,D  = ec. , e la 
somma  generale  di  tutte  le  serie  algebriche  è 
S — iK*—  S)  »('rt~l)(a-»3)(p— at-4-g) 

1 1.2  '1.2.3 

u{n  1 ) ( n — 2)  («  — 3)0' — 3p-+  pk — g)  ec 

I.2.3. 4 

284.  Esempj.  I.  Sia  la  serie  1,6,21,52,105  ec. 
che  ha  costanti  le  terze  differenze  ; dunque  g = 1 , k = 

■r  „ 1 ri  •?«  (n  — I ) 

0 ,p  = 21  ,r^=52,  onde  & = /z-{- — — — - h-  • • • . 
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&n(  n •—  I ) ( /:  — 2 ) + n(n  — I )(«  — 2)(?i  — 3)  gQ  n = 5 

sarà  S = 1 85 . 

285.  IL  Sia  un  numero  r di  lettere  a,b>cìdKf ec-. 
di  cui  si  vogliano  tutti  i prodotti  prendendole  a 2 a 2 , 
a3a3,a4a4ec.  È evidente  i°.  che  i prodotti  di  2 
a 2 saranno  a ( b •+  c -+  d -+/’*+  ec.  ) -*■  b ( c -+  d -+f  -> 
cc.  ) *+•  c ( d *+/W  ec.  ) -t-  d.(f  -+  ec.  ) serie  dei  numeri 
naturali  4,3,2,!,  i termini  della  quale  son  4 se  r = 
5,  e sono  r — 1 se  r è indeterminata:  2°.  che  i pro- 
dotti di  3 a 3 saranno  a(  bc-+bd-*  bf  -+  cd  •+  cf-+  df- -+ 
ec.  ) -+-  b . ( cd  -+  cf'-+  ec-  ) *+  c ( df-+  ec.  ) , serie  dei 
numeri  triangolari  6,3,1,  i termini  della  quale  son  3 
se  r = 5,  e sono  r — 2 se  r è indeterminata:  3*.  che 
i prodotti  di  4 a 4 saranno  a ( bed  -+  bcj'-+  bdj'-*-  cdf 
ec.  ) -+■  b ( City'-*-  ec.  ) , serie  dei  numeri  piramidali  4,1, 
i termini  della  quale  son  2 se  r = 5 , e sona  r — 3 
se  r è indeterminata  ec.  Dunque  i cercati  prodotti  ap- 
partengono alie  serie  dei  numeri  figurati , e la  som- 
ma della  prima  1,2,3  ec.  si  trova  (283) 
n(n — i)  (r — l)(r — 2)  r(r  — I> 

= r - 1 — — - , numero 

2 2 2 

dei  prodotti  di  2 a 2:  la-  seconda  1,3,6,  ec.  dà  S = 
n -4*  n ( n — 1 ) *+  — ' — ~~ — — = r — 2 •+  (r  — 2) 


2.3 


nume- 


n- f 
r ( r 


( r - 3 ) h-  — ^ 3il  lir_ì) — r(r~  1)(r~ 3) 

2.3  2.3 

ro  dei  prodotti  di  3 a 3 : la  terza  1 , 4 , 1 o ec  dà  S = 

3 n(n  — I ) n(n  — 1 j(n  — 2 ) n(n — I ) (ri — 2)6*— 3) 

2 2 ' 2.3.4" 

| ) ( y 2)  (r ° \ * 

— — —7  numero  dei  prodotti  di  4 a 4; 

2-3-4. 

r ( r — 1 ) ( r ■ 

2-3-45 

r(r  — i)(r— 2)(r— 3 )(r— 4)(r  — 5)  . 

~ l - — — — ec.  numero  dei  pro- 

2. 3.4. 5. 6 1 

dotti  di  5 a 5,  di  6 a 6 ec. 

O 


e così  si  troverà — - 


•iUl=3.)ir-_4)  e(J 
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286.  Debba  ora  sommarsi  la  serie  — , — , — ec-, 

h hq  fiq 1 

la  quale  , supposto  q >-  1 , è una  progression  geome- 
trica decrescente . Scrivendo  : ec. , :-r  , ~ , ~ , diver- 

tiq  hqh 

ra  crescente  , e applicandovi  la  formula  s = . . , 
) (260)  che  serve  per  le  crescenti,  fatto  «== 

~ , si  avrà  s = • Se  sia  n = co , sarà  q*  - 

h[q—i)  ' 

28?.  Questa  formula  dà  la  somma  dei  rotti  deci» 
mali  infiniti  quando  ss  ne  conosce  il  periodo  d di  m 
cifre  ; poiché  fatto  h = io m,hq—  io2W  ec. , e perciò 

h = q,  si  ha  s ■=  = j~  . Ora  io"  - 1 è 

un  numero  m di  9 5 dunque  la  somma  di  un  rotto  deci- 
male interamente  periodico  si  ha  dividendone  il  periodo 
per  tanti  9 quante  son  cifre  nel  periodo  : così  o , 1 1 1 ec.  = 
1 24  3 250 


1 ( 197  ),  e si  troverà  5 = ——^--^ 


; 0,2424  ec. 


»=S33i0»¥^ec-  = ^ = 


— . Che  se  nel  rotto  cominci  il  periodo  dopo  g ci- 

771-+'»  o 772  — + rr 

fre,  sarà  /t  = io  kq=z  io  0 e perciò  io”1, 
onde  la  somma  del  rotto , non  comprese  le  cifre  fuor  di 

periodo , sarà  s = > cioè  la-  soriana  di  un 

rotto  non  interamente  periodico  si  ha  come  sopra , pur- 
ché alla  destra  dei  9 si  aggiungano  tanti  zeri  quante  son 
le  cifre  fuor  di  periodo  e si  sommi  questo  rotto  col  rot- 
to che  non  entra  in  periodo:  così  o , 1666  ec.  = ■—  -+. 


io 


« = ± . 0>8o357 , 4385" , 408  ec  = _ -i' i£L  = 

90  6 * * 00  44-  iooo  ^999999000 


288.  La  formula  stessa  (286)  somma  anche  la  se- 
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, a a -+■  d a- 4-  2 d . i , 

ne  -r  , -,  — , — t~ì — ec. , ove  1 numeratori  sono  in  a- 

h.  h.q  fiq 

ritmetica  e i denominatori  in  geometrica  progressione . 
Distribuisco  la  serie  nelle  seguenti , la  prima  delle  qua- 
li ha  n termini,  la  seconda  ne  ha  n-i,  la  terza  n - 
2 ec- , onde  nella  formula  sarà  n~n  — i per  la  se- 
conda, n = n — a per  la  terza  ec* 


a 

a 

cc. 

7*- 

-r 

**2* 

hq* 

i 

bC  1 

II 

q- 

- 1 

d 

d 

ec. 

qn~z 

— 1 

7i2’ 

hq 1 

.1 

?>* 

« 

i 

■ 2- 

- 1 

d 

ec. 

d t 

in~x 

— 1 

ft2l 

il 

1^ 

II 

' 2- 

- 1 

Òr  toltane  la  prima  somma , tutte  1’  altre  fino  al  ter- 

■ 1720  cl  . M j k — i M , 

mine  ri  , sono  r——T- -( qn  -+q  •=+<;*  * H-ec...  - 

hq”  ( q — l)w  1 1 

rz -+•  i ),  e qn~l , q"~* , y*-3  ec.  è una  progressione  geo- 
metrica decrescente , in  cui  n diviene  n — i : onde  fa- 
cendo nella  formula  ( 260)  w = q*~x , n = n — 1 , la 

somma  sarà  s = q dunque  per  la  sommato- 

tale  avremo  ^ + ^ 

dcl  (rln  {aq-*- d ■+- a)  (qn—  \\ — (q-i)dn  _ 

V'Ml—  Ov'  — ft?*"1  f?—  i)a 

h — 00 , svanirà  tutto  ciò  che  è dopo  q" , ondo  « =s= 
(aq-4-d — a)  q”  (aq-hd — a)q 

= T (7—  iT_  ' 

289.  Bastano  le  due  serie  sommate  per  trovar  la  som- 
t k 

ma  della  serie  — -i h ec.  coi  numeratori  in  serie  algc- 

brida,  e i denominatori  in  progression  geometrica.  Poiché 

j®.  nella  serie  — ec. , ove  i numeratori  son  costanti  cioè 
h hq 

dn 9 — d X—  Co*—  I )n®  0 . 

m = o,  ha  T=--  .a  S = 
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la  serie  ~ , — — ec.  ove  son  costanti  le  prime  differenze 
h hq 

, . . . , • i — dn-i-(a  — d)n*  , 

dei  numeratore  eroe  m — l , si  ha  I — ed  a — ... 

hq 

Dunque  (m) 

nella  data  serie  i°.  T ed  S debbono  avere  n al  grado  medesi- 
mo: 20.  il  denominator  di  T d#e  essere  hq1  1 , e hq1  1 x 
(9  — I ) quello  di  S : 3 . posto  an  -+■  bri  4cn  -t- 
cc.  per  numerator  di  T , il  numerator  di  S sarà  — Anm  — 

Un"1  1 — Cnm  2 — ec.  : 4®.  1’  ultimo  termine  del  nume- 
rator di  S ( quello  cioè  in  cui,  secondo  il  valor  di  m,  si  ha 

t™  m — n*)  dee  moltiplicarsi  costantemente  per  — ( q1 — 1). 
Ridotti  dunque  T ed  S allo  stesso  denominatore , si  ha  . . . 

. m . m — I . . . m -f- 1 

rp (o«  -fin  -fec.)(9  — 1) 

1 — » 

* , ri  — I 772-4-  I 

hq  (q—  I) 

—A n — Bri  — ec. — X — (9  — l)  . c . 

s = — 1 se  iftSst 

hq  (9  — 1) 

ponga  n — i in  luogo  di  n,  e si  moltiplichi  tutto  il  rotto  per 
qy  sarà  s — 


. m m-l 

—A qn  -+A qmn 


-Bq 


I . m-l  m 

— Aom. ,n 

3 2 

-2  . m-l  m-2 

-f  A qm . . . 

■»  O 

172*3 

n ec. 

-f  Bq.m—  I 

„ m — 2 

—Bqm—l. 

1 2 

-f  ec. 

-Cq 

— f C9 . m — 2 

— ec. 

-Dq 

-f  ec. 

- n—  1 , .m-4-1 

hq  (?  — I) 

e poiché  S-r-s  = T,  ovvero  S — s — T~o , sarà  o = 
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-Anm  -Bri7”-1 

-e,”-3  -D»"-3 

-4-  A q — Aqtn 

, a 771  —1  . 771 1 771  — * 

-4-  / a 0771 . A <7 772  . . 1- 

2 2 $ . 

ò 

<u 

. f71 1 -f  Bg  . 772— 1 . — 

2 

-Ht-i)**1 

*4*  Cq  -~-Cq.nl — 2 -4t 

/ ,v77l-4*I  t-v 

— c(2— 1)  4D9  — 

,771-4-1 

— d(q—  I)  -r 

e trovati  al  solito  i valori  di  A,B,C  ec. , sark  . . . 
t — ■ I , — m , _ , m — I 

n ami ^ 1 -b)n 

z _ m — i <?-+  I — **—  , , . m — 2 

(m. . aq h m — l .bq~hq  — I . c ) n -4-  . 

2 q—  I 

. m — I m — 3 q*  à.q~ì-  \ m — I , «41 

( m . . aq  — , — s- t- .m—2.  bq- t- 

3 3 (<7—0  2 * 


m 3 


)‘  3 

4-ec, 


7 — 1 


, 71  . 772 — m , 

x — (9  — I)n  ]• 


3 • (7 

77i  — 3 .cq-+q  — 1 . d)  ri 

Esempio.  Sia  la  sèrie  ec.  i cui  numera' 

r 3 8*33*138 

tori  hanno  costanti  le  terze  differenze  : sark  m = 3,  T =r 


n7 


ri*  n I , I I,  . , 

1 , e perciò  a~—,b~  — ,0  — — , a — o,  e poi  n — 2,0  — 

3 3 623 

4,  « il  quarto  termine  della  somma  ove  n ° = n°,  dovrà, 
moltiplicarsi  per  — (7"  — 1 ) . Fatta  la  moltiplicazione  e so- 

. . . . . „ *—  1 , nJ  In*  2 Su 

stitmti  1 valori,  si  treverk  S =5 — I 1- - H — 

2 4*  3 3 2 3 

(4"  — 1)  — ].  Se  nm,  si  ha  S = ; se  71  = 2,  S = I : se  n~ 

c 31  ...  — n}  771*  5011 

3 , S = — ec.  : e se  n~  »,  1 termini  - — 

16  3-4  3-4  3J-4“ 

diverranno  infinitesimi  (200)  e svaniranno  (197),  onde 

C_I28  . 

~8l' 
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290.  Oseekvahoni  . I.  Col  metodo  stesso  si  somma  la  serie 


ec.  Fat- 


<r  k p g kq  pq 

ttcptocf  ^ ec.=--fs  •+  -g 

ti  i cangiamenti  relativi  all’  indole  di  questi  serie , si  troverà. 

S — — — [fT— ~I  .aqnm-+{q  — l.bq  — amq)nm  1 -+  ( m X 

hiq-l)1 

. aq  (Lz±±  — . bq -+ q^ì  . C?  ) n™ 

2 ?-I 

772 — 2-  . 7 _+  I m — I m—2 

3 ’ — I 2 3 


■(' 


I X 


7 (f-*)1 


cq-+q—l.dq\n  à ■+  ec.  . . . . X(  X — ? )«  J- 

Combinando  queste  serie  e le  loro  somme,  si  avranno  al* 
tre  serie  e le  loro  somme  con  poca  fatica. 

291.  IL  Se  non  può  sommarsi  in  termini  finiti  li- 
na serie  infinita,  si  rende  più  convergente  che  sia  posJ 
sibilo  ; poiché  se  una  serie  converge  velocemente , som- 
mati alcuni  de'  primi  termini,  posson  trascurarsi  gli-al- 
tr\  senza  errar  sensibile  . Così  in  V (a1  -+xz)  ( 2"4  ) 
quanto  più  sarà  piccolo  il  valor  di  x riguardo  ad  ay 
tanto  più  sarà  pronta  la  convergenza  della  serie  a -¥ 

S - 8? -''Ito-- “•<*«)• 


-n . 772- 

)n 


-772 


Metodo  inverso  delle  Serie • 


ni  . m-ì-n 

292.  Data  un’  équazione  di  questa  formi  x—  ay  A-by 

■ ■[  cym~*~  "n  —y  dy12"^0™  ec.  ove  il  secondo  membro  si  sup- 
pone uria  serie  convergente,  si  cerca  il  valor  di  y.  Il  metodo 
per  trovarlo  si  chiama  Metodo  inverso  delle  Serie  o Ritorno 
della  Serie , perchè  il  valor  cercato  si  ottiene  con  la  serie  dcl- 

772  dal  suo  coefficiente , e fatto 

ri2_+.27J  , 77Z-+3T2 

ty_ 57 

a a " a a a 

ec.,  e per  conoscer  la  legge  con  cui  procede  la  nuova  serie 

(2^4),  osservo  che  l' equazioni  simili  alia  data  come  y 3 — 

3 


le  potenze  di  x.  Liberato  y 

772  •+ 71 

x . x m by 

— u , Sara — rauzey  -+ — 
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a 1 <5  /»♦  “**  '^3  • ’ ’ • T = 


.,3H-3  .3 -*-2.3 


3 y ~ y" 

? ^7~  h'  — ~T^~  cc-  banno  per  radici  yJ  — tz,y_a.a* 


— liti  IH-2.3 

>*  — a. a2"3  ec.,  il  che  dà.  yzza  3 ,y=a  1 , y— a ' * 


I -4-/2 


ec.,  e perciò  pongo  in  generale  y = Aum  -4-  Bu  m -4-  . , , 
I — 4-  2/2  I -4-  gn 

C/t  ”*  -f-  Dtt  P1  ec.  Ora  poiché  o~ — rt-4-y  -4-— *4. 

a 

ec. , avremo  o — 


/72-4-/1 

—Amu~irmAm  1 Bu 


, b m-i-n  b . m-+n 

H y =■  H — A 

a et 

c m -4-2/2 
V—y  = 


km — 1 

- m\ 

m.m — I — 2 


Cu 

B1 


m-T-lh 
m 


■+(«H-n)±  Am^n'1  B 

<2 

, c . mH-2n 

H-  — A 


H-ec. 

-4-ec. 

-4-ec. 

i-+-ec. 


Trovati  al  solito  i valori  di  A,B,C  ec. , viene  y — 

I ri  —4*  n , \ , 1 I “4“  2/t 

-5-  P — (lH-m-4  2n)i1-2acm  ___ 


u rt 

ani 


u 


I (2/72* -f9/n/2-4-p/2*_f 3/22-4.6/2-+  l)ò3  ( I -4-  m -4- 2n)bc  d % 


u 


1-4-  3n 

— ^ CC‘ 


Applicazioni.  I.  Sia  x “ -i  y1  -4-  — v5  i-  y*-4-  i y*  -4. 

2 3 4 5 

v l , I I , I 

ec. ; si  avrà  a~~,  b~  — , c — — , d~ — ec. , mr:2,n  = I, 
2 3 4 5 

te  • . . . il  I • - I 

u~  — ~ 2x,  e quindi  y = 12  a ■ — u H — - u~ u'-  ec. 

fi  .2  3Ó  2tO 
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H.  Si»  *=,  jj.*— avre"'» 

.=.,s=-ì,«  = -|>rf=-B'c--”=-7-"=I’“= 

ì=  «,  e peroiiij.  . 

20^.  Se  fosse  m — n — i , la  formula  generale  si  cangiereb- 
. . ’ i>  „a  .2 bx~ac  , S*bc-^d-jp  4 

kein>  = u— -u  +_— -»•  ai  ec- 

1 . _ _4-  -^ln.—  xì—  — ?iL"Z_a!^x+  H- 


£ 


a «X  «■* 

té1  ( 2bz  — Zac  )-4  3a*  ( 2bd  ■+  c*  )—  a’ e ^ _ €(. 
a9 

394.  E se  fosse  TOZZI  ,«=:2,  la  formula  diverrebbe > 

6 , S^»1 — ac  f Saie  — alti — I2i}  7 I 

u—  — u5  r — t/y  -4* -, «7  cc — - x 

b r.  3 1*-  ««y  ^ 8abc-a*d~'l2b[  7 „ 

-+  ‘ a‘° 


DEI  LOGARITMI 

La  lunghezza  dei  calcoli  nella  moltiplicazione  e 
divisione  dei  numeri  molto  grandi , e soprattutto  nel- 
la formazion  delle  potenze  e nell’  estrazion  delle  ra- 
dici un' poco  alte,  suggerì  l’idea  dei  Logaritmi  a Ne-, 
pero , uomo  di  raro  genio , con  che  egli  ridusse  le  . 
moltiplicazioni  a somme,  le  divisioni  a sottrazioni,  le 
formazioni  delle  potenze  a moltiplicazioni  assai  corte  ,, 
e l’ estrazioni  delle  radici  a facili  divisioni . 

395,  Sia  la  progression  geometrica  (215) 
a°  : a1  : a*  : a3  : a4  : as  : a5  : a7  : a8  oc.  ; 
fatto  per  esempio  u — 2,  sarà. 

1 — 30  ; ar  : 2*  : 2}  : 24  : : 2 7 : 2 8 ec. , cioè 

Iz  1 : 2 : 4 : 8 : 16  :32:64: 128  : 25 6 ec. 

1“.  Vogliasi  il  prodotto  di  23X24  = 8.i6;  som- 
mo gli  esponenti  3-44  = 7,  cerco  l’esponente  7’  e 

sotto 
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gotto  di  esso  trovo  128;  dunque  8.16=128:  2*.  vo- 
. .1  • j*  a*  256 

gliasi  il  quoziente  di  ^ ^ ; sottraggo  gli  esponen- 

ti 8 — 6 = 2»  cerco  1’  esponente  2 , e sotto  di  esso 
trovo  4;  dunque  ^ = 4:  30.  vogliasi  la  2a  potenza 

di  2+=  16;  moltiplico  gli  esponenti  2.4=8;  cerco 
1*  esponente  8 , e sotto  di  esso  trovo  256  ; dunque 


24X2=  256:  4"-  vogliasi  la  radice  3*  di  2ff  = Ó4;  di- 
vido gli  esponenti  6:3  = 29  cerco  1’  esponente  2 , e 

6:3 

sotto  di  esso  trovo  4 dunque  2 = 4 . Tale  è in  so- 

stanza il  metodo  di  peperò. 

j 296.  Gli  esponenti  di  a sono  1 Logaritmi  ; onde 
se  n=  io  e la  progressione  divenga  -H- 10’  : io1  : io1: 
io5  ec.  = 1:10: 100: 1000  ec  , l’ esponente  o è il  lo- 
garitmo dell’unità,  l’esponente  1 lo  è di  io,  l’espo- 
nente 2 lo  è di  100  ec.  Così  si  hanno  i soli  logarit- 
mi de’ numeri  1 , io  , 100 , 1000  ec. , e mancan  quelli 
dei  numeri  intermedi  a , 3 , 4 ec. , 11,12,13  ec.  e 
quelli  delle  frazioni  ; si  aggiunsero  dunque  agli  espo- 
nenti alcuni  zeri  in  forma  di  decimali , e la  progres- 
sione divenne 


0,0000000  1,0000000  2,0000000  '5,0000000 

IO  ; io  :io  MO41  :ec. 

Inserendo  9999999  med}  proporzionali  aritmetici  tra 
i primi  tìue  esponenti  della  progressione,  si  trovò  la 
progression  geometrica 

0,0000000  0,0000001  0,0000003  0,0000003 

-4-r  io  : io  : io  : io  : ec. 


e i valori  di  questi  termini  sono  interi  e rotti  com- 
presi tra  1 e io.  Ve  ne  sarà  dunque  uno  = 2,  un 


altro  = 3 , un  altro  = 4 ec.  prossimamente  : così  può 

. . 0,3010300  0,4771213  0,6020600 

farsi  2 = 10  ,3=10  * , 4=  io 


ec. , e questi  esponenti  sono  i logaritmi  di  2 , di  3 , 
di  4,  ec. 

297.  Con  tali  calcoli  furon  costruite  le  Tavole 


dei  logaritmi  per  tutti  i numeri  da  1 fino  a iqoooq. 

V 
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In  alcune  di  queste  i logaritmi  hanno  dieci , quindici 
e venti  decimali;  ma  bastano  d’ordinario  i primi  cin- 
que . Per  ben  comprenderne  gli  usi  è necessario  aver- 
lo fra  le  mani. 

298-  Frattanto  senza  di  esse  si  intende  che  i lo- 
garitmi dei  numeri  tra  1 e io  comincian  per  o;  dei 
numeri  tra  io  e 100  per  1 ; dei  numeri  tra  100  e 
1000  per  2 ec.  Questa  prima  cifra  dei  logaritmi  ( che 
è il  numero  intero  dell'  esponente  ) si  chiama  Carat- 
teristica del  logaritmo  , perchè  fa  conoscere  di  quan- 
ti caratteri  è il  numero  che  gli  corrisponde , dovendo 
egli  avere  una  cifra  di  più  delle  unita  della  caratteri- 
stica . Così  il  logaritmo  4,814560  appartiene  a un  nu- 
mero di  cinque  cifre  perchè  la  sua  caratteristica  è 4. 

Proprietà  dei  Logaritmi  in  generale . 

299.  Supposto  am  = b ed  au—c,  sarà  m il  loga- 
ritmo di  b , ed  n quello  di  c (296),  che  presa  L o l 
per  segno  del  logaritmo , si  scriveranno  m = Lb  ed 
n = Lc- 

300  Dunque  i.n  .n  =a  —bc,  ed  m4 
n = L le  = Lb~i-Lc,  cioè  il  logaritmo  d' un  prodotto  è 

la  somma  dei  logaritmi  dei  suoi  fattori  : 2°.  a™  : a”  = 

a™  n~b:c,edm — n = L(b:  p)  = Lb — Le, cioè  il 
logaritmo  d' un  quoziente  è la  dijferenza  tra  i logarit- 
mi del  dividendo  e.  del  divisore : 30.  a>>P ~ bP,  ed  mp  = 
LbP=phb,  cioè  il  logaritmo  d'  una  potenza  bP  è un 

m I 

multiplo  p del  logaritmo  di  b:  4*.  aò  —bA,  ed  — = 

* 4‘ 

£ 

L bs  — — L6,  cioè  il  logaritmo  d'  una  radice  b ’ c un 

summultiplo  s del  logaritmo  di  b . Ecco  alcuni  casi  più 
•comuni . 
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La/vi  ec.  — La  -f  L b ■+  I ,c  -+  Li  ec- 
L (a1 — x*  )=L( a + A:) -»-L  (a- — x1). 

L ~=L a h-  L b -+  Le— Li  — Le  . 

de 

L ~~  =*=  Lir-+  L ( a-+  c)  — L ( m-f  n ) . 

L ( ) = L(a-*-*)--  L(a  — * ). 

La™  — ratta  ha  ™ — — w.ha . 

L a'lp  c1  = ruta  -+■  bhp  -+  qhc  . 

m 

La7  =~L  a.. 


m 

La  7 


m T 

La . 

n 


L a*-  ==  La  -+  nhx  - zhr  « 


W(a*  -AfJ)  = ^-L(a-hjc)-4-~L(a-  x). 

fi  772  ■ f 772 

LV'(aJ-*,})"—  — L(a-x)-i-  ~ L(az-hax-+x2  ). 
= — *)—  ?-L  (a-+x). 

1 7(T^)=l'  -ih{  1 -**•). 

L3al  -+  La4  -+  5L3  ==  L3  -+  aLa  -+  4La  -+•  £L3 
==  6L3  -+■  ÓLa  = 6L3a  = L ( 3a  )* . - 


Calcolo  de  Logaritmi  per  mezzo  delle  Serie 


30I.  Dato  un  numero  qualunque  x^-i,  trovarne  il  lo- 
garitmo. Poiché  un  logaritmo,  o ha  la  forma  di  roteo  o è un 

rotto  (296)  che  può  sempre  ridursi  a — — — qualunque  sie- 

p -4*  x 

no  p,p,  la  serie  che  lo  esprime  procederà  al  solito  (273)} 
e avremo  L(i-f*)  = P -+A*-f  Ba;1-*.  C»}  ec.  ; dunque  se 
* divenga  .*(*h-2),  sarà,  h ( I -»•*)*  = (300)  2J-  (1-4-4)  = 
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p _+  Ax(x  -4-2)  -+-B.rl(x  -t-2)*-+Cx3(*-f  2)JH-ec.=ra  (?-*> 
A x _+  Bx*  -4-  Ca; J ec.  ) , cioè  trasponendo  e riducendo. 

orP  — A xz — 4B*3—  Bx4 — ec* , e perciò  P = o,Bcr  — ~ A, 

— 2B  — 6G  — 12C 


— 14D 

CrlA,D  = La  ec.  {dunque  L(  1 -4-x)  :±  A(x— 

3 4 a 

— x3 x4-+  — x5  — L-xs  -+  ec.  ) . 

3 4 5 6 

302.  La  quantità  A è indeterminata , onde  il  numero 
stesso  l-f-x  ha  un  infinita  di  logaritmi  differenti.  Mail  più 
naturale  di  tutti  i sistemi  essendo  quello  di  Nepero  ove 

I , i logaritmi  calcolati  in  questa  ipotesi  si  son  chiamati  Na- 
turali e anche  Iperbolici  attesa  la  lor  relazione  con  1’  Iper- 
bola  equilatera,  come  a suo  luogo  diremo.  Dunque  tutti  * 
sistemi  di  logaritmi  posson  ridursi  a quello  dei  naturali  ; poi- 
ché in  ogni  sistema  il  logaritmo  di  1 -f-x  eguaglia  il  prodot- 
to del  suo  logaritmo  naturale  per  la  quantità  costante  A che 
si  chiama  il  Modulo.  Così  se  Lo  sia  il  logaritmo  delle  Ta- 
vole o Ordinario  d’ un  numero,  e Lz  il  logaritmo  iperbolico 
del  numero  stesso,  si  avrà.  Lo=:A.Li;  e se  Ln  sia  il  loga- 
ritmo del  medesimo  numero  in  un  altro  sistema,  si  avrà,  del 
pari  L«~A'.  Li:  onde  fissato  A,  A'  come  insegneremo  tra 
poco,  e dati  i logaritmi  iperbolici,  Si  avranno  subito  i lo- 
garitmi d’ogn’altro  sistema. 

303.  Supposta  dunque  A = 1 , ripiglio  1’  equazione  L ( I 

-4- »)  — x' L x1  -4-  — x}  — - ec. , e aggiunto  ai  due  membri 

* 2 3 

*•  x1 

La,  ottengo  L(a-\-ax)  ~La~+x 1 ec.  Sia  ax  rr 

23 

:±a  ovvero  sarà  L(a-3rz)  — La~\-  — -+• 

a a 2a 

r — èc.,  L(  a— z)t=  La — — — ec.  ; dunque 

3a*  a , 2a  30* 


- . , r , . , /a-V a\  a*  a4 

L(a-t-z)-—  L(a  — z)— Li ) — — ( I -+•  — _H -+■  ... 

V * K ' \a—z/  a\  la*  Za* 


ec. ì,  serie  sempre  Convergente,  perchè  quan- 
to ' a — * 

tifa  positiva  e perciò  a 5>  a. 

304.  Applichiamo  questa  serie  al  calcolo  deTogaritmi  e 


Digitized  by  Google 


X 117  X 

#»  ,8  1 * / m \ 

supponghiamo = — : sara  — = , e Li 1 ov- 

a — a /7*- 1 a 7m  - 1 \m — I / 


, 2 / I 

Vero  Lm'—L{m  — 1 )= ( I -f  — — 

' 2771 I ' 3(3771—1)* 


(3771—1)*  5(3771— I)4 


tr— 1 5 -+  ec.  ì ; onde  Lm  zt  L(m-l)-+  - - ( 1-4—--  1-  -■  -4- 

K-im—l)6  ) v 2777- 1\  3(2/77- 1)1 

— — — — -f-  eC‘  ) : mi  ^ logaritmo  di  m suppone  noto  quel- 
lo di  77i — i ; dunque  si  avrà  quello  di  m per  mezzo  d*  una 
serie  con  vertentissima,  specialmente  se.  m sia  un  numero  al- 
quanto grande . Così  il  logaritmo  iperbolico  di  2 , fatto  m 

\LlH(^sT^lT^T1ftc-')=0’69“in'8  *c' 

presi  nove  termini  della  formula  : il  logaritmo  di  5 , fatto 


m 


= s,  è L$  — 2Ì2  ■+  — f I -+  — T— •+— I-;‘+ec.)  = 
9V  3.9*  Pi-9*  ’ 


9 v 3-9*  5 -94 

1,60943791.  Dati  dunque  con  questo  metodo  i logaritmi  de’ 
numeri  primi,  si  hanno  quelli  di  tutti  gli  altri  numeri  ; poi- 
ché sommati  i logaritmi  di  2 e di  3,  si  ha  quello  di  6(300)1 
quello  di  4 è doppio  di  quel  di  2 » quello  di  9 di  quel  di 
3 

305.  Determiniamo  ora  il  Modulo  A per  il  sistema  dei 
logaritmi  ordinar)  in  cui  a~  io  e perciò  Llon  (296).  Si 
avrà  dunque  (302)  Lo  10:=  A X Li  lo:  ma  Lo  io  n 1 c Li 
1 o = Li2  -t-  Li5  (304)  =2,30258509  (357);  dunque  A = ... 


— 0,43429448  ec.,  Modulo  dellfi  Tavole’,  e però 

«,30258509  y _ 

i logaritmi  iperbolici  moltiplicati  per  0,43429448 1 9°325 1 827 
6511289189)6605082294397005803666566114454,  si  riducono 
a quei  delle  Tavole  y e reciprocamente  quei  delle  Tavole 
moltiplicati  per  2,30258509299404568401799145468436420760 
1 101488628772976033328 , si  cangiano  in  iperbolici. 

306.  Così  si  determinerebbe  il  Modulo  A in  ogn*  altro 
sistema.  Quefto  delie  Tavole  ( chiamato  di  Briggs  perchè 
Briggs  le  calcolò  il  primo  ) serve  alla  Trigonometria , quel- 
lo de*  logaritmi  iperbolici  è di  grand’  uso  nel  Calcolo  Inte- 
grale. Il  numero  a si  chiama  la  Base  Logaritmica  del  siste- 
ma: così  lo  è la  base  del  sistema  ordinario;  quella  del  si- 
stema di  Nepero  è 2,71828183,  come  vedremo.  In  genera- 
le , la  base  di  un  sistema  qualunque  di  logaritmi  è il  nume- 
ro il  cui  logaritmo  è I . 

3°Z-  Dato  un  logaritmo  trovarne  il  numero.  Se  il  Ioga- 
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litmo  è ordinario  si  riduca  (%o£)  all’iperbolico  r,  e sia  I •+ 
x il  numeri  cercato;  si  avrk  per  le  cose  dette  z —x — 

1- — — ec.  Per  trovare  il  valor  di  x in  ss,  pjesa  la  for- 

«1  A 

^ O ... 

, - , ' , z bi?  . 2 b'  — ac  , - _ v , 

mula  (203)  x = — f- z3  ec. , si  avrà  a—  I, 

' a a3  a5 

b — — — , c zr  — , d— ec. , ed  I *+  * — I -+•  z a*  -+ 

2 3 4 2 

_i_  — -1—  h-  ec.  In  generale  un  numero  qualunque 

2-3  a-3-4 

n — I >+  Lrc  _+.-••  L*  n -+■  -1-  V n ec.  onde  nw  = I -4-  Lnm  ■+ 
2 2.3 

— Z*  n*  ec.  — I H-  mLn-t-  - Zzi"  X £«*  ec.  =:  I H*  -+ 
2 2 


~m1Ltn  ec.,  serie  che  convergendo  in  ogni  caso,  risolvo* 
generalmente  il  problema. 

308.  Applichiamole  a trovar  la  base  de’  logaritmi  iper- 
bolici , o il  numero  e il  cui  logaritmo  iperbolico  è I , cioè 

Lezzi.  Qui  Si  ha  e = «c;i-H4-^—  -*  ec. Zz  2,2 1 828 1 

2 2-3 

82845904523536028  Z=(  1 *+  — )°°  ( 198). 


Dunque  e*"—  1 -+x-+  — a^-t-éc.  (307)=: ( 1 -t*  — )°° (198}: 

2.  00  , 

onde  1°.  <.,0°  zi  cc  : 2°.  Z ce  — ao  Zt  — =0  , cioè  iZ  logaritmo  d' 

un  numero  infinito  è l'infinito:  30.  —■  zc  ~ , e Z — (—  Lo)  — , 
' »,  «r“  00  05  , 

Zi  — Le  — — 00,  cioè  iZ  logaritmo  di  zero  è l' infinito  ne- 

gativo: 40.  se  e zeu,  vena  LzLezzLu , ciò  è Lzzz Lu,Z  — 

u , ed  e^"  =:  z;  dunque  se  s z a^,  sark  c ? zre^*2;  se  a rr 

• v Zw  I L- 

ao , verrà  e z»;  se  ìz  — , saia  *e  * zz.  T:  ove  x zr  o da 

' L1-  —Lo  Los  L1- 

oe  0 — oe  1 — oe  . zz oe°°  ~ I ; ed  x ” co  da  00  e 00  — 

«oe  zzeoe  zreoe  =1.  Per  evitar  le  contradi- 
vioni,  si  avverta  che  l’infinito  è di  più  ordini  (199),  e che 
V infinito  logaritmico  è infinitamente  minore  dell’  infinito  as- 
soluto già  considerato  altrove  (19"):  infatti  questo  dh  00 • 0 zz 
m,  c queUo  da  — «o  ,ozzjpLozzLoczzLl  zz  o (296). 
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Uso  dei  Logaritmi  nella  risoluzione  di  varie 
Equazioni . 

309.  Molte  equazioni  che  sfuggono  le  regole  dell’ Alge- 
bra ordinaria  si  risolvon  facilmente  coi  logaritmi . Ecco  de- 
gli esempj . 

I.  Sia  1’  equazione  a*zzb:  sarà.  (300)  La*  — xLa  — Lb , 

onde  xzz^-.  Sia  ~—t  = c;  sarà.  mxLa-+(i  -~nx)Lb  = Le , 
La  u 7 

onde  mxLa  — nxLbv^-Lc- 
bm*~* 


T,  , Le  — Lb  L(c:b) 
■Lb>cdx- mLà~nLb ~ L{a«:b~*)  ’ 

Sia  anche  a*  — — * sai*1  xLa—mxLb — nLb  — qxLc  -,  on* 

c * 


bn~ 


. Sia  infine  — — =zf*  ^sarànLb 


, nLb 

de  «v  zzz  — — — — . . 
mLb — qLc — La 

j* 

Lb — mxLczz  xLf — pLf,  onde  ( mLc  -f  Lf)  xì — ( nLb  -f- 

X 

pLf)xzZ' — rLby  ovvero  xlLcmf — xLbnff~ — LbT , che  riso- 
luta, dà  x=wfL±j(W>->:-±bL). 

2 Ac-/  * M(Ac"//  LcmfJ 

310.  II.  Se  con  100  000  abitanti  la  popolazione  aumenta 

ogn*  anno  di  i-,  qual  sarà  il  loro  numero  al  fine  d*  un  se- 
3° 

colo?  Sia  « = 100000  abitanti, che  per  la  condizion  del  problema 
saranno  dopo  un  anno  n *+  ~nzzn(~ li  dopo  due  divente- 

30  l3°  ' 


ranno  n dopo  tue  n(J-)*  ec.  fino  al  termine  di  ua 

v3°y  v3°' 

rtj  1°® 

secolo,  in  cui  l’espressione  sarà  n (— 1 . Dunque  100000 y. 

v3o/ 

Q j I OO 

(--)  —x,  numero  cercato.  Ma  troppo  ci  vorrebbe  ad  al- 

v3° 

zar  alla  centesima  potenza  senza  i logaritmi , che  subito 
30 

O [ 1 

dan  no  Lx—Lioo  000  -4-  r 00  L — : ma  Li  00000  = 5,  e 1 00  ( A3 1 — 

3° 

A30  )=i, 4240439  ( per  Tavole  con  dicci  decimali  cerne  quel- 
le d’  Uiacq  );  dunque  £*  = £,4240432,  c * = 26548^4. 
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Nel  ripopolarsi  la  Terra  dai  tre  figli  di  Noè  e dalle  Io» 
ro  tre  mogli,  in  qual  proporzione  dove»  crescere  ogni  anno 
la  popolazione  perchè  vi  fosse  un  milione  d’  uomini  in  200 

I I-f*  100 

anni?  Sia  — 1*  aumento  annuo;  dunque  6 ( ) — . . . 

X Va»/ 

. /’IOOOOOOx^-J  . _ I-VX  I 

I 000000,  ed =:{ — ) : perciò  £ — — X. .. 

* v 6 y * 200 

L .5, 221848: =0,0261092  = £ 1,061963 , onde 

6 200 

ed  a»=l 6 in  circa.  Bisognava  dunque  che 


1 000  000 


il  genere  umano  crescesse  ogn’  anno  d’  -L,  il  che  la  sanità. 

lo 

e lunga  vita  de’ Patriarchi  rende  assai  vcrisimile. 

Qual’  è la  quantità,  di  cui  dovrebbe  crescere  ogn’  anno 
un  popolo,  per  diventare  al  fin  di  ciascun  secolo  più  nume- 
roso del  doppio  ? Sia  n il  numero  degli  indivìdui  e — la 

x 

quantità  ricercata;  avremo  per  ogn’ epoca  secolare, 

nìlltfà  — 2n  che  da  £ — — £2=20,0030103,  onde 

x ' x 100 

I -+x  I0069556  , 

= , ed  x— 144,  poco  meno. 

x io  000  000 

Se  un  certo  numero  d’  uomini  aumenta  ogn’  anno  della 
centesima  parte,  quant’ anni  ci  vorranno  perchè  divenga  de- 
cuplo ? Sia  n il  dato  numero , x gli  anni  cercati  ; si  avrà 


, _ /I0I\  .lui.  , 

dopo  x anni,  n ( — ) =:  jou,  e ( — 1 — jo;  e pero  x 23 

Mooy  Vioo/  f 

£ io 


-»oi. 


io  000000 

= — =231. 


£101— £100  43314 


* • RISOLU- 
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RISOLUZIONE  DELL’  EQUAZIONI 

Dei  Gradi  Superiori. 

CUpporremo  in  avvenire  ogni  equazione  I*.  or- 

w dinata:  2°.  con  tutti  i termini  in  un  membro 
e con  zero  nell’altro:  30.  senza  coefficiente  nell’inco- 
gnita alla  più  alta  potenza:  40.  senza  rotti  e senza  ra- 
dicali , giusta  il  metodo  che  presto  spiegheremo . 

31 1.  Le  radici  reali  d’ un’  equazione  possono  esser 
positive  e negative,  eguali  ed  ineguali,  razionali  e sor- 
de: ma  V immaginarie,  o positive  o negative  son  sem- 
pre sorde.  Le  sorde  di  grado  pari  e perciò  anche  l’ im- 
maginarie , hanno  a 2 a 2 le  stesse  quantità , ma  in  o- 
gni  coppia  simile  la  quantità  sorda  è positiva  nell’ una, 
negativa  nell’altra;  senza  ciò  i radicali  comparirebbe- 
ro nell’ equazione , contro  l’ipotesi.  Quindi  le  radici  e- 
guali  non  sono  mai  sorde , se  pur  le  sorde  positive  ed 
eguali  non  sicno  unite  ad  altrettante  simili  negative . 

312.  Sia  1’  equazione  x* — ( a-+b)x-+ab  — (x — 
a)(x-  b)  = o:  è chiaro  che  per  ridurre  a zero  il  pri- 
mo suo  membro , basta  che  vi  si  riduca  un  sol  tatto- 
re  x — a o x — b ; dal  supporre  ad  un  tempo  x — a = 
0 = x — b , verrebbe  a — b,  il  che  non  è . Il  primo 
membro  d'  un  equazione  è dunque  il  prodotto  di  più  J at- 
tori semplici , dei  quali  ( se.  son  differenti  ) uno  solo  per 
volta  è zero . 

313.  Or  dal  prodotto  di  (x~-a)(x' — b)(x  — c ) 
(x  -d)~  osi 
ha  f equazio- 
ne qui  di  fac- 
cia , dal  cui  e- 
same  si  dedu- 
cono le  seguen- 
ti verità . 


U,V 

?-ì-  abx 1 

— <*bcx  -+•  abed  — 

— h 

-+  ac 

— abd 

c 

— i~  ad 

. — aed 

— d 

bc 
•+bd 
-+■  cd 

— bed 
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314.  I.  TJn  equazione  ha  tanti  fattori  semplici , 
tante  radici , e tanti  termini  piu  uno  ( contando  tut- 
ti quelli  che  le  competono  ) , quante  sono  unità  nell* 
esponente  massimo  dell’  incognita . 

315.  II.  I segni  dei  termini  sono  o alternativamen- 
te diversi  o successivamente  gli  stessi , secondo  che 
tutte  le  radici  a,b,c,d  son  positive  o negative:  in  ge- 
nerale quante  sono  le  alternazioni  o successioni  di  se- 
gno, tante  son  le  radici  positive  o negative , se  non  vi 
sieno  immaginari . 

316.  IH.  Onde  con  tutte  le  radici  negative  i ter- 
mini pari,  il  secondo,  il  quarto  ec. , verrebbero  col-*-: 
si  mutali  perciò  le  positive  in  negative  mutando  se- 
gno ai  termini  pari,  o,(  che  è lo  stesso  ) scrivendo 
— x in  luogo  di  x . 

31  IV.  Il  coefficiente  del  secondo  termine  è la 
somma  di  tutte  le  radici  con  segni  contrarj  ; quello 
del  terzo,  del  quarto  ec.  son  le  somme  dei  prodotti 
di  esse  a 2 a 2 coi  loro  segni , a 3 a 3 con  segni 
contrarj  ec.  : 1*  ultimo  termine  è il  prodotto  di  tutte 
con  -+  se  il  numero  delle  negative  e il  grado  dell’  e- 
quazione  sieno  ambedue  o pari  o impari. 

318.  V.  Onde  i°-  le  radici  razionali  d' un’ equa- 
zione non  son  mai  numeri  rotti  la  cui  somma  e prodotto 
non  potrebbe  , come  si  sa  ( 390.  XLIV.  ) , aversi  in  in- 
teri, contro  l’ipotesi:  20.  dividendo  un’equazione  .*• 3 -4- 
3#*  - 25AT-t-2i  = 0 per  x^±  qualche  divisor  Dar  dell’ 
ultimo  termine  21  (37),  se  la  divisione  riesce,  sarà 
X r±  D2I  un  fattoi-  semplice  dell’  equazione  ; tali  si  tro- 
vano x - 1 , x - 3>  x -+Z  > c le  radici  della  data  sono 
i>3>~2:  3°*  peraiò  ogni  quantità  complessa,  come 
può  sciogliersi  nei  suoi  fattori  sol  che  si  trat- 
ti come  un’  equazione  e si  faccia  x1  — cz=zo;  ciò  dà 
ì fattori  x-c,  x-+c:  40.  il  coefficiente  del  secondo  ter- 
mine in  un’  equazione  numerica  è una  somma  di  nu- 
meri semplici  o d’  una  sola  dimensione , e i coefficien- 
ti del  terzo,  quarto  ec.  son  somme  di  numeri  compo- 
sti, o di  due,  tre  ec.  dimensioni. 
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319.  VI.  Cercando  dunque  le  somme  P,,P",P///  ec.  del- 
le potenze  prima,  seconda,  terza  ec.  di  ciascuna  radice  d’ 

, n . n — i _ n — j _ ri- 3 

un  equazione  numerica  a.-  — Ax  — Bx  — Cx  H- 

tc.~o,  nell' espression  delle  prime  non  avran  liiogo  dimen- 
sioni oltre  la  prima,  nè  in  quella  delle  seconde  le  superiori 
alla  seconda  cc.  : di  modo  che  1’  equazione  si  ridurrà  per 

le  prime  ad  x ” — Ax”  1 zz  o zz  x — A,  per  le  seconde  ad 

se”1 — Ax”  " * -4*  B*”  ""no  — r1  — Ai'-)-B  ec.  Quindi  po- 
ste in  vece  di 
x le  radici  dei!’  P'rziA 

equazione  che  P"zrAP'  — 2l? 

suppongo/, or,  Pv  = AP"  — BP'  -+3C 

h ec. , si  avrà  P'*  = AP'"-  BP"  -+  CP’  — 40 
1°.  f±z  A per  Pv  = AP*^BPw7h-CP"  — DP'-mE 
P':  3°.  f 1 =£  P*'  = APV  — BP,,r-f CP"—  DP'-rEP'  — 6F 

A/-B,/  = 

A or — B,  ed  f 1 = A ( f -f- or)  — sB  = AP'  — 2B  per  P": 

3°.  fi-Af%~ Bf-f C^g’ibAo1  — B<f_(.C,fcJ  = AV— 

C , ‘ed  p -+ « 3 -4-7i  5 = A [f\ -+g*  -+  Zi1  ) — B (f-V  g -4- h)  *4* 

3C  = AP"  — BP'-H3C  per*  P'"  e c.  ; sicché  le  formule  proce-  . 
deranno  con  manifesta  legge  come  qui  .di  sopra. 

320.  VII.  Se  manchi  il  secondo  termine , la  som- 
ma delle  radici  positive  eguaglierà  quella  delle  negati- 
ve : se  manchi  il  terzo  la  somma  dei  prodotti  positivi 
a 2 a 2 eguaglierà  quella  dei  negativi  ec.  : se  manchi 
l’ultimo,  una  almeno  delle  radici  sarà  zero  ( 3 c Z ) - 

321.  Vili.  Se  sia  a = - b , c = -r  d ec~,  spariranno 

i termini  ove  .v  è a potenze  impari , e il  coefficiente 
del  terzo  termine  sarà  la  somma  dei  quadrati  delle  ra- 
dici combinate  a 2 a 2,  quello  del  quinto  la  somma  dei 
prodotti  dei  lor  quadrati  combinandole  a 4 a 4 ec.  : . 

322.  IX.  Sostituita  ad  x una  radice  qualunque  a,  y 
il  primo  membro  dell’ equazione  diverrà  o (313);  e so-  % j 
stimiti  p 1 q,  se  si  abbiano  due  risultati  consegni  co»- 

trarj , sarà  positivo  1’  uno  de’  due  fattori , come  p - u , 
negativo  1’  altro  : perciò  si  avrà  p >-  a,q<^ay  e la  ra- 
dice a tra  p e q. 

323.  X.  Per  altro,  se  le  radici  sieno  o immagina- 
rie 0 eguali  a 2 a 2 , a 4 a 4 ec. , le  quantità  qualna- 
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Clic  p , q sostituite  per  a'  , non  daranno  mai  risultati  con 
segni  contrari  : poiché  le  immaginarie  non  posson  tro- 
varsi tra  le  quantità  reali  p , q ; e le  eguali  come  ( p - 
a)1,  danno  sempre  i risultati  positivi  (121). 

324.  Xl.  Ogni  equazione  con  1’  ultimo  termine  w 
negativo  ha  una  radice  reale  positiva  ; poiché  latto  x =x 

o , si  ha  - w ; e fatto  x — 00 , si  ha  oo™  ; vi  è dun- 
que una  radice  reale  e positiva  tra  u ed  co  (322). 

325.  XII.  Ogni  equazione  di  grado  impari  con 
l’ ultimo  termine  positivo , ha  una  radice  reale  nega- 
tiva ; poiché  posto  - ,v  per  x , le  radici  positive  diven- 
gon  negative  (316):  ora  in  tal  caso  V ultimo  termine 
è negativq  (31 4)-,  dunque  la  nuova  equazione  ha  una 
radice  reale  positiva  (324),  e la  proposta  ne.  ha  lina 
negativa . 

326.  XIII.  Ogni  equazione  di  grado  pari  con  l’ ul- 
timo’ termine  negativo  ha  una  radice  reale  positiva  , 
come  si  sa  ( 324  ) , ed  una  negativa  -,  poiché  posto  — 
x per  x,  l'ultimo  termine  non  si  cangia  (314);  dun- 
que la  nuova  equazione  ha  una  radice  positiva  (324)’, 
e la  data  ne  ha  una  negativa  . 

327.  XIV.  Ogni  equazione  senza  secondo  termine  e col 
terzo  positivo,  ha  delle  radici  immaginarie;  col  terzo  nul- 
lo, no  ha  delle  reali  e dell’ immaginali  e;  e col  terzo  nega- 
tivo, ne  ha  delle  reali:  poiché  la  somma  — eB  dei  quadra- 
ti delle  radici  (319)  sarà'  nel  primo  caso  negativa,  indizio  di 
radici  almeno  in  parte  immaginarie  (148);  nel  secondo,  sa- 
rà. zero,  il  che  indica  radici  parte  reali  e parte  immagina- 
rie; nel  terzo,  sarà,  positiva,  indizio  di  radici  almeno  in 
parte  reali . 

bx*~* 

328.  Per  togliere  i rotti  dall’  equazione  -f f- 

1/1  a 

c 1 f 

-4-  . ... -f-  - — — o,  ove  m è I,  o un  fattor  comune 

md  ina 


dei  denominatori  , pongo  x r:  — , e sostituendo  viene 

maag 

b£l.  |.  <9~  0. 

( madg)n  ma  ( madg  f 1 md{madg)’,~ 1 m<>-  ’ 
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moltiplico  tutto  per  (madg)H , ed  ho  y*  -+bdgyH~l  -f.  ma*cdx 
H ~yn  ~ 1 g)n~l  a*  d"f —o,  senza  rotti.  Per  altro  la 


sostituzione  x — — 
m 


y m - 

adg  C#lt*  C3a*  PUÒ  €SSCr  semplice: 

. . jì  — ' 1 ; - 

così  data  — - *!4* i=o,  non  solo,  non  farò  x =z 

2 16 

— — come  molti  usano,  ma  neppure  — .—  ... 

j2.ló  rr  2.8  2.4 

JL-  ; pongo  bensì  * = ~~  , ed  ho  1’  equazione  semplicissima 
yA  — 6y-  -h  Sy  — - 61  — o . 

rr  a 

...  ; t t a O 

329.  Per  togliere  i radicali  dall’ equazione  x — ^/bx1  ■+ 


* 

O 


o o t 0 

\/bzcy  pongo  \/bxz  zny  , *Jbxc  zrrs,  onde  I x rrj_f  s , Il 
ys)zz(x  — a)3 , III  b'c  zz  a3 , valore  che  posto  nella  II,  la 

. . ¥Tr  . bx1-hbzc  — xì  -+-3jcaa  _ , . 

cangia  in  IV  a _ — — : moltiplico  questa 

3* 

per  a e postovi  di  nuovo  il  valore  di  a3  , trovo  Va1  n . . . 
£b%cx  — bx* z — •ò*ca  -f-a:3a 


3X* 


■ , che  paragonata  con  la  IV , dii. 

il  valor  di  a da  porsi  nella  IL 

330.  Per  togliere  il  secondo  termine  dall’  equazione 

x -I-  <ix  -+  bx  .-j.  ec h*  w — - o,  si  fa  x — y -+ 

fy  e si  ha  la  trasformata 


m c 

y ■+■  mfy 


A 

m—l 


B C SI 

-4 -m.~ — -f1yTn  ■+  ec.. ... . •+■ fm 

3 


-+  a -+(m  — I )af  -+  ec. 

H-  b -+ec.  -+bf'‘ 

Posto  A — o,  sparisce  il  secondo  termine , e viene  f — 

-,  cioè  si  toglie  il  secondo  termine  dividendone  il  coef- 
m 0 

fidente  per  V esponente , ed  unendolo  con  segno  contrario 
alla  nuova  incognita:  Così  data  #3 — 6a;1-+4'* — 2—  °>  fac- 
cio xzzy-x. 2,  e trovo  y 5 — 8y—  15  — o:  e ^ata  ■+•  2*3 — 

4=0-,  facoio  x—y~  — , o pet  evitare  i rotti,  * = , ed 

2 2 
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ho  y*1 — 6)i  ~b  Sy — '($2—0.  Col  metodo  stesso  si  tòglierebbe 
qualunque  altro  termine  se  i radicali  non  lo  impedissero. 

331.  La  passata  trasformazione  dà  il  limite  delle  radici, 
cioè  quella  quantità  che  c maggiore  di  ciascuna  radice . Som- 
mati infatti  i coefficienti  di  y nelle  colonne 
si  ha  A a • r “ : - 

B — vi . — — - /*  ■+  ( m « — l ) a/-+  6 • , 

* 

-,  m — I ni — 3-,  , ,771 — 2 -,  , , - 

C — in  . . /’-+•( 771-1)— a/1  -*(772  — 2 ìbf-^c 

2 3 2 : ' ' u 


rf»  . -m  - t , Jtl  « 2 , r771  - 3 

Cl—f  *+  "+bj  . "+,q/  , -1-  ec.  . . 1 rh  w, 

e se  si  prenda  il  minimo  valor  di  / che  rende  positivi  A , 
B,C  ....  Q,  l’equazione  avrà  tutti  i termini  con  -+ -,  dun- 
que i valori  di  y e perciò  anche  di, a.' — J'—y  saranno  nega- 
tivi (315);  dunque  / supererà  tutte  le  radici  positive  x,  e 
ne  sarà  il  limite,:  quello  delle  negative  si  ha  nei  modo  stes- 
so cangiando  x in  — *(316). 

333.  Dunque  i divisori  dell’  ultimo  termine  , eccedenti 
il  limite,  non  servono  alla  ricerca  delle  radici  (318):  e se  i 
restanti  sieno  molti,  si  fifa  t£fr~zt  1,  = ±2  ec. , e i divi- 
sori ± Dfl  dell’  ultimo  termine  fi  ( che  è 1’  equzione  propo- 
sta, mutato  x 111/(330))  daranno  y +Dfl  = o (318)  ed  x 
DQ  zjzf—o:  ora  a;  +:  Dui  — o ; dunque  +:Duj  =+:  Dl>  4:/;  cioè 
i divisori  dell’  equazione  x"  -+  ec.  (330)  saranno  quelli  d’  Q 
diminuiti  o accresciuti  di  jr,  esclusi  quelli  che  a colpo  d’ oc- 
chio si  vedrà  non  poter  essere  divisori  d’w, 

333.  Esempio . Si  voglia  il  limite  di  *J  — 400  x -+  360 
= 0;  dunque  771  = 3 , a==p , b = . A^nf 

— 400,  c~  360  rii  minimo  va-  v p 

lor  di  fche  dà  positivi  A , B,  n,è  r— ^ ~ r -/• 
'/=  30.  Posto  — a-  per  *,  l’e-  . C = il  =/’ “40o/-+  3*> 
quazione  diventa  xJ  — 400.»  — 360”  o;  onde  777—3,0—0, 
b — — 400,  c~ — 360  1 il  minimo  valor  di  / che  dà  positi- 
vi A ,B,  fi,  è /— 21 . Dunque  . . 

dei  divisori  negativi  e positivi  „ 

di  360 , sono  inutili  per  le  ras  _~3/  “ 400 

dici  i maggiori  di  ■ — 20  e di-f  ^ — ■>  400/  3®° 

31 . Ma  poiché  ne  restart  puf  2 6,  pongo  * — ± 1 , e viene 


± I 4:  400-4-360  — 


_ — 39  . 


: col  segno  di  sopra , i divisori  dell’ 


equazione  son  quelli  di  39  diminuiti  d’ I , cioè  -*2,-+ 12,— • 
Sj  — 4>  esclusi  gli  altri  che  eccedono  i limiti  o non  divido- 
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no  360:  col  segno  di  sotto,  i divisori  son  quelli  di  £59  ac- 
cresciuti d’i,  cioè  -+-2,-4-4,H-i2, — 2,  — io,  esclusi  gl’ina- 
bili . Sicché  i 4S  divisori  di  360  son  ridotti  nel  primo  caso  a 
4,  nel  secondo  a 5,  ed  esclusi  i dissimili,  a 3. 

Equazioni  con  Radici  Razionali . 


A:d=E' 

(B  — E'  ):d  — E" 

{C  — E"):d—E"' 

<Z— :E<*-;>):d=rEW=r  1 


334.  Per  risolvere  un’equazione  0 =A-fBx-+C**  •+...•+ 

Za.-  ne  cerco  i divisori  razionali  sostituendovi ± I 

per  x : se  1’  un  dei  valori  o ambedue  la  riducono  a zelo , sa- 
ranno radici  (322);  se  no,  non  entreranno  più  in  calcolo. 
Sia  * d il  fattor  dell’  equazione  ( d è un  divisor  ridotto 
(3331  dell’ ultimo  termine  );  dunque  il  prodotto  di  x-i-d  per 
un’  equazione  della  forma  o r:  E'  E''x  -+•  E'"*1-*- -+ 

xm  1 restituirà,  la  data  (32).  Or  paragonando  i coef- 
ficienti d’ ambedue , si  hanno  1*  equazioni  poste  qui  di  faccia  , 
che  tutte  dovranno  dar  nume- 
ri interi  o positivi  o negativi 
per  E' , E" , E'"  ec. , e 1’ ultimo 
dovrà,  ridursi  ad  1 , se  x -+  fi  è 
divisor  della  data  : altrimenti 
ella  non  avrà,  divisori  razionali. 

Esempio.  Sia  o = — 100  — ioa-  -+■  66x*  H*3*} — 8a.'4-i- 
xs , in  cui  ± I non  riescono:  avremo  A r — loo,  B rr  — 
IO,  C — 66,Drr3,Frz  — 8.  I divisori  ridotti  di  loo  (333) 
son  quelli  di  3 6 accresciuti  d’  1 , cioè  d~  2,4,5,10,  — 2, 

— 5:  fatto  d — 2 nell’ equazioni  di  faccia,  viene  E'  m — 50, 
E"  — 20 , E7"— 23  ,E'V  — — io,  E*=z  1 ; dunque  * -+  2 è divi- 

sor  delia  data:  fatto  d zz  4,  si  ha  E'—  — 25,  E''  ——  , nu- 

4 

mero  rotto,  e un  rotto  si  ha  pur  dati  — 5 * io,  — 2:  fatto dzz 

— 5,  trovo  E,  = 2o,E''=6,E'"  = — |3,E"==  — 3>E’  = I, 
onde  anche  * — 5 è divisor  della  data. 

335.  Osservazioni.  I.  I valori  di  Ev,E'v,Ewec.  sono  i 
coefficienti  dell’ equazioni  0 = E'-+-E"x~\-  ec.  che  si  hanno  di- 
videndo la  data  per  x -+  2 , x — 5 : esse  6000  *4  • — lo*5  -+• 
23*1  H-20a-  — 50  — o,a?4  — 3*5  — I2jc1  •+  6x  -4-  20 ~ o.  II.  Sot- 
traendole,  si  sarà,  divisa  la  data  per  il  prodotto  di  ambedue 
(44.  V),  «e  avremo  xi  — 5**  — 2*-+  lorro,  ove  potrebbero 
esser  dei  divisori  eguali  ai  già.  trovati.  Infatti  ripetuta  l’o- 
perazione coi  divisori  stessi  -4*  2 , — 5 > s’  incontra  di  nuovo 
il  divisore  x — 5 . Cosi  si  hanno  le  radici  eguali  razionali 
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(Sii):  le  irrazionali  ( per  dirlo  qui  di  passaggio  ) dovendo 
accoppiarsi  con  altrettante -simili  di  contrario  Segno  {3 1 1 ) > si 
hanno  col  risolver  1* equazioni  all’ordinario. 

Equazioni  di  tutti  i Gradi  con  radici 
assegnabili . 


m 


, v , . , m m — 2 , 

330.  L equazion  generale  x — mx  \/ah  -+■  . 

m — 3 m — 4 ",  ...  m—  4 in  — 5 m — -5  *}  ,,, 

— — r*  ^Jadb'  — m. -x  ‘ Ja'b'- 

4 v 23 


m — s,  m — 6 m — 7 m — 8 m.  ...  m— 6 ni 

m . 1- . . i x V«4^+  — m — 


X ... 


^34  J . à 

m — 8 m — 0 m — io  * ...  m — 7 m — 8 711—9 

. -.x  Ja'b*  -+77Z * X ... 

4 5 2 3 4 

m — io  m — 11  m — 12",  ...  m — 8 m — 9 m — io 

— x aJ  a6b° — m. . . X 

5 6 234 

m~n  m — 13  ni  13  m— 14  ",  ...  , o/.  . _ 

x ^ J tra1  ~b  ec — a — 

567 

7H  m 

O,  che  ha  per  radice  * = y'a  -+\/b  ( 159)  » «solve  un’  infi* 
tn.  d’  equazioni . 


Equazioni  del  terzo  e quarto  grado  . 

337-  Sia  m ZT3,  e debba  risolversi  1’ equazione  x*  -t- 
px  -i-  q — o senza  secondo  termine  e senza  divisori  raziona- 
li, come  supporrò  sempre  in  avvenire.  Dal  confronto  di que* 

sta  con  la  generale  hoprr — '3 y/ab,q~  — a — b , d’onde  e- 

liminato  A,  viene  a1  -+  qazz?-  ed  a =:  — — ±1/ / — _+ — ^ , 

•21  2 V 4 27  ì 

b—  — — ■+  — V,  dunque  x — */a-+ÀJb—\/f — 

M X'*9X  -*■ 

3 3 

6 = 0,  ove  p=zg,n~6,  d'a  * — V3  — v9- 

338.  L’  altre  due  radici  si  hanno  dall’  altre  due  cubiche 

3 3 3 » 

ài  a,b  cioè  da  yjb,  c da  (173),  com- 

binate 
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tinate  però  di  modo  che  il  loro  prodotto  dia,  come  «opra, 
3 i 3 3 3 

y ab = — — p,  ciò  che  si  ha  unendo  yy/a  con  Xy/b  cXy'a 


3, 

con  yy'ò,  giacché  yX  = i (i 73.147).  Sarà,  dunque  * = 

’ .V(r^er))_iiV-r3^,-s_... 

4 27  / 2 V 2 

* j » 

•/{- — P — ) V,  e ben  si  vede  che  il  radicai  quadratico  se  è 
4 ^ t 

reale,  da  immaginarie  le  due  radici,  « se  è immaginario, 

le  dà  reali,  riducendosi  egli  allora  ad  A4BV — I ( 149); 
onde  la  prima  radice  arrA-fB^/ — ih- A — B^/ — 1 ~ 2 A , 
come  pur  l’ altre  due  . Sicché  quando  con  p negativo  .si  ha 


-i-p3  > — o*,  le  tre  radici  son  reaji.  Vedremo  come  si  ot- 
HT  4 

(tengano  per  approssijrmzione , giacché  l’aver  tentato  inva- 
no di  averle  esattamente,  meritò  a questo  caso  il  nome  d’ir- 
riducibile . 

339.  Lo  stesso  metodo  risolve  anche  1’  equazioni  della 
forma  ar^M-  par1*  r+  <jxn  •+  r — o , fatto  x"  —y:  e a questa 
forma  appunto  appartengon  quelle  del  quarto  grado.  Sia 
re*  -Ppar1  -+  qx  -i-  rzzo~(  x'~  -+  tx  -p  s)  f x1  — far-Pu)  che  sup- 

fiongo  i due  fattori  quadratici  della  data:  paiagonandola  col 
oro  prodotto  ar4-+(ii. — t1H-s)rc1_+( u — s ) f ar  H- -su  = o , ho 
j°.  u — t1  — {- s~p-,  2®.  t (u  — 4')— 2>  3°.  su  — r:  sommo  e sot- 


traggo u-ps— t1-4-p,u  — 


) 


e viene  u = — (p-f-t*)-4- 


— , szz  1 - (p  -p«*  ) — , che  moltiplicate  danno  su  ~ r — 

2 1 2 2 1 

I Q 1 

— (p-Pf1)1 ì-j  f onde  si  ha  1’  equazione  ridotta  ts  -+ 

4 4^ 

2pf4-P(p*  — 41  ) t* — 91  — o della  forma  generale  a:3”-P 
px1* -+  ec.  — o . Se  la  data  ar4-P par1  ec.  ha  razionali  i due 
supposti  fattori,  la  ridotta  avrà  razionale  t e — t,  onde  col 
dato  metodo  (334)  se  ne  cercherà  uno,  presi  o i positivi  o 
i negativi  divisori  dell’ ultimo  termine.  Così  per  a.4  — 307*  — 
I2v-P5  — o,  ove  p — — 3,  q — — 12,  r=5  , la  ridotta  t 6 — 
6t+ — Ut* — 144  = 0 coi  divisori  negativi  di  144,  dà  t=3, 
onde  t/  = I , s = 5,  e i fattori  a;1  -P3ar  -4-  5 ,xx- — 3*' -PI. 

340.  Ma  se  la  data  non  ha  fattori  razionali , pongo  nel- 
la ridotta  t'—y  — — (z—  2p)  (330),  e dalia  risultante  z3  — 
o 

(p*  — P I2r ) 35  — (p1  — $6r)s.p  — 0 ho  le  radici  / = 

R 
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*=i(t-4-V(^-4«))=-(±vy±v/y^N/y//) 

2 

X=2±0-V{t'-4U))=±(±V/  + V/'*V>"') 

2 — ' 

C *=“(*t-+v/(t*"4,))=7f(:P  Vjv'*  Vy,,:tVy"') 

Jt  — 

2 J 

•si  i segni  di  sopra  se  5 è positivo . Così  per  x 4 — 20-v*  — r 
12*— f-  13  = 0,  ove  p = — 2o , 2 — — 1 2 , r = 13,  la  ridotta 

sarà  ts — 4or4-+*348rl — 144  = 0,  efatto  t*—y  — ^-(2-1-40), 

3 

viene  sJ  — 16682  — 6608  = 0,  le  cui  radici  a'  = — 4,2"=  2 H- 

6V4<5,2'"=2  — 6V46  danno  y/=  V —■  (s'—  2p) = 2 — 

o 

v'i.(z"_2i))  =(171)  v'(7-+-V'3)“t-V(:— ^ V3)yV/"  = 

ó 

V(7*+\/3)— yCl  — -^3);  e poiché  q è negativo,  sarà 

* — y 3 y( 2 y 3 ) » x — y 3 -+  y( 2 vs  ) > *• — y 3 —t_ 

y(7-+'y3)>*=y3-^y(7H-y3)- 

34I.  Nel  modo  stesso  si  risolvon  1’  equazioni  della  for- 
ma a*4*  -+pxu-+qx*”-hrx"-l-v~oì  fatto  xn  — y.  Dpi  resto, 
1’ equazion  generale  (336)  non  avea  qui  luogo,  dando  ella 
solamente  un’  equazione  del  quarto  grado  che  si  riduce  al 
secondo. 


Equazioni  risolubili  del  quinto  Grado  , del  sesto  ec, 

343.  Con  un  metodo  analogo  a quello  che  poc®  fa  spie- 
gammo (339)  cerco  i divisori  o quadratici  o cubici  o bi- 
quadratici d1  un’equazione  che  non  ne  ha  dei  semplici:  se 
vi  sono,  1’  equazione  è riducibile  ; se  no,  è irriducibile. 
Tutti  i gradi  però  hanno  dell’  equazioni  che  la  formula  ge- 
nerale (336)  risolve  completamente. 

343.  Sia  in  essa  772=  5, =6,  = 7 ec. ; si  troveranno  sem- 
pre le  radici  delle  seguenti  equazioni 
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3 

— 5 x*  */ ab  ~t  5 x^/a‘1bì  — a — b~0 
6 6 6 

x6 — 6x4\/ab  H-  — 2 — a — b — O 

7 ,7  7 , 

x 7 — ~xs  y^fab-A- 14 xì  fSJalb'1 — 1x^/aìbì — a — b~o 


ec.  ec.  cc. 

Esempj.  ì.  Sia  x*  -4-  Spx*  •+  bp*x  “+•  2j  = 0 ; sarà,  p — — 

fi 

\!  ab  ,2q  — — a — b,  ed  eliminato  b,  viene  a— — q rfc  a/(  '2* 
j)5),  b — — <1  + V {<1* -+P5  ) 1 kz=  >s/(-q-b  ^/(qì  -ì-p!))-+- 
V(  — 7^~  Vi'l* ~*~P5  ))•  II-  Sia  — • 6p*4 H-pp1*2  — 22  = o; 

6 <5 

Sara  p — ab , “2q  — 2 a} b’  -+  a ~i-  b ~ 2pz  -f-  a *+  6 ; onde 
a — q—pì±y/q(q  — 2pì  ),b=:q—pì  +y/q{q—  2p3),  cd  x“ 
6 (5 

V ( 7 — F?  •+  V 7 (2  — -i,J  ) ) *+  -/  ( 7 — ij5  — V2 (2  — 2jJ3  ) ) . 

L’  altre  radici  si  ottengono  come  sopra  (338j. 

yl.'fre  Equazioni  di  tutti  i Gradi  con  radici 
assegnabili . 

.'544-  Facendo  il  prodotto  di  m equazioni  quadratiche  e 
reciproche  ( in  cui  cioè  nulla  si  cangia  posto  — in  luogo 

^ y *2» 

di  * ) come  -t-I  — o , i*  -w/x-f  I ~o  ec. , si  ha  un’e- 

. . . *’■  , ,,  r 2 m 2 m — I 

quazione  parimente  reciproca  della  forma  x -\-px  -¥ 

2m—2  m , , 

5*  — f-  ....  rx  ....  — 4-  2^  "4* pA?  *4*  I o } che 

di  nuovo  moltiplicata  per  la  reciproca  di  primo  grado  x -4- 

2 m I 2/n  , 2 ni — 1 , , 

I — o , diventa  .*  -4-  <jx  -+hx  -4- , . . . — wix  -t* 

gx  ^ I— o.  Quindi  le  reciproche  di  grado  impari  son  divi- 
sibili per  x _ f.  1 , con  che  divengono  di  grado  pari,c  di  que- 
ste si  hanno  le  radici  col  risolverle  nelle  componenti  qua- 
dratiche . 

Esempio.  Sia  x6 — 25.V4 -+  4S.Y3  — 2 5**-v  1=0:  prese 
le  reciproche  x1  -4-  t.»  -4-  I = o del  secondo  grado,  e x4 -+- 
px1  -4.  q*a  ~bpx  •+  1 r=:  o del  quarto,  paragono  con  la.  data 
il  loro  prodotto  x6 -r  (p-±t)x5-i-{i-+q-4-pt)x*-+(2p~+- 
2t)-s3-+(l-4-2-*-ipf)»I'4-^pH-r)»-i-I=iO,  e trovo  I p-+ 


JL* 
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t—.o  onde  p — — t-,  II  i -+  q — t * = — 25;  III  q t — 2t  = 4$  . 
Sommo  la  III  con  la  II  moltiplicata  per  — t,  e viene  t’  — 
2Se—  48  = 0,  onde  (33:)  t — — 4,  * = 2±  ,p  = 4,j  = — 
io  e la  reciproca  — iox1  -+■  4*  -+  1 = o , che  trat- 

tata come  la  prima,  da  * = 1 , * = i , * = — 3 ± 2^/2. 

Equazioni  Irriducibili . 


345.  Data  l’equazione  irriducibile  (342)  s” -+pz” 


qz 


n — 


-+• -4-  uzzo,  cerco  il  suo  limite/' (331  ) e posto 

mzzf — 1,  faccio  z — m -f  y , essendo  y decimali.  La  data 

perciò  diventa  yn -+mnyn  1 _+  ec.  = o , da  cui  ( non  cu- 
biti yi  , y*  ec.  piccolissimi  ) ho  y e perciò  * con  due  decii 
mali  almeno.  Lo  chiamo  in  , e faccio  di  nuovo  zzzm'-by, 
è trascurato  nella  sostituzione  anche  y 1 , trovo  il  valore  m" 
di  z con  tre  decimali.  Così  proseguo  finché  piace:  ma  per 
aver*  z più  prontamente,  pongo  zzzm"-+y  ed  applico  alla 

. , . x bx * 2 6 4 — ac  , 

nuova  equazione  la  serie  yzz — h xs  — ec. 

J a aì  aJ 

(294) , con  pochi  termini  della  quale  viene  z con  otto  o 
nove  decimali. 

Esempio.  Sia  *J — 4 s — 2 — o,  i!  cui  limite  è 3 (331)5 

faccio  zzz  2 -+  y j e non  curato^*,  trovo  y*  -+■  ~y  zz  -,y  — 

> 3 3 

— 2 ± \/“  , , 

— — — 0, 21  e z = 2 , 21  = m : di  nuovo  pongo  z = 2 , 2 1 H- 

3 

* 0,046139 

V,  e non  curato  y , trovo  yzz  — - — — — 0,004,  e z = 

10,6523 

2 ,314— ni v.  Infine  faccio  5 = 2,214 -4-^,  ed  ho  0,003423656  — 
1 0.70539  y-¥  6 ,642 y*  -+■  y1 , a cui  applicando  la  serie,  viene 
* = 0,003423656,  azz  10,30539,  b — 6, 642,  c=z  1 , dzzc  z= 

ec  = o , ed  v = 252311^  _ 6>642(o, 0034-43656)*  u 

^ 10,70539  (10,30539)» 

cui  calcolo , tornando  sempre  i numeri  stessi , é facilissimo 
coi  logaritmi.  Quello  del  primo  termine  è 6,5048836  = 
Lo, 0003198063  , quello  del  secondo  è 2,8024315  = . . . 
Lo,  0000000635  5 e sottratto  dal  primo  il  secondo  numero  5 
Viene  yzz.  0,00031934325  e 2 = 2,2143193432. 

346.  Quando  ,il  terzo  termine  dell’  equazione  è con  H- 
(323),  e i risultati  di  Q (331)  presi  finché  lo  indica  il  com- 
pendio (282),  conservano  il  se^no  stesso,  le  radici  Son  tue- 
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te  immaginane  (323),  e si  hanno  cercando  al  folico  (339)  ì 
fattori  di  secondo  grado  che  esse  producono. 

34;.  La  data  equazione  divisa  per  a — 2,214  ec.,  si  ab* 
bassa  d’  un  grado,  e col  petodo  stesso  si  ha  una  seconda 
radice  ec. 


Problemi  indeterminati  del  primo  grado  , 

34S-  Un  problema  ove  il  numero  dell’  incognite  supera 
quello  dell’ equazioni , si  chiama  indeterminato"  ( 1 8(5 ) . Per 
esempio:  si  voglian  tre  numeri  x,y,z  che  faccian  105  ed 
abbiano  una  stessa  differenza:  dunque  I.  * -4-  se:  105  * 

ÌI.  x — y =:  y --z,  e preso  dalla  II.  il  valor  di  x — 2y  — 2,  si 
avrà,  nella  I.  y — 3p  , onde  *-4*35  -+-2  = 105  ed  * -t-  2 = 70. 
Ora  non  potendosi  eliminar  di  qui  nè  * nè  z , fatto  per  c- 
Sempio  a:  =10,  sarà  z — óo  e i tre  numeri  10,35,60  scio- 
glieranno il  problema:  e fatto  x = 12,  si  ha  2 = 53,  e il 
problema  è sciolto  egualmente  dai  tre  numeri  12,35,58. 
Anzi  il  problema  può  aver  69  soluzioni  in  numeri  interi  e 
jpositivi,  perchè  può  supporsi  x eguale  a tutti  i numeri  da 
i sino  a 69,  ma  non  più  là,  essendo  7o  =**+*2.  Ha  però 
un’  infinità  di  soluzioni  se  si  fa  x rotto  o negativo  : ma  tali 
Valori  occorrendo  rare  volte,  cercheremo  gli  interi. 

349.  Sia  1*  equazion  generale  a~bx-±cy  coi  numeri  a , 
b,c,  interi  e noti.  Se  è,c  abbiano  un  divisor  edmùne  d e 

sia  b — b'd,c  — c'd,  verrà  ~ = b'x  ± c'y , onde  1’ equazione  è 

irrisolubile  se  a non  è multiplo  di  d : ma  se  lo  è , fatto 
a — ad,  avremo  a — b'x±  c'y,  equazione  simile  alla  data 
coi  numeri  b',c'  primi  tra  loro. 

350.  Supposto  perciò  che  nella  data  sieno  b,t  primi  tra 

h , a+°y  1 a , a"  c 

loro  e b < c,  avremo  x — — - — ; onde  se  — —a  *+■  — , — . — 

o b b b 

, c"  , , a"^c"y  , . 

e ■+  — , sarà  xzza  +.cy  -4 — - , e trascurati  gì  interi 

0 b 

a ,cy , tutto  si  ridurrà  a fare  E,  intendendo  per 

£ un  numero  intero. 

351.  O ra  poiché  b,c  e perciò  anche  b,c,r,  son  primi 
tra  loro,  si  ha  sempre  o a colpo  d’occhio  o con  la  data  re- 


c"y 

gola  (do)  un  numero  N(»)  per  cui  moltiplicando  , 
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venga 


X <34  )( 

a"Nlm,3pc'  N ^ y . , 

: che  trascurati  gl  interi,  lasci  y col 

A 


coefficiente  1 e si  riduca  per  esempio  a 


k^y. 


:E,  intero  di- 


verso dal  primo  ma  sempre  espresso  per  E;  allora  ^ = AE4r 
h ( mutati,  se  y è negativo,  i segni  al  primo  membro,  il 
che  non  interessa  1’  inreto  ) ; e preso  per  E quel  più  picco- 
lo intero  positivo  che  renda  positiva  la  quantità.  AE  ± k ( c 
perciò  fatto  E = o se  vale  il  segno  di  sopra  ),  si  avrà  il  mi- 
nimo valor  di  y che  posto  nella  data,  determinerà,  col  se- 
gno di  sopra  o di  sotto,  il  massimo  o il  minimo  valor  (di  xt 
come  è chiaro. 

352r  Sicno  g,h  i valori  così  trovati  di  x,y : si  avrà  dun- 
que azztbx±:cy  ed  a — bg  ± eh  onde  rt  bg  4:  bx  ~ cy — eh  y 
. . ±<>+.x  c . me 

cioè  -- — - — — -,  supposto  m un  numero  intero  co* 

y — h b mb 

minciando  da  05  dunque  poiché  A,c  son  primi  tra  loro, 
verrà  x—g+-mc  ed  y-zh-t-mb , donde  tutti  i valori  possi- 
bili di  x,y,  dati  i due  primi  g,  h. 

353.  Dunque  i°.  Se  a=  bx±cy  sia  colsegno  di  sopra,  a- 
vremo  xzzg—  me,  e per  aver  x positivo,  dovrà  essere  n;c< 


g c perciò  771 

c 


onde  il  numero  dei  valori  di  x,y  sarà 


fT  , ^ 

r I gircene  m comincia  da  o:  2°.  se  sia  col  segno  di  sot> 

c 

to  , s5arà  x=g-+mc  e i valori  di  x,  y saranno  infiniti.  In 
ambedue  i casi , questi  procedono  in  progressione  aritmeti- 
ca, poiché  fatto  m~ o,  i,2  ec.  sarà  x—g,g^Cyg^z2cec.t 
ed  y — h,h-+b,k-4.‘2b  ec.  Ecco  degli  Esempj. 

354.  I.  Risolvere  in  numeri  interi  l’equazione  7 = 6x  — 
6y . Poiché  2 non  è multiplo  di  6,  il  problema  è impossibi- 
le (349)- 

II.  Risolvere  5==3A'~4>-  Sarà  x — — = E =" 

3 3 

(3ó°)  ed  > = 3E  — 2 . Fatta  E = i (351),  sarà  y=  I cd  jt  = 

-=■  ' — 3 > valori  minimi  (351);  dunque  poiché  A = 3 , c = 

3 

4>£—  = sarà  * = 3,7,  Il  ec.,  y=  \ ,4,7  cc.  (352)^ 

III.  Risolvere  2000  = 9* -+ 13^7.  Sarà  * — — — 

(350)  =e= (3S.)=4-^(3S=)«j"=jE- 
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4.  Fatta  Erri  , saia  y—  5 valor  minimo,  x rr  — ■ 

9 

315  valor  massimo  (351);  dunque  poiché  ir rp,crr  13,  rr  — 
- 1 5 » 7i  — 5 > sarà.  * = 21^,202  , 189  ec.,jy  rr  5, 14,  03  ec°,  c 


le  soluzioni  sono  -^-4-  1 — 1 — 1 7 (353). 

c 13 

IV.  Un  Mercante  per  saldo  di  1200*  offre  una  stoffa  di 
-J  il  Braccio,  un’altra  di  in  quanti  modi  può  saldare? 
Poste  y le  Br.  della  prima  stoffa,  * quelle  della  seconda,  sa. 

ra  1200  rr  5*  -t-  ly  , onde  x — rr  E rr  — rr 

. 5 5 5 

Q ^ Al 

(S51)  — — ==  -»  y = 5E.  Fatta  Eni,  sarà  y~  5,  ed  x rr 
5 5 

l2r>'ì 

233i  *e  soluzioni  sono  -—-+.1—34. 

V.  Uq  Mercante  cambiò  brillanti  in  perle  , oltre  alle  quali 
pbbe  1 6?  \ ogni  brillante  vale  j822/  e ogni  , perla  253:  quan. 
te  perle  ricevè?  Sieno  y i brillanti,  x le  perle,  si  avrà  l8“2^rr 

•253*-*  16,  ed  * = — - E - 121?  . Ma  qui  il  nu- 

pierò  N<w)  che  dee  moltiplicare  il  rotto,  non  vedendosi  a 
polpo  d’occhio  (351),  opero  come  di  fac- 
cia, e troyo  subito  ($8)  N'  rr2,  N"rr3, 

= dunque  E rr:  — 12Ì^—  . . 

„ 253 

wmmm—m  /li  Q m 

— — — - ( scriyo  — y perchè  (60)  i quo. 

-53 

zienti  sono  in  numero  impari  ) ed  y — 

253E  — 80  (35I).  Fatta  E rr  1 , viene  y rr  173  ed  x rr  1280, 
minimi  numeri  di  brillanti  c di  perle  che  il  Mercante  abbia 
potuti  dare  e ricevere . 

355.  Con  questo  metodo  può  esprimersi  più  semplice  - 
B y . , 

mente  un  rotto—  rr  ~ quando  basfa  una  certa  approssima- 
zione, col  solo  fare  * rr  rr  — -jj-~  — E , essendo  n un  in- 
tero da  aggiungersi  o togliersi  per  aver  1’  approssimazione  ri- 
chiesta; onde  il  segno  rr  è qui  di  adequazione  piuttosto  che 


253 

iol 

51 

5^ 

1 


2 -P 
1 — 
1—r 


d’ egualità..  Sia  B — 129,  ArroSl;  dunque  - — E rr 

129 

2T  v rfc  n ...  . fa'Sir+nViR 

, e poiché  si  trova  (58)  N*rr  28,  verrà  Errili 1—  — 

I 2p  * 129 
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onde  v = i2pE  ± 280,  ed  x = 

120  K i-y 

2SlE±6l«.  Col  segno  -+, fatta  E=:o  ,«  = 23  . 

I,  sara>=s8,»=<Jl,e  — = i=;-inr  y. 

circa  : col  scg  no  — , fatta  E ==  I , n — I , *a- 

. 129  ioj  . . 7 * 

T$y  — loi,ar“22o,  e — — incirca,  e I 

J 23 I 220 


5=P 

l = r 

1 = « 
1 —t 


questi  rotti  son  sì  vicini  al  dato,  che  niun  altro  vi  si  a e? 
costa  tanto  con  sì  piccoli  numeri,  come  può  vedersi  Facen- 
do x—  g+.mc,  y — h-hmb( 352).  Si  noti  però  che  se  la  de- 
terminazione dell*  arbitraria  n renda  28/1  > 129  ( come  se  si 
facesse  n~ 5),  o dovranno  togliersi  pi’ interi  dall’  equazior 


ne 


y -4-  12$72  , , • 

E — ^ — - — prima  di  cavarne  il  valor  di  y > o dovrà  prcn- 

129 


29 


dcrsi  E positiva  e negativa  nell’equazione  y — i29E±28n. 

356.  Trovare  un  numero  * che  diviso  per  i numeri  nor 
ti  a,b,c  ec.  dia  per  resto  ajtri  numeri  noti  771 , n , p ec.  Dun- 

que  I.  — rzE-i — , II.  — - = E -4-  — , III.  — = E rf  — ec.,  e 

a ab  b c c 

la  I.  da  IV.  x = aE-+m,  valore  che  posto  nella  II.  da  un 
equazione  tra  E ed  E';  onde  trovata  E da  questa  come  si 
trovò  y (351),  viene  dalla  IV.  un  nuovo  valor  di  x in  E'  1 
che  posto  nella  III.  da  un’  equazione  tra  E'  ed  E";  trovar^, 
dunque  E'  da  questa  (351)»  si  ha  dalla  IV.  un  nuovo  valor 
di  * in  E"  ec.  Preso  in  fine  per  E"  un  intero,  si  hanno  i 
valori  che  soddisfanno  al  problema. 

Esempio.  Un  avaro  ha  molti  sacchetti  di  I200*  l’uno. 
Contandogli  a 3 a 3,  non  vi  è avanzo;  a 1 a 1 , ne  avan? 
za  l;  a io  a io,  ne  avanzan  6:  i sacchetti  eran  più  di  100 
ina  men  di  300  e se  ne  cerca  il  numero . Sia  * : si  avrk  I. 

— = E,  II.  ÌZLL-e\  III.  = E",  e perciò  IV.  * = 
3 Z io 


3E,  valore  che  cangia  la  II.  in  — ?r=E'~-^? — — 

£ 

— ~j  onde  Ert;E'H-S,  e la  IV.  diventa  A’2Z2lE'-+  15» 


valore  che  cangia  la  III.  in  — — E",  onde  I?  2:  10E" — 

io 

p,  e la  IV.  diventa  x zz  210E" — 174.  Presa  E"  rr  I , si  ha 
x—36,  minimo  dei  numeri  che  divisi  per  3,  per  7 e pe^r 
7 0 danno  i restio , 1 , 6 : se  E"~  2,3,  Sara  a-  246 , 456  ; dunque 

i sacchetti 


\, 
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i sacchetti  sono  246. 

357.  Con  qùesro  metodo  sisciolgon  molti  problemi  relativi 
al  Calendario.  Vogliasi  1’ anno  dell’ Era  Cristiana  in  cui  si  ebbe 
17  di  Ciclo  Solare  , 6 di  Ciclo  Lunare,  e 5 d’indizione.  E’  noto 
che  il  Ciclo  Solare  è un  periodo  di  28  anni , il  Lunare  o 
Numero  Aureo  di  19,  e 1’  Indizione  di  15.  Perciò  chiama- 
to * l’anno  cercato,  sarà.  I.  — =E,II.  - — E',  III. 

28  19 

X ~~  ~ ^ 

— E",  onde  IV.  ~ 28E  -f-  17  , valore  che  riduce  la 

15 

11  a 28E  -+ 1 1 __  __  9f  1 1 _ f 9L  -4- 1 1 )2  _ — 3 

19  " ~ 19  ~~  l9  ~ 19  ’ * 

mutati  1 segni  (351) , E = I9E'h- 3,  ed  * = 532E/-+  101 , va* 

loie  che  riduce  la  III.  a — E"z=.  — - ~+—  — . . . 

15  15 

I4E'h-i2  — E'h-  12  . . 

— — ' , e mutati  1 segni,  E — I <E" *+  12, ed 

15  15 

a:  = 798oE/,-+6485.  Se  E"=:o,  1 ec.,  si  avrà  * — 6485, 14465 
cc.  : ma  poiché  quest’  anni  appartengono  al  Periodo  Giulia- 
no, il  cui  principio  precede  di  4713  anni  quello  dell’ Era 
Cristiana,  bisogna  sottrarre  47 13  da  queste  epoche  differen- 
ti per  ridurle  ad  anni  della  nostra  Era  che  soddisfacciano 
alle  tre  condizioni  del  problema . Fatta  la  sottrazione  da 
6485,  si  ha  1772:  sicché  dal  principio  del  Mondo,  come  è 
fissato  dall’  ordinaria  Cronologìa,  il  solo  anno  1772  della  no- 
stra Era  ha  17  di  Ciclo  Solare,  6 di  Lunare  e 5 d’indi- 
zione. Sottraendo  del  pari  4713  da  .14465,  si  ha  9752  che 
nell’Era  nostra  soddisfa  alle  stesse  condizioni  ec.  Questo  Pe- 
riodo Giuliano,  prodotto  di  28x19X15,  è preferibile  al  Dio- 
nisiano  che  essendo  il  prodotto  di  28X19,  abbraccia  pochi 
avvenimenti  e comincia  75  anni  dopo  Cristo. 

Problemi  indeterminati  degli  altri  gradi . 


n///t  _ L,  y>  r I - fi  v ^ — I \ 

Data  V equazion  generale  y “ \ j ( ’ J 

V v pH-gx-hec.  * 

trovar  per  y 1°.  dei  valori  razionali  : 2°.  dei  valori  interi  : 30. 
tutti  i possibili  valori  interi.  Ecco  il  problema  che  com- 
prende la  completa  dottrina  degli  indeterminati  eccedenti  il 
primo  grado^  niun  Matematico  lo  ha  sciolto  finora  intera- 
mente, e quella  stessa  porzione  che  se  ne  è risoluta,  non 
può  qui  tutta  inserirsi:  ma  almeno  toglieremo  a questi  pro- 

S 
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b’emi  una  certa  aria  di  mistero  con  cui  soglion  trattarsi  da» 


j^ii  Analisti 


Sia  primieramente  m: 


„ b-+cx-i-  dx  -pe c. 

: I ; sara  y — — , 

p~+gxr+  hx  -4-  ec. 
ove  y non  supera  il  primo  grado , mentre  .*  ascende  ad  u» 
na  potenza  qualunque . Dato  un  valore  ad  * , si  avrà  sem- 
pre y ; ma  come  averlo  in  numeri  inceri  c positivi?  Ecco» 
ne  le  regole  . 

, CX  f | ~ /> 

358.  Sia  y — ; fatta  la  divisione  attuale  finché  si 

...  8X^-P 

elimini  * dal  dividendo,  se  è possibile,  si  ha  gy  — c -V 

^2,  e però  {gy—c){gx  *+p ) — bg — cp:  dunque  i nu» 

meri  gy — c,gx~+p  debbono  esser  due  fattori  del  numero 
bg — cp . Chiamato  m uno  di  essi,  n l’altro  ( l’uno  c l’al- 
tro col  segBO  ± se  bg  — cp  sia  positivo;  e l’uno  con  ±,  l’alr 
tro  con  4:  se  sia  negativo  ) saia  gy  — c — m , gx  jr>  — n, 

onde  y = — — , * = - — cioè  per  aver  y intero  , dovran- 

jo  -8  ..  ....... 

no  prendersi  quei  fattori  m che  uniti  a c son  divisibili  per 
g,  e i loro  corrispondenti  n daranno  necessariamente  intero 
anche  x. 

Esempio  . Sono  in  un  Albergo  degli  uomini  e delle  don- 
ne, e tanto  quelli  che  queste  spendono  24/;  ma  ogni  uomo 
spende  i1  più  d*  ogni  donna.  Cerco  il  numero  degli  uni  e 
dell’  aLtre . Sieno  x gli  uomini,  y le  donne:  si  troverà,  y = 

e però  c =24 , 5 = 0,"  = — I ,p—  24 , bg—cp  = — - 

24  — * 

5 16,  i cui  fattori  ( l’uno  con  ±,  l’altro  con  4:  ) sono 

m = ±576 ±288 ±192 ± I44±9ó±72±Ó4±48 
t :=4=  I T-  2+:  34:  44=  64:  84:  9hPI 2 

pi~±  36 ± 32 ± 24 
n — +.  164:  X84:  24 


. . x 771 -4- c n — p 

e poiché  y = = — m — 24,  * = -4=  24  — n , per  a» 

ver  y positivo,  converrà  prender  per  m i soli  fattori  nega- 
tivi non  minori  di  25 , e perciò  i soli  corrispondenti  positi- 
vi per  ti  ; onde  le  soluzioni  saranno  io  cioè 

^=550,264,168,120,72,48,40, 

* = 23,  22,  21,  20,18,16,45, 
y=  24,  12,  8 

x «4  12,8,6 
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dx  ex  | fa 

SÈ9- Sla  y- — - — - — ■» verrk  (g'y-dgx—cg-ì-dp) 

{gx-hp)  — bgl  -+dp*  — cgp.  Fatto  g*y  — dgx  — cg  -+•  dp  = 

v n — p m-+-dn-+-c<T — 2dp  . „ 

mtgx-+p~nì  sara  X r: — , y — * — - — ±1  , cioè 

8 8 

per  avere  * intero  dovranno  prendersi  quei  fattori  n di  bg1  -+ 
dp * — cgp  che  diminuiti  di  p son  divisibili  per  g;  il  resto  si 
fa  come  sopra  : e col  metodo  stesso  si  risolvono  gli  altri  ca- 
si assai  rari  dell’equaZion  generale  y =.  ec. 

x7-  — )} 

360.  Ma  sia  y — d’  onde  x non  può  eliminarsi  : 

P 

1°.  se  b —g1  ± mp , fatto  x — npitg,  verrh  y rr  n'p  ± 2/j"  4: 
m , ove  g o m possono  anche  essere  zero  : 2°.  qualunque  sia 
h,  si  cercherà  un  numero  p'  tale  thè  p'p  *4-  b sia  quadrato 

(21) , presi  per  p'  i nUttieti  minoi'i  di  1 positivi  o nega- 

; 4 

tivi , tra  i quali  dovrà  trovarsi  se  pure  esista  (36. 140.):  e 
dedotto  di  qui  x ( per  esempio  * — f ),  sarà  anche 
mp  (36.  130.).  Si  noti  però  che  se  p sia  numero  primo 
( fuorché  é ),  e b non  multiplo  di  p e non  quadrato,  non 

Pszl 

sarà  a;*  ±b  un  multiplo  di  p se  non  lo  sia  (rpi)  * — i: 

poiché  se  cc1  ri tb  è multiplo  di  p , si  avrà  (36 . p°.  ) x1—  :p 

_i  P — 1 

~b , x — ^b)1  ed*^  — I — ( +:  ò ) * — 1:  ora  il  primo 

membro  è multiplo  di  p (36.13°.)* 


Problèmi  indeterminati  del  secondo  grado . 

Sia  in  secondo  luogo  m zez  2 : sarà y — \f ( 

b J V \p-Ygx-+hx'tc.i' 

e perchè  y sia  razionale  dovrà  trovarsi  per  x un  tal  nume- 
ro che  dia  — — Q,  intendendo  per  Qun  numero  oua- 

jj  -+gx  ec. 

drato . Or  se  il  primo  membro  potrà  cangiarsi  injr±rf,che 
resti  un  quadrato,  diverso  certamente  dal  primo,  ma  sempre 
indicato  per  Q , si  avrà  X ± d — Q eà  x — Qj:  d -,  onde  preso  per 
Q un  quadrato  qualunque  intero  o rotto  ( cioè  fatto  Q = 

A2  * : ’ 

— --  essendo  A, a due  numeri  arbitrhrj,  interi  e primi  tra 
a* 

loro  ),  si  otterrà^  razionale:  anzi  se  possa  giungersi  alme- 
no a quest’  altra  equalione  x = V (Q4^)>  e *»  sappia  ren- 
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der  razionale  la  formula  y' (Q  ^ d),  anche  in  tal  caso  sari 
y razionale . Con  tre  principi  si  ridurrà.  1’  equazione  a que- 
sti due  casi . 

3ÓI.  1°.  Una  potenza  indeterminata  P"  può  eguagliarsi 
ad  un  altra  o data  cm  o indeterminata  x";  poiché  essendo 
P arbitrario,  può  farsi  P=c,  P=jf,  onde  Pw=  cm , P'"  = a:w  : 
lì0.  Una  potenza  a1”  moltiplicata  o divisa  per  tal'  altra  l)”lr 
ne  da.  sempre  una  del  grado  m ; infatti  .supposto  axh  — c 
ovvero  a:b  — d,  saia.  amXbm  = cm  , am  : bm  — dm  : 30.  La  for- 
mula y/ { Q=pd)  si  rende  sempre  razionale  sol  che  si  fac- 

^ * Vi. 


cia  ( I53)»  e P«c*0  \/(Q=t<*J  = • • • 

— ove  d è un  numero  dato  o da  prendersi  comunque . 

362.  Di  qui  si  ha  che  se  bc  sia  un  quadrato , lo  sarh. 

c • bc  c 

anche  -f.  Infatti  da  bc~  Q viene  (361 .2°.  ) r-r  = Q = -y- . 
b b 0 

Onde  se  Q h un  multiplo  d'  un  numero  non  quadrato  b , lo 
è anche  la  sua  radice  : poiché  da  Q=:icsiha^=-^-  — 

Q'eVQ  = VQ'-  . . : 1 

363.  Ma  si  applichino  quei  principi  al  seguente  problema  : 

1 miei  scudi  son  tanti  che  aggiunto  ad  essi  o tolto  1 , fanno  un 
quadrato:  quanti  sono?  Sieno  x ; e si  avrà  x -+  I = y2 , x — 
j-zzz* . Parrà  che  x possa  trovarsi  in  più  modi:  1°.  som- 

mando  le  due  equazioni,  il  che  dà  # = - ; 2°.  molti- 
plicandole, il  che  dà  jf* — 1 z=.y*z*  = Q (361 .2°.)  = 

I,  ed  #=—  (361. 30.);  3°-  dividendole,  il  che  dà 

— "t-1  = = Q ( 36 1 . 3°. ) , ed  „v  =r  . Ma  la  relazione  in- 

determinata  dei  due  quadrati  y*,z*,  o non  dà  i valori  di  x 
o gli  dà  uniti  coi  falsi.  Convien  dunque  determinare 
sottraendo  l’ equazioni,  il  che  darà  2 — yz  — z1  onde  z*-b 

2 = y*  ~ Q , e perciò  z*==Q— 2 ,z  = — — — (361 

2 A cl 

A1  a 1 

e quindi  rrrs'-f  I = — i-f-  . 

4 a1  A* 

3.54.  Posto  ciò,  abbiasi  i°.  y—  y/cx  ; dunque  c*=:Q  cd 

x — -~-—  ì fatto  QraV,  si  ha  x intero:  2°.  y — yfù-t- 
c a c J : 


■3°.)» 
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. t . r»  j Q — * A1 — a'b  . , 

ex),  b -Ve  x — Q ed  x=z~ — = ; x intero  si  ha 

c are 

nei  casi  di  sopra  (360):  30.  y =r  {cx-^lx1),  ex  -+  Ix1  — 
„ - 0 . e , . e a2c 

« = -?-  <3fi'-2  -)=7-H«i«=r-,=5,-;s'n- 

Soluta  l’equazione  A*-  a*Z—  I,  come  s’insegnerà,  viene  .*  intero  . 

365.  Sia  anche  yz=^/l> f1,  onde  Zx*  = Q cd  ; 

Vv  v ^ 

quindi  se  si  sviluppi  y^Z  (<5l),  e trovati  i quozienti  p ,p',p'' 
ec.,  si  formino  le  consuete  equazioni  M = o,N  = i 00.(58), 
e si  prenda  per  x una  delle  varie  M e per  la  corrispon- 
dente N i si  avrà  per  Q — lx*  — o un’ approssimazione  in  va- 
lori or  positivi  or  negativi  (6oj,  che  sono  anche  perioù.ci 
(6r).  Ecco  questi  valori  calcolati  fino  al  ritorno  di  1,  nella 
seconda  colonna  della  seguente  Tavola  per  tutti  i numeri 
VI  non  quadrati  fino  a ioi , sottinteso  alternativamente  a 
ciascun  valore  il  segno  H-  e — : la  prima  colonna  poi  mostra  i 
quozienti  p' , p"  ec.  ( poiché  p è in  principio  ) per  formar  l’cqua- 
zioni  N=  1 , M'=  1 , N'=rp  ec..  Di  qui  risulta  che  se 

in  Q — Ix1  k sia  k tra  quei  valori  o vi  si  possa  ridurre,  le 
M , N corrispondenti  a k daranno  per  x,  VQ  ^ct  valori  esatti . 

\/2  VB  \/ 1 4|a/i 9 y/^y/zz  V/3*!v/34  V4° 

P — I P — 2 p —Z  P = 4 P = 4 P = S P = fip  — P — 6 


P — I p — 2 P—3P—4P 

111  iti  ni  2 1 1 

-1'  44  if  UJ 

~~7T  >1*  »*  ìli 

V3  7)~  « r * I* 


Vói/  61  S / o 

^ = .y,0_L^  g1!!  ;U  i^28 

ili  p'ft  Vii  2»  I?  ^7=5 

iU  I «li  P—S  y/a o x/2'ii  s ì 

Vb  v'iì  «!«  :>  = 4*=4  ,e  * 


I|  s rii 

.jJj  V4I 

✓35 

a f 

11  1 ti  y 


p = 2 p=3  ! 8 4 

:i:  ; j : 

v 12  81 1 />— 4 


/saaViai  «iL?p=4U/24  <1  4 

“ .. . a — >2  / . > 1 11  v “ ile  — 


31 

2I1  « i — 4 

2 1 1 1 <1  li 

/jJvis'JiL 

ili  PTm 


«Oi  3 4/00  IO  le  2|  I 

v 1 v 0 1 1 « / 7" 

-7-  P=5  7—  V42 
v/29  11  1 v 3 i a — 6 

J>=5  ! P=«  *|  ' 

2|  1 ,1  * 12  1 12,  6 

'14  ,1  , ,3I  1 a»  I 


•jf  1^=4  *i$V3 3^381/43 

Mi!  ijl  JLi/=s'=?'f? 

vV  /Ì5I  :!  ? -ii'J  ] 5 

> = 5%  fi  'fi  ; VS9  s » 
■°i  : ■:!  ? — p=6  ; * 
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Così  se  sia 

M =0  ! 

N = 1 

i .=  13,  si  avran-  p =3 

M'  =1  , 

N'  = 3 

no  dalla  Tavola  p'  — 1 

il 

s 

N"  = 4 

le  quattro  serie  p"  —l\ 

M'"=2 

N'"^=  1 

d’equazioni  po-  p'"zzz  1 

M'^3 

un'*  =n 

ste  qui  di  faccia . p'v  zzi  1 

Mv  -5  1 

1 Nv  — 18 

-fi 

Q-I3**~tó 

bì 

— i 


3(5(3.  Abbiasi  ora  x z=  *J  ( h -f  cy  -‘rfy'  ) ; dunque  h -f  cy  -4* 
fy%  — Q,  e i°.  se  h -f  c-f/'rzm1,  sarà  in1  -f  cy  -f  = (£  -f 

y~f  c ; fatto  Q = m*  (361 . i°.)  gì  ha ^ = 1,  — I : 2°.  se 

cangiato  segno  a c , eia  h c •+/ ~ m 1 , si  .avrà  /«*-+-  cy  -+■ 

fy1  zzQ-+f — o ; fatto  Q — m1,  viene _y  = — I , — I y ■ 

<3<57-  Ma  in  generale j poiché  (£-4-  cy~bfyz  ) si  ri- 

duce a a/r-fc^Vl  C*.H-  4^.-* — 4/*/t  ),  prendo  A zie1 — 4/h, 
£ rr  4 f ed  ho  A -P  Z*1 1=  Q : or  da  2,fy  -i-  e zz  ±r  y'Q  si  ha 

—^■^y—y  intero,  se  y’Q  — c sia  multiplo  di  2/1 

368.  Dunque  i°.  se  si  presenti  per  * un  valor  che  sod- 
disfaccia all’  equazione  k-+lx*zzzQ,  il  problema  sarà,  risolu- 
to, e un  valor  di  9 ne  4à  pàr  lo  pii)  molti  altri,  come  ver 
.dremo:  2°.  se  k •+  l—g* , sarà,  g1  -+■  lx'  — Q -f  Z j e Q — g1 

ttl  ^ 

dà  *— ,1  : 30.  .se  fc  zrni1^  sarà  — j-  5=  Q — Z;  ed  .s  = . . . . 

? T‘ 

■ — rr— — : ed  A*  — «tlZ  o 1,02,0  summultiplo  di  «h,  da  x 
et  A 4=  a / r 

.4.  A1  p:  £2a 

-intero:  4.0.  se  lzz,m% , sarà  m1*1  ~ O — £ ed  x zz  — — 7 — ; 

^ x 2 A ani 

fatto  ani,  yiene  2Amx—  A* — i,  cioè  A* — aAm*  — A(A  — 
firn*)  n k — gfig>f  son  due  fattQri  jptcri.di  k,  ambedue  con 
zt  se  k è positivo , e 1’  uno  co»  ±,  I’  altro  con  , se  è ne- 
gativo). Posto  A ~g , A — 2mxzzg — 2mx  —f,  sarà 
.intero,  ove  la  differenza  dei  fattori  sia  myltipla  di  2 hi:  5°. 
se  con  ±k  + lx*  zz.Q  si  abbia  ’klzzg*,  verrà  — fcZ-p 

;2Q(36i.2°.)  = o^Zq,  onde  (163, 3^)VQ  = ~^,  cd 

— — — con  k±lx  —Q  si  ab- 
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bia  kzzh*  xilg2 , fatto  Qzzk2 , viene  j tzzg:  i°.  se  kzz  m2-^ 
n 2 ed  Izz — f*f  o Izz  m2  -b  n2  e kz=.  — f1,  sarà  nel  primo 

caso  m2  -+  n1  — f2 x2zzQ  •,  e Qzzm1  ,zzn2  àa.xzz~,— 

nel  secondo , — f1  -4-  ( m*  -4*  n2  ) x1  zz  Q ; e 

f /*  • . 

n1  x2  da  x—  — , — — : 8°.  se  k-+lx2  pòssa  sciogliersi  in  due 
n m 

fattori  razionali , onde  k -4»  Ix 2 zz  (gx  -+-  f)  (ix  -+  7i)  ~ Q — 

4£+l>l ,"A  » = ¥=r~:  9-.  k»+ 

lx 2 contenga  un  quadrato  (rjc-4-s)1  e due  fattori  razionali 

-j" 

(gx-’rf)  ( ix-i-  h),  fatto  (»*  -+■  s)*  ;=  Q,  sarà  x — — — , = 
— h _ * 

r ” # 

l 

3Ó9.  Infine  se  Z sia  negativa,  come  I:  — //ss1,  biso- 
gnerà che  sia  ly2  <.k  ovvero  y < — : si  vedrà  dunque  se  tra 

f' 

i numeri  minori  di  se  ne  trovi  alcuno  che  soddisfaccia . 
Oppure  divido  1’  equazione  per  y2 , la  moltiplico  per  k,  e 
fatto  -r*,  — zzJQ,  si  ha  kl-^kx2  ~Q,  che  si  scioglie 

y ? 

col  seguente 

3~o.  Metodo  Generale  per  aver  * intero  o rotto  ( se 
sia  possibile  ) nell’equazione  k -+  lx2  — Q , ove  gl’  interi  k,l 
non  son  quadrati,  k non  è multiplo  di  quadrato,  ed  l è po- 
sitiva. Osservo  che  in  queste  ipotesi  * sarà  primo  a e 

a k-,  poiché  se  fosse  x zz  ax' , verrebbe  — •+ 

lx'2zz  Q',  onde  volendo  interi  , dovrebbe  k esser  multiplo  di 
a*  contro  l’ipotesi:  che  se  fosse  k zz  ah!  ,x  — ax  , verrebbe 

k' -+alx12  zz  — , onde  volendo  interi,  dovrebbe  Q esser  mut- 
ui 

tiplo  di  a ; e giacché  a per  ipotesi  non  c quadrato , dovreb- 
be anche  v"Q  esser  multipla  di  a (362),  cioè  ^/Q—a, y/Q', 
che  si  è trovato  impossibile.  Perciò  se  k sia  multiplo  d’uno 
o più  quadrati,  come  in  kzza2g  ,kzza2b2f  ec. , dovranno  e- 
saminarsi  oltre  l’equazione  k,-fr  lx2  zz  Q anche  g-+  ly1  — Q, 
f-\-lz2zz  Q ec. , moltiplicando  poi  per  a i troyati  valori  di 
y>VQ.>  e Per  b quelli  di  z,^/Qr 

S’jl.  Osservo 
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Q .lxZ 

371.  Osservo  ancora  che  -1— — = 1 esige  che  il  primo 

jnembro  sia  un  intero:  essendo  pertanto  x primo  a VQ  e 
a k (,3Z°)>  farò  ± — nx — kx'  ( n ed  x*  sono  indetermi- 

nate ),  e riguardando  xyk,y/Q  come  note,  si  sa  (351)  che 
quest’equazione  può  sempre  risolversi  in  numeri  interi.  Ver- 

, , Q — lxx  (nx — kx ')* — lxx 

ra  dunque  — ^ = i -J. 


( n1  — l ) x1  — 2ifcnar*/-+  k 1 x‘ 


fx 


-,  numero  intero  se  lo  sia  . . . 


k -4-  lx 1 ~ Q 


— — - (3<So).  Ciò  premesso: 

372.  1°.  Calcolo  i valori  di  Q-~lx*  (3^5 ),  e se  tra  que- 
sti sia  k col  suo  segno,  il  problema  è sciolto,  presi  per  ^/Q, 
* i valori  di  N , M corrispondenti  a k:  ma  se  k,  benché  mi- 
nore del  valor  massimo  di  Q — Ix1,  non  vi  è,  il  problema 
è impossibile:  2°.  se  k è maggiore  del  massimo  valor  di 

Q — lxx , cercati  tutti  i numeri  <—  -+  1 (360)  tali  che 

sia  kk’-+l  — n 1 ( se  non  ne  trovo,  il  problema  è parimen- 
te impossibile  (371)),  pongo  ± 

VQ  = nx  — kx* , e sostituito 
nella  data  questo  valore  e quel- 
lo di  n1 — Izzkk',  ottengo  I — 
k ’x1  — inxx  -4-  kx'1 : 30.  molti- 
plico  questa  per  k , e fatto 
k'x — nx' , trovo  k'  -+/#'*  ir  Q', 
simile  all?  data  , e che  tratto 
precisamente  come  quella , fin- 
ché W , k"  ec.  sia  tra  i valori  di 
Q — Ix1 . Ecco  di  faccia  1’ equa- 
zioni necessàrie  all’intento,  del- 
le quali  si  vede  la  legge  . 

373.  Esempio  Sia  101 -4- I3**  = Q,  ove  kzz  iol  , 1=  13. 
Calcolo  Q — I3*1  (365)  dei  cui  valori  è più  grande  k zz 

JOI . Cerco  k'  < — ■+  l tale  che  sia  I0i/t'-4-  13  rr  n1 , e 
4 : 

trovato  k’zz  12,  onde  nzz 35,  pongo  I.  ±*/Q'zzk'x — nx' — 
I2x  — 35*',  d’onde  l’equazione  12  -4- 13*'1  — Q',  simile  alla 
data,  ove  k' zz  12  supera  sempre  i valori  di  Q — IQa;1.  Cer- 
k' 

co  dunque  k"  <. hi  per  aver  i'iJt'H-  13  =;«'*,  e trovo 

4 - 

T 


kk'-^i 

zzn1 

± ^/Q  zz  nx 

-kx' 

I. 

— k'x 

— nx' 

k‘  -4-  W* 

= Q' 

kk"-¥l 

zzn'1 

n. 

rfcVQ'r :BV 

-k'x" 

111 

.de  VQ"=*'V 

— n'x" 

*"-+  lx"1 

=Q" 

ec. 


ec. 
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*"  = — 1,1,3,  on^e  ”,:=i»5»2>  ed  osservo  pure  che  12  = 
2*  .3,  onde  debbo  esaminare  anche  l’ equazione  3 -i- 1 qx'1  — 
Q'.  li  primo  valor  di  *"=—  I dà  II.  ± >/Q'  = nV—  k'x"=a 
x'  — 12*",  e quindi  III.  ± VQ"  = *'V  — n'x"  = — x'  — 
x" , d’  onde  1’  equazione  k,‘-i-lx"1=. — I ]3*'/z  = Q'',  si-< 
milc  alla  data,  ove  k"~  — 1 essendo  tra  i valori  di  Q — . 
13*1  , dal  suo  corrispondente  in  MV,NV  ricavo  x"—t,,± 
^/Q''=l8:  da  questi  che  pongo  nella  III.,  ho  *'  = 13 , — 
23;  onde  la  II.  dà  ± \/Q'  = — 47,  — 83,  e quindi  dalla  I. 
ottengo  * = 34, — 74,  ambedue  interi.  Gli  altri  valori  di 
k"  e l’equazione  3 -t- I3*,II  = Q' , danno  per  x.  dei  rotti. 

Del  resto,  senza  tornare  indietro  per  l’ equazioni  III, 
II,  I,  si  hanno  i valori  di  x dalle  seguenti 

. nx'  <y 

per  una  equazione  x = 

(*-+*')  (nV'±-v/  Q") 
per  tre  * = > -^7 - - — ~ * 


[(n  -+  n'){  n'H-  n")_- k' kJ[n'W'±^/Q^ ] 

k’k'V 

(«+»')/ 


per  cinque*— ^ r> 


k' 


per  sette  a:  = ■ 


fn'V^±VQ'v]- 


k'k'k','k'v 

(n-t-n')(n'^n")x'*  ,r 

k'k"  X 

374.  Se  *=I,  poiché  1 è sempre  tra  i valori  di  Q — . 
lxz  (365),  la  formula  ih-Z**=_Q  sarà  sempre  risolubile  in 
interi:  chiamati  t,u  i più  piccoli,  si  avrà,  per  tutti  gli  altri 

{u-+wi)m—  (w—  rv'Zj"  /n  _ 

*-  zji  ’ e vQ  - • 

( K*+  t\/l  )m— H ( li — t^l\’n  . . 

-  — - — — — — , ove  m e un  intero  qualunque  po^ 

sitivo . 

_ . , . . a*  _ f*  . , f1— a*Z  . 

375.  Coi  valori  «*  = — , Q r=r—  , sarà  k = - — r — , che 

c c c 

posto  in  k~¥lx*y  dà  ^)=Q=(  — -P—  ( * — 

c c et 

— ))*,  supposte  Uyt  indeterminate:  quindi  » = 


aux  2 ftu  -+  altz 
c(u*  — lt* ) 


, e presi  f,u  interi,  si  avrà  x rotto. 
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37<5.  Se  ?i  voglia  intero,  fatto  c zzi  ed  «* lt 1 — j si 

avranno  i valori  diversi  di  e,  ri  (374),  da  cui  verrà  x~ 
tz  (u2-4-Zr*)  — 2fiu  = 2u(au~ JÌ)-~  a. 

3J7*  3ia  ora  y — a/'(  b -4-  ex  -+■  dx2  — t-  ex3  ) ; dunque  &-t- 
— Q,  ciò  che  si  ottiene  in  due  casi:  i°.  se 
° — m > 83  *+  cxzzQ  — dx2 — ex3 , ovvero  ( 1 5 1 ) ( m -+■ 

dx2  — ex3;  oèa  ~ =s,  Qzz  ( m -+  gx)* 


CX  _ 

' — )a  = (M 

2/»;  ^ 4ITX4 


da  * zz — y — ; si  ha  ancora  m11  -+  ex  -+  dx2  zz  Q _ ex3 , ov- 
vero (151  ) 

V 2771  2«l/  X 47721  2/72 1 41/1* 


ex3,  ed  eliminato  — ^(lS3)>  e fatto  — — n d~g*  — 1 

4™  2/72  ° 2771  ’ 

Q ~( 772  -4- «x-f’  7tx2 )2 , viene  xzzlZLt^.  2*.  ge 

dx2-4-ex3  abbia  due  radici  eguali  che  si  otterranno  al  soli- 
t0  (335)?  sarà.  b-+  cx-t-  dx~  H-  ex3  — (px  -{-q  )*  ( gx-+f)zz  Q, 

onde  gx  -+•/=  Q (361)  ed  * — — Al~  a'.f 

g a2g 

32S.  Se  la  formula  sia  dx2-+ ex3zz  Q — d-i-cx  (361),  sa- 

tà.  x zz  ^ — — — a d 

e 

Q _ A » 

S a*e  ••  - > * < * 

3Z9*  Sia  infine  zz  *J{b  -+•  cx-4-  dx1-)-  ex*  *+  fx4)  : dun- 
que  -4- ex -t- dx  -4- ex3  -r$:4  — Q , ciò  che  si  ottiene  in  tre 

Casi:  1 . se  b zzi»2,  sarà  tti*  -+  ex  4- dx2zzQ  — ex3  — fx+ , e 

compito  il  quadrato»  eliminato  — — , e fatti  JL  =£r  ÒC  — 

4777*  2771  27M  “ 

h,Q.=  (m-+gx-+hx*)2 , si  ha  x zz  : 2°.  se  f~m2, 

*ar  771  x4-+-ex3 «ex  — 5,  e compito  il  quadrato, 
eliminato  1*,  « fatti  £=*£z£  = », 

k)1,  si  ha  x=:L~;  30.  sci  - ,«*,/-  12* , gara  772 1 -+ 
e.vH-/t*x4—  Q — dx~  — ex3,  e compito  il  quadrato  e fatto 
— =£SQ  = (77i-+igx-4-72x*  )*  , gì  ha  x=lj-2-^^Z"-^.(il  se- 
gno  — e -j.  è perchè  m2  tn2  sono  nell’ equazione  senza  731,72); 


a*e 


1 

Se  sia  ex3  zz  Q zz  ex,  sarà,  x — 
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si  ha  pure  n*x4-+ex5  •^•m2  ==  Q — dx 2 — ex,  é compito  il 

4 C 

quadrato  e fatto  — —gì  Q — ( nx'z ~+gx *+  m )%  sarà  x — . , 

» 

c :p  2gnt 
o-  ± 2mn  — d 

° 380.  Si  osservi  1°.  che  l’equazione  b -+  ex3  -f/x4  ~ Q si 

risolve  nel  caso  di  f—m 2 compiendo  il  quadrato  ex1  -4-  m'x* 
e*x*  I 

ed  eliminandone  — r;  allora  x — — — ?(e4 — ódbm6);  e se 

4 m He' m 

* 6 

bzzm2 , fatto  Qzzm2,  viene  xzz  — • — : 20.  che  se  in  ex  -4- 

exJ  -+fx 4 r:  Q sia  f—  m2 , si  ha  (36Ì  ) m2x 2 -4-  ex  za  Q — 

— , e compito  il  quadrato  e fatto  — — g,  Q — ( mx  •+  g )2  , 
x 2w 

sarà,  x zz  / e se  c—m2,f—n2,  fatto  x — z2,  verrà  m2  -+■ 
8 

ei44nVrQ  cioè  H-  ejs4~Q  — m2 , e compito  il  qua- 
drato , è preso  — = g, Q — ( nsJ  «4-  gz  )* , si  ha  s1  ix  — 


— : 3°.  e se  in  ex — dx2  -4- fx^zt  Q sia  f—m2y  fatto  mVr 

£ 

Q,  sarà  xzz — — ; se  c = m1  ,fzz  n2 , fatto  x zz  z2 , verrà. 
d 

m2  -+  dz2  — Q — n*as,  e compito  il  quadrato  e preso  — ^ 

2 m ' 

g,Qzz{m-+gz1)2 , si  ha  z2  zzxzz^l.  ■ 

381.  Ma  se  6 -fcx-4  dx1^  ex3 -f1^4  — Q divenga  ex3 -f- 

/x4  = Q=  — -4-/,  sarà  x e sé  divenga 

x . . x — f A — a J 

dx2 -4-  fx4  = Q~d -+  fx2 , si  risolve  come  sopra  (368).  r. 

382.  Trovato  un  valor  di  xrr  h,  sarà  b ex  -+-  dx2  -t- 
ex3  -+fx*  =.  b eh. -+ dii2 -ir  eh1  -+fk*  zz  Q = m2 . Pongo  x 

* -4-  7i e sostituendo  viene 
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t - >■ 

•+  b 

*+  cz  -4-  eh 
-+  " di*  -4-  2dhz  -4-  dìi  2 
ez1  H-  3ehz*  -+3 eh1z-+ehì 
•+  fx*  —fa*  *+  4 fhz*  -4-  6 fk2z2  -4-  nfhìt,~ì-fk+ 

cioè  fz+  -4-  4 fhz*  -4 -ófh2z2  -+  4 fh>z  -t-  m2  = Q ' 

-+•  e H-  3 eh  -+3e?ii  ’ 

H-  d H-  ‘idh 

-+  C _ 

formula j che  avendo  •+  m2  per  ùltimo  termine,  si  risolve 
Con  le  regole  date,  e il  valor  di  z dà.  un  nuovo  valor  di  x. 


Problemi  indeterminati  del  terzo  grado. 


383.  Sia  in  terzo  luogo  m tzigì  sarà  y—*/{b-+cx-t- 
ax'-ir  fxì)-,  e perchè  y sia  razionale,  bisognerà  far  b -+■ 
ex  -+  dx2  -+/r*.  — C ( intendo  per  C un  nume*»  cubo  ),  e 
ciò  si  ottiene  in  tre  casi:  ì6.  se  irm’,  sarà' ex  = 

C~dx2—fxì , ovvero  ( 155)  ( r+> 

e fett0  ^=8,c  ~(m  ^s*yrsi'fo  x - 

O CT^  TTX  • 1 • '■  # • 

— 2°‘  sc  f—m*  y sark  m*x*  -+dxt~ C — ov- 

& *lè/  J 1 . * ' , w \ V.  4 “i~  , 

vero  (155)  (uw'H-— ‘L)J=C  — c*  — i-4- ~^-:^L)efat- 

om*  3«J  2jm5 


t0  tS"  = 8>$  = (m*-+g)i> si  ha  *.=  : 3^*  «e  i z= 

if—n*  -,  sarà  ni5  -f-n3;»3  z:  C — ex  — dx1 , ovvero  ^155) 
( m -4-  «x  )J  — C H-  £m2nx  -+-  3/72/2***  — ex  — dx2 , e Fatto  C — 

( oi  -4-  ox)5 , si  ha  x — . 

3/77/2*  — d 

384.  Si  osservi  l°.  che  se  nella  formala  L -4*  c£  ■+  fx * 

- v ».  i - T-  . £ > v- 

sia  f—m% , fatto  772 3 * 3 zC,  sarà  anche  a — : 20.  che  se 

c 

in  ò -4* ex -4- dx2  cz  C si  contenga  un  quadrato,  onde  sia  per 
esempio  b -4-  ex  H-  dx2  zzg  (p  -f-  qx  )*  z=  C,  si  avrà  (361) 

(/>-4-g*)3  p-4-J*  3C  A3J  ’ ' 
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se  in  b H-  dx*  •+fxì  = C sia  bzz  m* , fatto  m5  = C,  sat'a  au- 
— d 

che  tc  = — 7T-  • 

385.  Ma  se  la  formùla  b -4-  ex dx% -+fxì  — C divenga 

d u’d  „ 

«Le*  -+/*3  = C = - -+/(3ÓI),  Sarà  * = Q^f~ 

C —b  A5— a’i 


divenga  4-f-cx — C,  sàra  *—  • — 


Se  diven- 


c 

ga  d**=C=-^  sarà  * — ^ = ^F*  Se  divenSa  cx  — C>  sa* 

rà  x = — = ^-.  Del  resto  un  valor  di  x,  ne  dà  per  lo  più 

c a‘C 

molti  altri  (383). 

t . k 

Problemi  indeterminati  di  tutti  i gradi  d und 
0 due  incognite . 


386.  1°.  Siàji  *4x,n±I  di  giade  pari  o impari;  poi^ 

chè  6xm±I  = Pm=4x±1(3<5l),  sarà  * = ?±  V 1 ; e si  os- 
servi che  se  m±l  è numero  impari,  sarà  m numero  pari; 

onde  se  voglia  Cangiarsi  4x”*  1 in  quadrato,  sera  P — 

P-,  ,,=***#■' =&****?■''■■  »•. «.  3 = 

JZ/(bxm-+*t xm±l  ) di  grado  pari  o impari;  póichè  btc  ■+* 

fi  172  I -*771  y /idtl  \ **  / r \~  ^ 

4P  P Sii  -4*  z x t Sir  a.  x — z (F  b j *3* 

sia  y—  J{bm‘+dxm-+  ex m ± 1 ) di  grado  pari  o impari;  poi- 
ché bm  ■+  dxm  -+  cxm±l  =?'“ , fatto  ?mczbm,  viene  X = 

,±l  =Fl 

— d c 


387.  La  formula  generale  i-t-cx-4-  dx1  -+ -+■ 

u x*  diviene  una  potenza  perfetta  in  più  casi:  1°.  se  è po- 
tenza del  grado  m,  si  cangia  in  potenza  del  grado  n ; in- 
fatti se  6-+cx-+ -+  t*x*  — (Tur -+//*,  posto  ( hx  -4- 

j.'L.  -•  m 

m 1 . /P" — f _ 

/)*=rP»,’  sarà  hx-+f~^?n,x~  — -t;—  , e preso  P = 

ù—,  gara  x ss  2°.  se  c il  prodotto  di  due  poten- 

**  - - «"n  j 
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ze  del  grado  fr,  m-r-p,  si  cangia  in  altre  simili,  e nell’ es- 
presse dai  fattori  di  p,m — poiché  sarà  b -4-  cjr  -+■ 

» gx  -4-  k =(gx-±k)m~P 

(Sòl  ),  che  si  tratta  come  il  primo  caso,  ec.,  e se  /u  — qr, 

si  avrà  ( hx  -+/;?r(  gx  _+■  * )’n”P'_p?-=  _+ 

(361),  che  pur  va  come  il  primo  caso,  ec. , ove  osservo 
che  Se  m-—p  — I,  la  formula  si  cangia  in  pptenze  dei  gra- 
di m,m — 1,  e nell’ espresse  dai  fattori  di  — poiché 

se  6-fc*  ■+ -f  wjf"  — ( hx  -¥  f)m~~  1 {gx  -*■  k)zz 

P*  — s-~f  ( 361  ) , sarà  x ~ — T^--TSZ  ec- : 3°-  se 

hx-*/  g — 'hP**  amg<-Amh 

è la  somma  o la  differenza  di  una  potenza  del  grado  /u,  e 
di  un  prodotto  di  fattori  razionali,  si  cangia  in  quella  po- 
tenza ; poiché  se  b -4-  ex  -4-  . . . . -+■  «j/71  = ( hx  •+/)**  ± 


(gx-*-k){rx-+s)  ec.  =P  , fatto  (hx -t-ff —?r , sarà*  = 

— -,  x — — ec.  : 40.  se  b -+  c -+  ...  . -4-  u=mr,  si  can- 
g r 

già  in  una  potenza  del  grado  r ; infatti  da  mr  -4.  ex  -+•...  -f- 
Uf*»  — Pr  _j.c  ■+■  posto  m’rr=pr,  viene 

c*  ‘ • — x , a cui  evidentemente  soddisfa  * = I : 50. 

c... 

se  tentando  si  trovi  qn  valore  adattato  di  x. 

2M  # 
388.  La  formula  z — ^/ (b* x* dy*  ) di  grado  pari,  si 

risolve  in  numeri  interi . Poiché  fatto  è1*2  + dy*  — ?l"  ,?*" — 
p*»  p» 

dy'  — b1» f*=Q,  o — — = Q _+  d (361  ),  sarà  = . . . 

y y 

A*  -4-  a*d  , __  _2AaP^_  — — 

2 A a * ^ A*-f  a*d  i(A % •+ axd) 

SAP*  APW  2uPw  gP'” 


A . »,  A ..  . a a i/A  . n 11  . 

— ■ -+  ad  7r  ( h ad)  A ■+  — — a ( A -t*  — — ) 

a ■ a A A 


a*d 


2?m 

A ad  = 
*■-=• 


. Eguagliando  P agli  otto  denomina- 

» , A ad . 


tori,  si  hanno  otto  formule,  presi  A, a in  modo  che  x,y 
risultino  interi,  il  che  sempre  può  farsi . Ecco  le  prime  due: 
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)-lKa  ( A*  ■+  a'i)™"'  ix-K  A»  — a'f)  (A’  H-  .’J)”1;- 
e si  noti  1°.  che  se  le  formule  abbiano  un  fattor  comune, 

rik?m  ng P*  . , ,.  . , 

come  x zz- — — , y—  si  dovranno  divider  per  esso 

"f  "f  , A" 

e poi  ridurle:  3°.  che  se  A*  -+  a'd,~{  Aa-+a*d), }• 

ad  ec.  sia  potenza  mima,  si  farà  non  più  P maPw:z:  A*-i- 

a'd,—  — (A1  -+•  a'd)  ec. 

3 

Zm+  I 

3S9.  La  formula  ^ zr  ( bx'  -b dy' ) di  grado  impari,  si 


*2OT— HI 


risolve  in  numeri  interi.  Infatti  sarà  bx'1  H-  dy'  — P‘ 

Idy1  (361 ),  ovr 


ei  ,-  = L^r‘-_^  = Q=:4p^' 


p!»+I_w 

vero  y — ir  Q mdP  — bdx  : ma  ...  . 

a . - . ; ' * . 

,p2m  -H 1 P^7”-*"3  p4,nH"- 

fcP  = e rfP  , = _— _ (386);  dunque  so- 

stituendo ed  estraendo  la  radice  r si  troverà  y — . . . 5 


2AaP 


2m  -+  I 


AaP 


2ffJ  -+  I 


— ec  , ovvero  te  — 

i"1  ( A*  -H  a'bd  ) lbm{  A1  -H  a'bd)  ’ ' 


2AaP 


1m  -4-  I 


AaP 


2/n  — H I 


, — ec.  come  sopra  (388). 

d”  ( A*  -+  a'bd  ) ldm(A'-*a'bd)  V V ’ 

Fatto  P~ b(  A1  •+  a'bd)  ec.,  ovvero  P za  d(  A'  -H  a'bd) 
ec.,  si  hanno  sedici  formule;  altre  sedici  se  ne  hanno  os- 
servando che  i due  fattori  b,d  di  a'bd  posson  distribuirsi 
tra  i due  quadrati  A ' , a'  . jPoichè  se  sia  A1  -f-  a'bd  — 3p, 
A1 — a'bd  — ‘2q,  quadrando,  sottraendo  ed  estraendo  la  ra- 
dice , verrà  A a — *,/ 


onde 

bd  y b d 


se 


^-—2  — A'* , — a ' , sommando  e sottraendo  si  avrà 

3p  ( = A' -t  a'bd  ) - bA'1^.  da!' , 2?  (zr  A?  — a'bd  ) - bAf'  — 

da'  e 2Aa=2A'a'.  Ecco  le  prime  due  formule  :y  — 2 Aab 

( A'  — H 
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(A'  4 «,W|!",«=l"(*‘-«'M)(A'+.,iJ)5*.  E qui 
pure  hanno  luogo  le  riduzioni  di  sopra  (388). 

390.  Termineremo  1’  Algebra  con  alcuni  Quesiti  che  at- 
tesa la  loro  varia  natura  dovranno  sciogliersi  dai  Principian- 
ti parte  nel  primo  e parte  nel  secondo  anno  dello  studio. 

I.  Come  dimostrerete  che  il  comun  divisore  trovato  con 
la  d ata  regola  (56)  è massimo ? 

• li.  Dimostrar  le  regole  date  ai  numeri  ~8,  79,  83. 

III.  Uno  mi  dice;  la  meta  de’ miei  scudi  col  loro  terzo 
e quarto  gli  supera  d’  uno.  Quanti  scudi  ho?  Risultato.  12. 

IV.  L’età  a di  uno  è m^a  di  quella  di  suo  figlio;  tra 

via  p.  _ . a(m  — ni 

nr  ? his.  Tra  anni  — ; . 

m{n  — I ) 

V.  Da»do  3 soldi  per  uno  a dei  poveri,  mi  mancano  9 
«oidi;  ma  dandone  2,  me  ne  avanzan  2.  Quanti  sono  i sol- 
di ed  i poveri?  Ris.  I soldi  son  24  e i poveri  11. 

VI.  Uno  avea  6*  quando  tirò  il  salario  di  5 mesi  : 2 

rt 

mesi  dopo  avea  già  spesi  — del  suo  denaro;  ma  riscosso  il 

,4 

salario,  si  trovò  con  99*.  Quanto  avea  il  mese?  Ris.  30  . 

VII.  Uno  lascia  ai  nipoti  120000*,  cioè  12000*  a cia- 
scun maschio,  e 9000  a ciascuna  femmina.  Se  avesse  la- 
sciate 9000*  ai  maschi  e 12000  alle  femmine,  sarebbero  a- 
vanzate  9000*.  Quanti  sono  gli  uni  e 1’  altre?  Ris.  7 ma- 
schi e 4 femmine . 

Vili.  C Cacciatore  promette  a B una  somma  b per  o- 
gni  scarica  in  vano,  e B promette  a C una  somma  a per 
ogni  scarica  in  pieno.  Dopo  un  numero  n di  scariche  o 
C,B  nulla  si  debbono,  o C deve  a B una  quantità  d,  o B 
la  deve  a C.  Trovare  in  generale  le  Scariche  *-  a vuoto. 

_ . an  ± d 

Ris.  x 20 — • 

a H-  b 

IX.  Diviso  un  numero  arinmedinm-t-l  parti  eguali , il  lor 

/ j yrt  H- 1 

prodotto  si  eguaglia.  Cerco  x.  Ris.  x~ * 


X.  A raddoppia  coi  suoi  i danari  di  B e di  C,  quindi 
B li  raddoppia  ad  A e a C , e poi  C ad  A e a B , ed  in  fi- 
ne ciascuno  ha  16*.  Quanto  aveano  in  principio?  Ris-  Sup- 
pongo x,y,z-,  e trovo  z — 8,  e di  qui  x,y. 

XI.  Con  a carte  si  fanno  b monti  d’  egual  numero  c di 
punti,  e la  prima  carta  di  ciascun  monte  vai  10  se  è figu- 

V 


A 
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ra,  IX  se  è asso,  12  se  è due  cc.,  ma  l’ altre  carte  del  mon- 
ra  *v  aglio  n ciascuna  un  sol  punto.  Fatti  i monti  e rese  le 
carte °d  avanzate,  se  ne  avanzano,  si  chiede  quanti  punti  x 
facciano  le  prime  carte  di  tutti  i monti,  lìis.  x~d-±b(c- f- 

1 ) — a-  . 

XII.  I crediti  di  \ persone  sommati  a 6 a 6 sono  994  , 

1036,840,910,896,952, 8S2.  Qual  credito  ha  ciascuna? 
liis.  Il  credito  d’ una  , e di  qui  gli  altri. 

XIII.  Quali  sono  i numeri  x,y  la  cui  somma  è a,  e 

quella  dei  lor  cubi  è h ? Ris.  y — —±^  (— j-— ■ — ) > e <IU>  * * ' 

XIV.  Qual  è il  numero  * le  cui  potenze  2 pre- 

se l’una  p « l’altra  g volte,  si  eguagliano?  Ris.x 

O 

XV.  Son  20  tra  uomini  e donne  in  una  Locanda,  egli 

uni  e l’ altre  spendono  24';  ma  ogn’ uomo  spende  1*  più 
d’ ogni  donna.  Quanti  son  gli  uni  e l’ altre?  Ris.  Gli  uomi- 
ni sono  8 . . T 

XVI.  Dimostrare  i teoremi  dei  numeri  8.,3u,>44'  **• 

V. , 55 

XVII.  Un  mobile  fa  miglia  9 nel  primo  giorno,  8 nel 
secondo  ec. , un  altro  ne  fa  nel  primo  giorno  27  , nel  se" 
condo  18  ec. , ambedue  in  progression  geometrica.  Qual  è 

mig. 

il  loro  viaggio  per  tutta  r eternità?  lus.  Si. 

XVIII.  Due  Corrieri  con  le  celerità  m,n  partono  nel 
punto  stesso  l’ uno  da  Firenze  per  Livorno  , 1’  altro  da  Li- 
vorno per  Firenze,  e la  distanza  tra  questi  due  luoghi  è a. 
Ove  s’ incontreranno  ? Ris.  Sia  x la  distanza  tra  Firenze  e 

, , . • , am 

il  punto  d incontro , e si  avra  x — . 

XIX.  Un  orologio  tra  le  5 e le  6 ha  la  lancetta  dei 
minuti  su  quella  dell’ ore.  Che  ora  è?  Ris.  Ore 

XX.  Tre  cagioni  separatamente  producono  i tre  effetti 

e, e', e"  nei  tempi  Qual  tempo  x impiegheranno  a 

produrre  insieme  l’ effetto  e"'?  Ris.  r.-f -r. rr— > , 

1 ctt-+  ett~\-cti 

se» 

XXI.  A pose  in  società  il  doppio  di  B e di  più  5 : A 

SC»  m 

ebbe  di  guadagno  660  ‘ e B 300.  Cerco  i capitali  e il  frut- 
to. llis.  Il  capitale  di  B è 25**";  il  frutto  è di  12  per  I. 
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XXII.  Un  peso,  un  numero  o una  misura  di  due  ma- 
terie vale  p'  ,p"  e con  la  mescolanza  di  pesi,  numeri  o mi- 
sure m',m"  di  esse  vorrei  fare  i pesi,  numeri  o misure  m 
di  una  materia  media  onde  un  suo  peso,  numero  o misura 
vaglia  p.  Date  quattro  delle  sei  cose,  trovar  1’ altre  due. 
llis.  Si  avranno  1’  equazioni  to' H-  m"  zz  e pm  zz  pm  -4- 
p"m" . 

XXIII.  Dovendo  A pagare  a B una  rendita  a per  ran- 
ni, compresa  o non  compresa  quella  che  scade  oggi , con- 
viene di  saldarlo  interamente  con  abbonargli  il  frutto  sem- 
plice ad  m per  ìoo.  Qual  somma  x riscuoterà  B?  Ris.  Nel 

_ a ( 300  -4-  mt  ) ( t -4-  I ) , , 

primo  caso  x zz  — > - - — - — -- , nel  secondo  x zz  . . . 

2{/7ltH-IOO) 

at  [ 2Ó0  -4-  m ( t 1 ) ] 

ìoo)  * . 

XXIV.  Data  al  frutto  semplice  di  m per  i una  sorte  c, 

risolvo  di  consumare  in  t anni  e sorte  e frutti  spendendo 
annualmente  un’ egual  somma  x.  Cerco  x.  Ris.  x — . . . . 
me  ( m -4*  I )*  * 

( ni  -4-  I )*  — I 

XXV.  Col  metodo  dei  coefficienti  indeterminati  calco- 

, O ±(2tfxH-*4)  «-+(  a -4- a’  ) k1  „ 

late  r rota  i . — ~ ; 2 

(a-4-x)±(a-4-x  )u 

( tìx-4-  x1  ± ux  ) — */  ( ax  -4-  x4  ± au  rfr  ux  ) 


( 2ax-4-  x 1 )U 


\/  [x*  ± ux  ) 


. Ris. 


aiui 


ec. 


1°.  ± — -4- 7 -±-~- — - ec.:  2°.  +:  . 

(a-t-x)  (a-4-x)3  (a-4-x)4 

au  t (3a1-+4n.v)u1  _ ( 5flJ  ■+  12 a1  x -4-  Sax  4 )tt3 

■ 5 T 

2x(  fli'-h*1)4  8x(ax  -4-x1)14  l6x(  ax-4-  *l  )* 

XXVI.  Sommare  i rotti  decimali  1°.  0,00330033  ec. , 

2°.  0,4050090  ec.  Ris.  Il  i°.  è — ; il  2°.  — — . 

303  2200 

XXVII.  Sommare  n termini  della  serie  — -+  ~ -4- 

X X"  X1 

16  Tì.  T x(x-4-i)(x*  — i) 

—7  ec.  Ris.  La  somma  è — 3 — - — - — 

x+  (x— I)3 

n / 2x  \ 

~n7 ; ( b n 

XXVIII.  Per  la  Regola  di  doppia  falsa  posizione  calco- 
lare il  valor  di  r nell’equazione  rTzz  2000.  Ris.  r~  4,8278. 
XXIX,  Le  t re  cifre  d’  un  numero  son  tali  che  il  loro 
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prodotto  c 54 , la  somma  dell’  estreme  divisa  per  la  media 
è 6,  e sottratto  594  dal  numero,  si  han  le  tre  cifre  stesse 
in  ordine  inverso.  Che  numero  è?  Ris.  923. 

XXX.  Il  Comandante  d’  una  Fortezza  assediata  scrive 
al  Generale  che  tante  sono  le  centinaja  de’ suoi  soldati  quan- 
te le  unità,  nella  radice  positiva  dell’equazione  x4-b7ArJ — 
2x4  — r8a  — 28.  Come  spiegherete  la  cifra?  Ris.  I soldati 
erano  200 . 

XXXI.  Determinare  i fattori  della  quantità.  4 a4&4  — 
(a4-bò* — c4)4.  Ris.  I primi  due  sono  crr±(a — b ),  gli 
altri  due  a~¥b—±.c. 

XXXII.  Estrar  la  radice  quadra  da  li  -by''  120,  da  39  -b 

1s/i  eda6V-I  •Iìù.i'ViSh-v'S:»”.  5Ì.ÌÌ2)  -h 

V(3?-^);  3-.V3+V-3- 


XXXIII.  Quali  sono  i due  numeri  la  cui  somma  c a e 
il  quoziente  del  minore  diviso  per  la  radice  cuba  del  mag* 

giore  è g ? Bis.  Il  minore  è g 1^-^  -b  /y/  ( — ^ -+• 

^(f -<--&)]•  ‘ 

XXXIV.  Risolver  1’ equazioni  x4-b6*4 — 12* -bórro  ed 
jt-4 — i8x4-b25x-b6=o.  Ris.  I divisori  della  ia.  sono  a.-4  ± 
xv' — 6 + V — • 6 ; della  2 \ sono  *4 — 50; -b  6 ed  x4-b5x-b  I < 
XXXV.  Trovar  per  approssimazione  la  radice  dell’  equa- 
zione x*  — I3v-+5 rro.  Ris.  *=—3,7843. 

XXXVI.  Trovar  la  radice  della  generale  equazione  x* — 

n — I n — 2 n — in  — 2 , , , , n — 3 

n . abx  — n . ai»(a-bo)x  — 

2 2 '1 

n — 1 n — 2 n — 3 n — 4 „ . 

n . . . ab  (a  -b  ab  -b  b ) x ^ — ec.  Bts..x  = 

* o 4 

n n 

a\/b — b\/a 

n n 

fj  a — \/ b 

XXXVII.  Con  monete  di  io  e di  5 paoli  in  quanti  mo- 
di può  farsi  la  somma  di  paoli  405?  Ris.  In  40  modi. 

•XXXVIII.  Quali  sono  i numeri  multipli  di  7 che  divisi 
per  4,5  e 6,  danno  I di  resto?  Ris.  301,721,1141  ec. 
XXXIX..  Certi  forestieri  spesero  20*  in  una  Locanda  a 

ragione  di  4*  per  Padrone,  di 4QSC^’  per  Servitore  e di.30^’ 
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per  Cavallo  ‘ quanti  erano  i Padroni  x , i Servitori  y ed  i 
Gavalli  a?  Ris.  Se  x=zl,  si  avrà  y—i  e arrSjCc^:  se 
■*  — 2,  sark  y — 3,5  = 4:  se  * = 3,  verrà.  y — l,zzz^, 

XL.  E’  egli  possibile  di  far  ip;  con  monete  di  2^S°^' , 
di  12,  e di  6?  Ris.  Impossibile. 

XLI.  Esprimere  più  semplicemente  per  approssimazione 


il  rotto  0,5715.  Ris. 

Z 

XLII.  Correndo  p di  Ciclo  Solare  c Lunare  e 3 d’ In* 
dizione,  apparve  in  Cielo  una  grande  e singoiar  Cometa. 
Che  anno  era?  Ris.  Il  IÓ80, 

XLIII.  Trovar  due  numeri  x,y  la  cui  somma  sia  il 

quadrato  di  xì-{-y.  Ris.  x=~~ -4 di  qui  y. 

[ A — a 


XLIV.  Trovar  due  rotti  razionali  la  cui  somma  e il  cui 
prodotto  facciano  due  interi.  Ris.  E’  impossibile. 

XLV.  Risolvere  in  rotti  ó in  interi  1*  equazione  130.'*  — 

I59=Q.  Ris.  *=4,^,^,  20  ec. 

XLVI.  Trovar  le  formule  del  n°.  374. 

XLVII.  Trovar  tre  numeri  x,y,z  tali  che  moltiplican- 
doli a 2 a ì e aggiungendo  a ciascun  prodotto  un  numero 
dato  b,  si  abbia  sempre  un  quadrato.  Ris.  z =z 


A — i)  _z1  — r1  r2  — b 

— 2Aa~ — >y- presa  r ad  ar- 

bitrio . 

XLVIII.  Fare  Un  quadrato  delle  due  formule  x(  — 
2p2xJ  ( I ) *+.*  -4-  p6  — Q , xs  2p2*}  *+  n*4f  -+  p4  Q . 

Ris.  I a.  x — ■ — I ; 2*.  x ■—  — , 

2p 

XLIX.  Un  Viaggiatore  osservando  le  rarità  di  una  Casa 
illustre  di  Toscana,  s’invaghì  di  varj  Quadri  di  due  diverse 
Scuole  e soprattutto  di  uno  in  Lavagna , opera  antica  ove  è 
dipinta  una  Musa.  Voleva  acquistarli  e ne  offeriva  in  prez- 
zo una  Cassetta  di  fondo  quadro  piena  di  zecchini  disposti- 
vi in  144  piani  : onde  essendo  le  pitture  di  ciascuna  Scuola 
tra  80  e 100,  avrebbe  dati  per  ogni  pezzo  tanti  zecchini 
quanti  erano  i pezzi  della  Scuola  respettìva,  e tanti  per  la 
Musa  quanti  erano  i pezzi  delle  due  Scuole  moltiplicati  in- 
sieme . Determinare  quante  erano  e quanto  sarebbero  im- 
portate le  pitture  di  ciascuna  Scuola , quanto  veniva  a pa- 
garsi la  Musa,  quanti  zecchini  erano  in  ciascun  pianò  del- 


Digitized  by  Google 


)(  <58  }( 

la  Cassetta,  e qual*  «ra  la  loro  somma  totale.  Ms.  Chiama- 
te * le  pitture  della  prima  Seuola , y quelle  della  seconda, 
si  avrà.  * — — 4,Aa  — 3 a1 , ed  y — 8Aa , e 1 fatto  A 

6,  a — 2,  sarà  * =:  84,^  — 96,  onde  il  prezzo  delle  pitture 
* è di  Zo$6*",  delie  pitture  y di  9216*',  della  Musa  di  8oÓ4l‘* 
la  somma  degli  zecchini  24336,  gli  zecchini  di  ciascun  pia- 
no 169. 

L.  Nello  «cavo  di  certi  fondamenti  s’ incontrò  un  pa- 
vimento antico  di  ambrogette  quadre.  Quella  di  mezzo  era 
rossa  ; intorno  a lei  ne  eran  disposti  quattro  ordini  tra  ver- 
di, bianche,  gialle,  c turchine;  e col  prodotto  di  tre  ordi- 
ni tra  rosse,  verdi  e bianche  in  quattro  ordini  di  turchine 
e gialle  terminava  il  pavimento . Se  ne  volle  ornare  una  sa- 
la quadrata,  ma  essendo  troppe,  ne  fu  escluso  il  prodotto 
di  un  ordine  di  turchine  in  uno  di  verdi  e in  uno  di  gial- 
le . Si  sa  che  ogn’  ordine  conteneva  un  egual  numero  di  am- 
brogette ; ditemi  quante  ne  erano  in  ciascun  ordine , quante 
se  ne  trovarono  nel  pavimento  antico,  e quante  ne  furono 
impiegate  nella  sala . Ris.  Chiamato  * il  numero  dell’  am- 
brogette di  ciascun  ordine,  la  prima  soluzione  sara 
e perciò  il  numero  totale  dell’  ambrogette  80I , e le  impie- 
gate nella  sala  2 Spv 


FINE  DELL’  ALGEBRA, 
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ELEMENTI 

D I 

GEOMETRIA 


391  La  Geometrìa  prende  il  nome  dalla  mi- 
sura dei  Terreni  a cui  forse  fu  impiegata  in  origine. 
Archimede  ed  altri  Geometri  Greci  ne  estesero  1*  il- 
eo , e fatte  con  una  Risoluzione  o Analisi  loro  pro- 
pria molte  scoperte , ne  pubblicaron  poi  la  Composi- 
zione , o la  Sintesi . Euclide  le  raccolse  in  un’  Ope* 
ra , ove  fissò  le  nozioui  equivoche  e poco  familiari 
della  Geometria  ; considerò  1’  Estensione  nella  sua  o- 
rigine , e dal  Punto  che  non  ha  dimensione , giunse 
ai  Solidi . Infatti  1’  estensione  che  è sempre  con  lun- 
ghezza , larghezza  e profondità , può  concepirsi  con 
1’  una  senza  1*  altra  ; e si  cerca  la  lunghezza  d’  una 
strada  senza  chiederne  la  larghezza , e si  misura 
1’  ampiezza  d’  un  lago  senza  curarne  la  profondità. . 
Questa  astrazione  rende  più  semplice  la  Geometrìa 
Elementare , e la  divide  in  tre  Parti  : la  prima  con- 
sidera la  lunghezza , cioè  le  proprietà  delle  Lince , 
le  qualità  degli  Angoli , e la  descrizione  delle  Fi- 
gure ; la  seconda  esamina  la  lunghezza  e la  larghez- 
za , e valuta  le  Superfìcie  ; la  terza  suppone  le  tre 
dimensioni  riunite,  e determina  la  Superficie  e la  So- 
lidità dei  corpi . 
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DEGLI  ELEMENTI  DI  GEOMETRI*. 


FIG. 

I. 


o 


JLj/A  un  punto  A si  può  andare  a un  altro  B 
per  un’  infinità  di  linee  . Si  vede  però  che  una  dee 
^sere  più  corta  d’  ogn’ altra,  e questa,  qualunque  sia, 
si  chiama  Linea  rètta. 

393.  Dunque  1*.  la  vera  misura  della  distanza 
di  due  punti  A,B  è la  linea  retta  AB  che  gli  unisce: 
2*.  una  sola  retta  può  tirarsi  da  un  punto  a un  al- 
tro , e perciò  due  punti  bastano  a determinar  la  posi- 
zione ii’  una  retta  : tutte  1’  altre  che  si  conducessero 
per  gli  stessi  punti,  si  confonderebbero  con  la  pri- 
ma: 3*.  due  rette  si  tagliano  in  un  sol  punto,  poiché 
tagliandosi  in  più , avrebbero  comuni  tutti  i punti 
d'  intersezione , e si  è veduto  che  non  possono  averli 
senza  confondersi . 

393.  Quando  due  rette  s’  incontrano  nasce  la 
retta  spezzata  . Tali  sono  ADB , AFB , terminate  ai 
punti  A,B  come  la  retta  AB.  Ora  AB  è più  corta 
d’ ogn’ altra  linea  terminata  ai  punti  stessi:  dunque 
la  retta  è più  corta  J’  ogni  retta  spezzata , condotta 
tra  gli  stessi  punti . Dunque  anche  tra  le  rette  spez- 
zate son  più  lunghe  quelle  che  più  si  allontanano  dal- 
la retta , e può  esservene  un’  infinità  . Vi  sono  anche 
infinite  altre  linee  ACB , AMB  ec.  che  terminando  al- 
le stesse  estremità  A , B , cangiano , per  dir  così  , di- 
rezione a ogni  punto  : si  chiamano  Linee  Curve , e tra 
esse  la  più  nota  e più  facile  a descriversi  è la  Curva 
Circolare . 

394.  Se  la  retta  AG  mobile  intorno  al  punto  A, 
fa  un’  intera  rivoluzione  , la  sua  estremità  C descri- 
ve una  curva  CEBDG  che  dicesi  Circonferenza , e lo 
spazio  da  lei  racchiuso  si  chiama  Circolo  ( non  Inso- 
gna 
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gna  confonder  queste  due  cose  ) . Il  punto  A è il  Centro  2. 
del  circolo;  ogni  retta  AB  tirata  dal  centro  alla  cir- 
conferenza si  chiama  Raggio  ; e BD , raggio  prolun- 
gato alla  circonferenza , si  chiama  Diametro . 

395.  Segue  da  questa  descrizione  1*.  che  tutti  i 
raggi  sono  eguali:  a*,  che  lo  sono  anche  tutti  i dia- 
metri : 3’.  che  ogni  diametro  divide  il  circolo  e la 
circonferenza  in  due  parti  eguali . Si  chiama  Arco  di 
circolo  una  porzione  GEB  di  circonferenza:  Settore , 
lo  spazio  AGEI^A  tra  1'  arco  GEB  e i due  raggi  GA , 

AB  : Segmento , lo  spazio  CEBG  tra  1’  arco  CEB  e 
la  retta  CB  che  è la  Corda  dell'  arco  CEB. 

396.  Onde  i°.  una  corda  GB  è più  piccola  del 
diametro  DB;  poiché  condotta  AG,  sarà  la  spezzata 
GAB>CB  (393):  ora  CAB  — DB;  dunque  DB  >- 
GB:  a’,  nello  stesso  circolo  o in  circoli  eguali,  gli 
archi  eguali  hanno  corde  eguali , i maggiori  corde 
maggiori , e reciprocamente  3*.  la  corda  CB  d’ un 
arco  CEB  è corda  anche  del  resto  CHB  ; ma  parlan- 
do d’  arco  sotteso  , s’ intende  sempre  il  più  piccolo  : 

40.  i gradi  e minuti  del  circolo  (95)  non  son  quanti- 
tà assolute  , come  un  piede  , un  braccio  , ma  relati- 
va alle  circonferenze  di  cui  son  parti  simili . 

Angoli . 

397.  Se  due  rette  AG, CD  si  incontrano  in  C,  «3. 
la  loro  inclinazione  forma  l’ Angolo  AGD , che  ha  per 
Vertice  il  punto  C d’  incontro , e per  Lati  AG  , 

GD  ; Se  1’  angolo  si  indica  con  tre  lettere  , si  mette 

in  mezzo  quella  del  vertice;  se  con  una,  ella  è sem- 
pre quella  del  vertice . 

Gol  centro  G e con  un  raggio  CK  descritto  l’ar- 
co KE , quest’  arco  sarà  la  misura  dell’  angolo  ACD  : 
poiché  se  1 angolo  aumenti  e divenga  AC d , o scemi 
e divenga  AGI,  l’arco  KE  aumenterà  o scemerà  nel- 
lo stesso  rapporto . E benché  col  centro  C e con  va- 
rj  raggi  possan  descriversi  infiniti  archi  tra  i lati  stcs- 

X ' 
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3.  si  CA,CD,  tutti  però  son  parti  simili  delle  loro  cir- 
conferenze . Onde  dicendo  che  1’  angolo  AGD  ha  per 
misura  1 arco  KE , s’ intende  sempre  il  numero  dei 
gradi  di  KE  e non  la  sua  lunghezza  assoluta  : quindi 
la  grandezza  d'  un  angolo  non  dipende  dalla  lunghezza 
de  suoi  lati:  e secondo  che  ha  per  misura  o 90“,  o 
più,  o meno  di  90°,  è retto  come  AGI,  o ottuso 
come  AGD  , o acuto  come  BCd . 

3'j8.  Dunqu*  l’ intere  circonferenze  BHCB  rrTEKFE=z 
ir'  misurano  i 4 angoli  retti  c ne  sono  intorno  ad  A,C,  co- 
c me  gli  archi  DCz=A,EL  = A'  misurano  gli  angoli  DAC  rr 

a,  ECL zza’:  perciò  »r  : 4 ; | A:a  = ^ e ir'  : 4 ; ; A';  a!  = 

e quindi  a: a”.  : -;A,;  : (508)  - . ~ , cioè  gli  angoli 

*jt  7T  7r  r r 

son  proporzionali  agli  archi  divisi  per  i raggi . 

399.  Il  Complemento  d’  un  angolo  o d’  un  arco  è 
ciò  che  loro  manca  per  esser  di  90°  : così  1 arco  di 
57*  31'  ha  per  complemento  33*  29';  dunque  un  an- 
golo ottuso  ha  per  complemento  ciò  che  deve  sot- 
trarsi per  ridurlo  a 90°,  onde  quello  di  119"  11  36" 
è -29*  it'  36" . Ma  il  Supplemento  A un  angolo  o d’ 
un  arco  è ciò  che  loro  manca  per  esser  di  180“  : così 
un  angolo  di  350  ha  per  supplemento  145°. 

400.  Onde  due  angoli  d un  medesimo  complemento 
o supplemento  sono  eguali  ; e perciò  gii  angoli  AGD , 

•’  BGF  opposti  al  vertice , col  medesimo  supplemento 
DGB,  sono  eguali . 

401.  Se  una  retta  DG  cada  sopra  un  altra  AB, 
forma  con  essa  due  angoli  AGD , DGB  la  cui  somma  è 
sempre  due  retti  o 180°;  poiché  1 uno  è supplemento 
dell  altro . E perciò  la  somma  dei  quattro  angoli  ACD , 
DGB,BCF,FGA  vale  quattro  retti,  o 360° • In  gene- 

. rale  se  le  rette  AGB , DGI , EGH  ec.  si  tagliano  in  un 
punto  G , la  somma  di  tutti  gli  angoli  AGD  -t*  DCE  -+• 
ec.  che  son  da  una  parte  di  AB,  è 180°,  a la  somma 
da  ambedue  le  parti  è 360°. 
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Linee  rette  perpendicolari » 

Chiamasi  perpendicolare  o normale  la  retta  che 
fa  retti  gii  angoli  nell’ incontro  d' un’altra:  così  DG  è c 
normale  ad  AB  se  gli  angoli  intorno  a G son  retti . Le  ^ 
rette  DE , DA  diconsi  oblique  . 

402.  I.  Se  AG  sia  normale  a DF  e il  punto  C d' in- 
tersezione sia  equidistante  dai  punti  D,F,  ogni  punto 
di  AG  sarà  equidistante  ~dai  punti  stessi  D , F . Essen- 
do C equidistante  da  D,F,  sarà  CD  = CF  (392),  e 
il  semicircolo  DEF  del  centro  G e raggio  CD,  passe- 
rà per  F (395).  Condotte  dunque  da  E le  corde  ED, 

EF , poiché  per  ipotesi  i due  angoli  in  G son  retti , sa- 
rà DHE  ==  PIE  ==  90°  (392);  dunque  ED  = EF  (396), 
ed  E sarà  equidistante  cpme  G dai  punti  D , F ( 392  ) 
ma  due  punti  determinano  la  posizion  d' una  retta  (392); 
dunque  ogni  punto  di  AG  è equidistante  da  D,F. 

II.  Reciprocamente , se  ogni  punto  di  AG  sia  e- 
qui distante  dai  punti  D , F la  retta  AG  sarà  normale  a 
DF . Poiché  descritto  col  centro  C e raggio  CD  il  se- 
micircolo DEF  e condotte  le  corde  DE , FE , sarà  DE  =s 
FE  (392)  e però  DHE  = FIE=9o*  (396);  dunque 
gli  angoli  in  G son  retti,  ed  AG  è normale  a DF. 

Ili  E se  AG  è normale  a DF  ed  un  suo  plinto  A 
è equidistante  dai  punti  D,F,  lo  sarà  anche  agri  altra 
suo  punto  E.  Poiché  se  E non  lo  fosse,  non  sarebbe 
ED  = EF,  nè  EHD  = EIF  =90° , nè  gli  angoli  in  G 
sarebbero  retti , nè  AG  sarebbe  normale , contro  l’ i- 
potesi . 

403.  Dunque  data  la  retta  su  cui  vuol  condursi  li 
normale,  basta  un  sol  putito  per  determinarne  la  posi-  ~ \ 
zione  : onde  uaa  sola  normale  può  condursi  da  un  pun- 
to sopra  una  retta  data . 

404.  La  normale  DC  è più  corta  di  tutte  V oblique 
che  da  un  punto  stesso  D vanno  alla  stessa  retta  AB . 
Descritto  col  centro  C e raggio  CD  il  semicircolo  DEF  ! 
e condotte  le  corde  DE,FE,  sarà  DF<DEF  (393): 
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ma  I)F  = 2DC  e DEF  — 2DE  ( 402. 1.  ) ; dunque  2DC 
aDE , e DG  <C  DE  . Perciò  la  normali  DC  misura 
la  distanza  di  un  punto  D da  una  retta  AB . Seiol- 
ghianio  alcuni  Problemi . 

405*  I-  Dividere  in  mezzo  la  data  retta  DC . 
Coi  centri  D,G  e col  raggio  stesso  DC  descrivo  due 
archi  che  si  seghino  in  G , H , e la  retta  GII  condotta 
per  G,H  dividerà  in  mezzo  DG.  Poiché  condotti  i 
raggi  DG , DH , CG , GII  , sarà  DC  = DG  = DH  = 
CG  = GII , e i punti  G , H saranno  equidistanti  da 
D » G : lo  sarà  dunque  anche  il  punto  F ( 392  ) e però 
DF  = FG . 

II.  Da  un  dato  punto  G fuori  d' una  retta  AB  con - 
dur  sopra  di  essa  una  normale . Presa  un’  obliqua  GD 
come  raggio , e descritto  co!  centro  G l’ arco  DMG  > 
divido  in  mezzo  in  F la  retta  CD  ( 405. 1.  ) , unisco 
CG,FG,  e sarà  GF  la  normale  cercata.  Perchè  i 
due  punti  G , F sono  equidistanti  dai  due  D , C ; dun- 
que lo  sono  tutti  i punti  di  FG  (392);  dunque  GF 
è normale  ad  AB  (402.  II.  ). 

III.  Da  un  punto  F dato  nella  retta  AB  alzar  so- 
pra di  essa  una  normale.  Presa  FD— FG  e coi  cen- 
tri D»G  e col  raggio  stesso  DC  descritti  due  archi 
che  si  seghino  in  G , unisco  DG  , FG  , CG , e sarà 
FG  la  normale  richiesta . Perchè  DC  = DG  = CG  ; 
dunque  i due  punti  F , G sono  equidistanti  dai  due 
D , C ; dunque  FG  è normale  ad  AB  . 

Perpendicolari  nel  Circolo. 

t 

40 6.  I.  Se  dai  centro  G oltre  i raggi  CF , CG  si 
conduca  sulla  corda  FG  il  raggio  normale  CM,  egli  di- 
viderà in  mezzo  la  corda  FG,  Ì arco  sotteso  FMG  * 
l'àngolo  contenuto  FCG.  Conduco  le  corde  FM,GM. 
-Essendo  per  ipotesi  CF  = CG,  il  punto  G sarà  equi- 
distante dai  puuti  F,G;  ma  di  più  CD  è normale  ad 
FG;  dunque  anche  i punti  D,M  saranno  equidistan- 
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ti-  da  F,G  (402. III.)  e però  DF  = DG , MF  = MG , - 
MIF  = MLG  (39 ó)  ed  FCM  = GCM  (397). 

II.  Reciprocamente,  se  la  corda  FG  è divisa  in 
mezzo  dal  raggio  CM,  egli  sarà  normale  ad  FG  e di- 
viderà in  mezzo  l' arco  FMG  e l'angolo  FCG . Perchè 
i due  punti  C , D sono  equidistanti  dai  due  F , G lo 
è dunque  anche  M ; dunque  DF  = DG  , MF  = MG , 

MIF  — MLG  ed  FCM  = GCM . 

Nel  modo  stesso  si  prova  che  se  l’ arco  FMG  o 
F angolo  FCG  è diviso  in  mezzo  dal  raggio  CM , que- 
sto è normale  ad  FG,  e divide  in  mezzo  FG  e T an- 
golo FCG  o 1 arco  FMG. 

III.  E se  la  corda  FG  sia  divisa  in  mezzo  dalla 
normale  MD  , questa  prolungata  passerà  per  il . centro 
C . Essendo  MD  normale  ad  FG  ed  un  suo  punto  D 
equidistante  dai  punti  F,G,  lo  sarà  anche  ogn’  altro 
suo  punto  ( 402.  I.  )':  ma  il  centro  C è equidistante 
dai  punti  stessi  F , G ; dunque  G è un  punto  della  nor- 
male MD  prolungata. 

Dunque  di  queste  tre  cose , esser  normale  a una. 
corda,  dividerla  in  mezzo,  e passar  per  il  centro,  da- 
tene due  , si  ha necessariamente  la  terza  . Sciolnhia- 
ino  alcuni  Problemi. 

40?.  I.  Dividere  in  mezzo  un  angolo  DGG  o un 
arco  DMG.  Condotta  e divisa  in  mezzo  la  corda  DC, 
il  raggio  normale  GM  dividerà  in  mezzo  l’angolo  DGC 
e l’arco  DMC . ( 406.  III.  ) . 

Dividendo  nel  modo  stesso  l’Angolo  DGM,  e poi 
la  sua  metà  ec. , si  avrà  un  quarto  , un  ottavo  ec. 
dell’  angolo  DGG  ; onde  può  dividersi  un  angolo  in 
2,4,8,16  ec.  parti  eguali  : ma  il  dividerlo  in  3 , 

5 , 2 t 9 ec.  son  problemi  più  alti . 

408.  II.  Far  passare  una  circonferenza  per  tre  dati 
punti  A , B ,D  non  posti  in  linea  retta . Condotte  AB , BD 
e divise  in  mezzo  con  le  normali  FL,GI,  se  si  con- 
ducano. CA  , CB  , CD  , sarà  ( 402. 1.  ) CA  — CB  = 

CD,  e la  circonferenza  descritta  col  raggio  CA  pas- 
serà per  i tre  punti  A,B,D. 
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Dunque  tre  punti  A,B,D  non  posti  in  linea  ret » 
ta  determinano  la  posizione  d'  un  circolo  ; onde  due 
circonferenze  non  posson  tagliarci  in  più  di  due  pun- 
ti: se  si  tagliassero  in  tre  , coinciderebbero  . 

409.  Ili-  Trovare  il  centro  d’  un  circolo  o d'  un 
arco  . Condotte  due  corde  , e divise  in  mezzo  con  duo 
normali , il  punto  del  loro  incontro  sarà  il  centro  cer- 
cato (408). 

Tangenti . 

Una  retta  MT  che  ha  un  sol  punto  M comune 
con  la  circonferenza  FMG,  si  chiama  Tangente,  e il 
punto  comune  M si  chiama  punto  di  contatto. 

410.  I.  Se  MT  sia  tangente  in  M,  il  raggio  CM 
tc  sarà  normale  . Poiché  CM.  è più  corta  d ogni  altra 
linea  COK  (394):  dunque  ella  misura  la  distanza  di 
C da  MT,  dunque  le  è normale  (404). 

II.  Reciprocamente,  se  il  raggio  CM  sia  norma- 
le alla  retta  MT , sarà  MT  tangente  in  M . Perchè  CM 
normale  è più  corta  d ogn’ altra  COK  (404);  dunque  . 
tutti  i punti  K di  MT  son  fuori  del  circolo  fuorché  M i 
dunque  MT  è tangente  in  M . 

41 1.  Dunque  se  voglio  una  tangente  al  punto  M 
A'  una  circonferenza , conduco  ad  M il  raggio  CM  , e 
alzo  in  M la  normale  MT  (405.  III.) . ' 

412-  Se  due  0 più  circoli  si  tocchino  in  un  punto 
o fuori  o dentro , la  retta  che  passa  per  i centri , pas- 
sa anche  per  il  punto  di  contatto . Poiché  la  stessa  tan- 
gente MT  è normale  ai  raggi  CM , AM  ; questi  dun- 
que formano  una  sola  retta  CA  = GMr±AM(  402.  III.  ) 

. Linee  rette  parallele  * 

413.  Coincidano  le  rette  AB, CD  e s’intenda  CD 
allontanarsi  da  AB:  se  1 allontanamento  dei  suoi  punti 
c ineguale,  come  in  cd , le  AB,  cd  sono  inegualmente 
inclinate  in  F,p  ad  una  stessa  retta  NQ,  e diconsl 
convergenti  o divergenti  se  prolungate  si-  accostano  o si 
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discostano  sempre  più.  Se  l’allontanamento  d’ogni  suo  io. 
punto  è eguale , come  in  CD , le  AB , CD  sono  egual- 
mente inclinate  in  F ,G  alla  stessa  NQ,  e chiamansi 


parallele  o equidistanti . 

4T4.  Segue  da  ciò  t*.  che  le  normali  GE , HF  con- 
dotte a CD  tra  le  parallele,  AB, CD,  sono  eguali:  2®. 
che  due  parallele  prolungate,  mai  non  s'incontrano:  3®. 
che  l’angolo  NFB = FGD  o NFA  = FGG,  esterno 


ed  interno  : 4’.  che  anche  AFG  = FGD  (400)  o BFG=? 
CGF,  angoli  a'terni  interni  : 5°.  che  anche  NFB  = 
QGC  o NFA  = QGD , angoli  alterni  esterni  : 6°.  che 
BFG-+FGD  = i8o°,  angoli  interni  dalla  stessa  parte . 

Reciprocamente  , o gli  angoli  corrispondenti  ( e* 
sterno  ed  interno,  o alterni  ) siono  eguali,  o gl’inter- 
ni dalla  stessa  parte  eguaglino  180®,  o sia  la  normale 
CE  = IIF,le  rette  AB, CD  saranno  sempre  parallele, 
perchè  non  potranno  convergere  o divergere  ; ed  es- 
sendo equidistanti  in  due  punti , lo  saranno  in  tutti  gli 
altri  (392). 

j '5  Per  condurre  da  un  ponto  dato  G la  paralle- 
la GD  ad  ABf,  descrivo  con  un  raggio  GF  e coi  cen- 
tri G,F  gli  archi  FLM.GK-  Prendo  FL  — GK;  e GL 
condotta  per  G , L sarà  la  parallela  cercata  ; poiché 
GK  = FL  dà  AFG  — FGD  (414). 

4?  6.  Dunque  1*.  sono  eguali  i due  angoli  BAC, 
NLM  che  hanno  i loro  lati  AB.LN  e AC,LM  parai-  X1‘ 
Idi  ; ooic’uè  prolungata  NL  fino  ad  AC , si  avrà  NLM  = 
NDG  = BAG:  2°.  per  condurre  una  normale  AF  all’ 
estremità  A della  linea  AB,  si  condurrà  la  normale  CD  I2‘ 


sopra  AB  e poi  AF  parallela  a DG  : 3®.  due  corde  paral- 
lele FG  ,IL  tagliano  due  archi  eguali  FI , LG  ; perchè  il  - 
raggio  CM  normale  ad  FG,  lo  è anche  ad  IL,  atteso 
CDF  *=  CHI  (414):  ora  FIM  = MLG  ed  IM  — ML 
( 406);  dunque  FIM  — IM  = MLG  — ML  , ovvero 
FI  = GL  • Lo  stesso  è se  una  delle  parallele  Tosse 
tangente  . 

417.  Più  di  due  parallele  hanno  le  proprietà  stes- 
se delle  due  che  abbiamo  considerate . 
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418.  Determinar  l’arco  del  circolo  AHGA  che  rai- 
T^‘  snra  l' angolo  del  segmento , fatto  dalla  tangente  Ali  e 

dalla  corda  AD , citfè  BAD.  Condotti  il  diametro  IICG 
parallelo  ad  AD,  irraggio  CF  perpendicolare  ad  AD, 
ed  il  raggio  C A al  punto  di  contatto , sarà  i’  angolo  ret- 
to FGG  = BAC;  ma  ACG  = DAC  (414);  dunque 

AFD 

BAD  — FCA  =FA=  — — ; dunque  l'angolo  del  seg- 
mento BAD  ha  per  misura  la  metà  dell'  arco  sotteso 
dalla  corda  AD . 

4 1 9.  Onde  Ì angolo  D AK  tra  due  corde  DA , AK 
ha  per  misura  la  metà  dell'  arco  DK  tra  i suoi  lati  : poi- 
ché B AK  = AFDK. , BAD  = — AFD  , e BAK  — 

BAD  = DAK  ==  ~ ( AFDK  — AFD  ) = ^-  DK . 

Dunque  i".  L’ angolo  centrale  DCK  è doppio  dell' 
iscritto  DAK  appoggiato  sullo  stesso  arco  DK;  2°.  l' an- 
® golo  iscritto  appoggiato  sul  diametro  è retto-,  3*.  gii  an- 
I5-  gali  iscritti  appoggiati  sullo  stesso  arco  dello  stesso  cir- 
colo sono  eguali  ; 4°.  c se  sulla  base  comune  AB  avran- 
no eguale  un  dei  lati,  per  es.  AD  = BG , avranno  necessa- 
riamente anche  l' altro  BD  = AG  (396.  2°.  ). 

, Quindi  può  condursi  una  tangente  da  un  punto 
1 ■ A dato  fuori  della  circonferenza  . Unisco  A e G , e 
sulla  retta  AC  descrivo  un  circolo  che  taglierà  il  da- 
to ne’ punti  M-M’;  e poiché  condotte  AM,MC>  l’an- 
golo CMA  è retto , la  MA  normale  a CM , è tangen- 
te in  M ( 410.  IL  ) . Il  problema  ha  due  soluzioni, 
potendosi  condurre  da  A anche  la  tangente  AM’ • 

420.  Determinar  1’  arco  del  circolo  BEFB  che  misura 
l’angolo  eccentrico  BAD  col  vertice  dentro  al  circolo.  Sup- 
pongo acuto  l’angolo  BAD  e prolungando  BA  , AD  in  G , L’ , 

conduco  GE  parallela  ad  AD,  ed  ho  BAD  BGE  rr  — (BD-r 

DE)  = 
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DE)  = — (BD-+FG)  (416).  Se  l’angolo  eccentrico  è ottu- 

2 

so  come  BAF,  sarà.  BAF:=l8oc  — BAD  =r:-i(BFGDB-BD  — 

FG)=-i-  (BF-fGD);  dunque  V angolo  eccentrico  ha  per 

misura  la  metà  degli  archi  compresi  tra  i suoi  lati  e il  lo- 
ro prolungamento  . 

421.  Determinar  l’arco  del  circolo  BFMB  che  misura 
l’ angolo  circoscritto  BAD  col  vertice  fuor  del  circolo . Con- 

dotta  GE  parallela  ad  AD,  sarà  BAD  = BGE  rr—  BE 

•^-(BD  — ED)rr-^  (BD  — Gl).  Se  AD  divenga  la  tangente 

AF , sarà  FABzr  — (FB  — FG);  onde  se  AM  è 1’  altra  tan- 

gente,  sarà  FAMzr-ì(FBM  — FGM).t 

2 - 

F / G . V R E. 


422.  Figura  è lo  spazio  terminato  da  linee  per 
ogni  parte  . Se  son  rette , la  figura  è rettilinea  ; se 
aon  curve  > curvilinea  ■ Le  linee  sono  i lati  della  fi- 
gura , e la  loro  somma  ne  è il  contorni»  o perimetro  . 
Qui  parliamo  delle  sole  figure  rettilinee  o dei  poligo- 
ni; e poiché  per  chiudere  uno  spazio  son  necessarie 
almeno  tre  rette  , il  più  semplice  poligono  , è il  trian- 
golo , figura  di  tre  angoli  e di  tre  lati  ; indi  viene  il 
quadrilatero,  figura  di  quattro  lati,  il  pentagono  di  5, 
Y esagono  di  6,  1’  ettagono  di  7 , 1’  ottagono  di  8,  Yen- 
neagono  di  9 , il  decagono  di  io  ec.  che  tutti  facil- 
mente si  riducono  al  triangolo. 

Triangolo  . 

423.  Un  Triangolo  coi  tre  lati  uguali  si  chiama 
equilatero  ; con  due , isoscele  o cquicrure  ; se  tutti  son 
diseguali,  scaleno.  Se  abbia  due  angoli  eguali,  dice- 

Y 


FIO? 

i?- 


18. 
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si  isogonio , e se  si  consideri  un  suo  angolo  o acuto  o 
ottuso  o retto  si  chiama  o acuziangolo  o ottusi  angolo 
o rettangolo:  il  lato  opposto  a quest’ angoli  si  chiama 
base , e quando  1’  angolo  è retto , anche  ipotenusa , 
Ora  due  lati  d’ un  triangolo  facendo  una  linea  spez- 
zata , son  sempre  maggiori  del  terzo  ( 393  ) . 

424.  Un  triangolo  ABC  per  i cui  vertici  A»B,G 
passa  un  circolo  (408),  si  trova  iscritto  nel  circolo, 

e r angolo  ABC  — ^-ADC  (419),  ACB=:^  AEB, 
BAC  — — BFC  ; dunque  ABC  -+  ACB  -+■  BAC  = 
— AEFDA  = 180* , somma  dei  tre  angvli  d'  un.  tri - 
angolo . 

425.  Onde  1*.  prolungato  un  lato  CA>  l'  angolo 

esterno  BAF  eguaglia  la  somma  de'  due  interni  oppa • 
sti  ABC , ACB  ; poiché  ABC  -+  ACB  -+  BAC  = 1 8o*  =5 
FAB  -4-  BAC  : dunque  FAB  ==  ABC  -4-  ACB . . 

426.  2*.  Un  angolo  d'  un  triangolo  è U supple- 
mento della  somma  dei  due  altri  ; perciò  data  la  som- 
ma s di  due  angoli  d'  un  triangolo,  il  terzo  è 180*  — s . 

42?.  3*.  Un  triangolo  ha  un  solo  angolo  retto  0 
ottuso , e i dne  altri  son  sempre  acuti  - 

40.  U11  angolo  acuto  d’  un  triangolo  rettangolo  è 
complemento  dell’altro;  onde  se  1’ uno  è a,  1’  altro 
sarà  90*  — a . 

428.  3’.  In  un  triangolo  i lati  opposti  agli  an- 
goli eguali  sono  eguali , e reciprocamente . In  fatti  1© 
corde  eguali  AB , BG  sottendono  archi  eguali , e re- 
ciprocamente . 

6°.  In  un  triangolo  il  più  grand’  angolo  è oppo- 
sto al  lato  più  grande , il  più  piccolo  al  più  piccolo , 
e reciprocamente  . Ma  le  corde  non  crescono  come 
gli  angoli  ; e un  angolo  doppio  , per  esempio , non  è 
opposto  a una  corda  doppia , La  Trigonometria  dà  la 
proporzione  di  questi  aumenti . 

429.  1*.  -In  un  triangolo  isoscele,  dato  un  ango- 
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lo,  si  hanno  1 due  altri.  Infatti  dato  A = C,  si  avrà  20. 
B=i8o°  — 2 A t e dato  B,  si  avrà  2A=  180*  — B, 

ed  A = C = 90*  — ~ B . 

8°.  Gli  angoli  opposti  ai  lati  eguali  nei  triango- 
li  isosceli  son  sempre  acuti . 

90.  In  un  triangolo  equilatero,  essendo  gli  angoli 
tutti  eguali , sarà  ciascuno  = 6o° . 

4.3-).  lo°.  In  qualunque  triangolo  DEF  Testando  la  «tes-  * 

Sa  base  DF  e crescendo  i lati  DE  , FE  e pei  ciò  anche  gli  an- 
goli FDE,DFE»  scema  continuamente  l’angolo  E,  onde  se 
il  vertice  E si  allontani  all’ infinito  da  DF,  l’angolo  E di- 
verrà. infinitesimo  o nullo,  gli  angoli  FDE  , DFE  non  diffe- 
riranno da  1800,  e i lati  DE,FE  saranno  paralleli  (414). 

1 1°.  Se  un  angolo  d’  un  triangolo  sia  infinitesimo  o nul- 
lo, la  somma  degli  altri  due  sarà  1800. 


Se  dal  vertice  B d’un  triangolo  isoscele  ABC 
ei  abbassi  la  normale  BF  sulla  base  AC  , ogni  punto 
di  FB  sarà  equidistante  da  A e C ( 402.  III.  ) , e per- 
ciò la  base  AC  .sarà  divisa  in  mezzo  in  F . 

Osservazione  . Se  i due  angoli  della  base  sieno 
acuti , la  normale  abbassata  dal  vertice  caderà  dentro 
al  triangolo,  se  bn  di  essi  sia  ottuso,  caderà  fuori.  La 
dimostrazione  è facile  . 


Similitudine  ed  egualità  dei  Triangoli. 

432.  Due  triangoli  ABC  ,abc  son  sìmili  se  han 
tutti  gli  angoli  respettivamente  ugnali  cioè  se  ABC  = 22‘ 
dbf,  BAG  =2  bdf  e ACB  — dfb . In  essi  i lati  oppo-  * 
sti  agli  angoli  eguali  tri  chiamano  omologhi  ; e in  ge-  23- 
nerale  le  dimensioni  omologhe,  di  due  figure  son  le  li- 
nee dello  stesso  nome  o condotte  nella  maniera  stes- 
sa in  ambedue  : tali  sono  in  due  circoli  i raggi,  i dia- 
metri , le  circonferenze , gli  archi  di  un  numero  egua- 
le di  gradi , le  loro  corde  ec. 

433.  I.  Due  triangoli  con  due  angoli  respet tiva.  men- 
te eguali,  son  simili , perchè  anche  il  terzo  è aguale 
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23.  in  ambedue  ( 420  ) : onde  due  triangoli  rettangoli  coti 
e un  angolo  acuto  eguale , son  simili . 

434.  II.  Due  triangoli  son  simili  quando  tutti  i lo - 
ro  lati  omologhi  son  paralleli , perchè  allora  tutti  i 
loro  angoli  son  respettivamente  eguali. 

435-  HI.  Due  triangoli  son  simili  quando  i lati 
dell'  uno  prolungati  se  occorra  , son  normali  ai  lati  dell * 
altro  che  saranno  omologhi  ai  primi . Faccia  1'  un  dei 
triangoli  un  quarto  di  rivoluzione  intorno  ad  un  pun- 
to fisso  ; tutti  i suoi  lati  diverranno  paralleli  a quelli 
dell’  altro . 

436.  IV.  Se  un  numero  qualunque  di  parallele 
DF , IL , AG  taglia  i lati  d’  un  angolo  ABC , tutti  i 
triangoli  BDF , BIL , BAC  saranno  simili  ; perchè  oltre 
l’ angolo  comune  B , tutti  gli  angoli  BDF , BIL , BAG 
sono  eguali  (414). 

433.  Se  il  triangolo  bdf  s' immagini  posto  sul  trian- 
golo simile  ABC  in  modo  che  1’  angolo  b cada  sul  suo 
eguale  B , e i lati  bd  , bf  sui  loro  omologhi  BA , BC , 
il  lato  df  rappresentato  da  DF , sarà  parallelo  alla  ba- 
se AC . In  fatti  il  triangolo  BDF  ( = bdf)  è simile 
ad  ABC  ; dunque  1’  angolo  BDF  = BAC  ; e DF , AG 
fon  parallele  (414). 

438.  V.  Due  triangoli  con  due  lati  e l'  angolo  con- 
tenuto eguali,  sono  eguali  e simili.  Poiché  se  il  trian- 
golo BCE  oltre  l’angolo  G e il  lato  BC  comuni  col 
triangolo  BCA,  abbia  anche  il  lato  CE  = GA,  i due 
triangoli  si  confonderanno . 

439.  VI.  Due  triangoli  che  sopra  basi  eguali  han- 
no eguali  gli  angoli  corrispondenti,  sono  eguali  e simi- 
li. Poiché  se  il  triangolo  BCE  oltre  la  base  BC  e 1’ 
angolo  C comuni  col  triangolo  BCA,  abbia  anche  I’ 
angolo  CBE  = CBA,  i due  triangoli  si  confonderanno. 

22.  44°*  VII.  Due  triangoli  ABC , abe  con  tutti  i loro 

g lati  omologhi  eguali , sono  eguali  e simili . Soprappo- 

34-  sti  i triangoli , onde  ac  cada  sopra  AC , essendo  AB=  ab 
e BC  — bc,  il  punto  b si  troverà  su  i due  archi  de- 
scritti l’ uno  col  centro  A e raggio  AB , 1’  altro  col 
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centro  C e raggio  GB  -,  dunque  sarà  nella  loro  inter-  23 
sezione  B , e il  triangolo  abc  si  confonderà  con  ABC . e * 

441.  Vili.  Due  triangoli  abc , ABC  coi  lati  ab  — AB , bc=  24. 
BC,  e con  gli  angoli  eguali  a , A opposti  a uno  dei  lati  eguali , 
sono  eguali  e simili , purché  gli  angoli  C , c opposti  all'  altro 
lato  eguale  , sieno  ambedue  acuti  o ottusi . Soprapposti  i trian- 
goli , essendo  bazz  BA  , i punti  b , a caderanno  in  B,  A,  e per- 
chè 1’  angolo  BACzzbac,  il  punto  c cadera  in  qualche  punto 
di  AC.  Ma  òc~BC;  dunque  il  punto  c dee  cadere  altresì  in 
qualche  punto  dell’ arco  CE  descritto  col  centro  B e raggio  BC. 
Dunque  cadera  o in  E o in  C . Ma  il  triangolo  BEC  è isoscé-  . 
le,  e però  gli  angoli  eguali  E,  C sono  acuti  (426 ) c l’ angolo 
BEA  è ottuso;  dunque  se  gli  angoli  C ,c  sono  acuti,  il  punto 
c Caderk  in  C , e abc  si  confonderà  con  ABC  : e se  gli  angoli 
c,C,  o a, E sono  ottusi,  il  punto  e «aderii  in  E,  ed  aeb  si 
confonderà  con  AEB . 

442.  Onde  i°.  due  oblique  paralle’e  AB, CD  com- 
prese tra  due  altre  parallele  AD,BC,  sono  eguali.  Poi- 
che  condotte  AF,DE  normali  a BC , il  triangolo  ABF  sarà 
simile  al  triangolo  CDE:  ma  (414)  AF  = DE;  dunque 
(439)  il  triangolo  ABF  è eguale  al  triangolo  CDE; 
dunque  AB  = CD;  e così  si  proverà  AD— BC.  È fa- 
cile anche  il  provare  che  due  rette  le  quali  compren- 
dono due  altre  rette  parallele  td  eguali , sono  eguali  e 
parallele . 

443.  2°.  In  qualunque  triangolo  ABD  può  iscri-  2<j 
versi  un  cìrcolo , cioè  può  farsi  un  circolo  che  tocchi 
tutti  i suoi  lati . Poiché  divisi  in  mezzo  due  dei  suoi 
angoli , e condotte  dal  punto  C d’ incontro  le  normali 
«opra  i tre  lati , i triangoli  ACE , ACG  e BGG , BCH 
sono  eguali  ; dunque  CE  =±  CG  = CH  possono  esser 

''raggi  d’uno  stesso  circolo  iscritto  nel  triàngolo. 

444.  Si  ha  anche  BG  xr BH  ,HD  =: ED  , AErr  AG, e chia- 
mando 7 il  semiperimetro  del  triangolo  ABD  sara  i°.  q zt 
AE-f ED-+BH  — AD-4-BH-,  20.  gmBD-t-AE  = AB  _+  ED; 
onde  sommando  le  due  equazioni,  2AE  -+•  BDx:  AD  -t-  AB  , 

AE  = Ì(ADh-  ab  — BD)  = — BD,  e perciò  DE  = 

’^B;  dunque  il  punto  E è determinato,  e possono  esser- 
0 nei  modo  stesso  i punti  G,H;  onde  basterà  far  passare 
nn  sire. \o  pei  questi  tre  punti . 
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445.  Se  il  triangolo  sia  i«ttangolo  in  B,  1*  àngolo  CBH 
meta  di  ABD,  ed  il  suo  complemento  BCH  sarà.  di  4,s°  e 
il  triangolo  BCH  sar'a  isoscele-,  onde  dalla  prima  equazione 
BH  (=CH)  = j — AD  si  vede  che  il  circolo  iscritto  ha  pet 
«aggio  il  semiperimetro  meno  1*  ipotenusa. 


Altri  Poligoni  e toro  principali  proprietà . 


44 6.  Vi  son  tre  sorte  di  Poligoni:  gli  irregolari 
che  hanno  gli  angoli  e i lati  ineguali  -,  i simmetrici  che 
hanno  tutti  i lati  opposti  paralleli  éd  eguali;  e i rego * 
lari  che  hanno  tutti  i lati  e tutti  gli  angoli  eguali . 1 
Poligoni  diconsi  isoperiinetri  quando  hanno  un  egual 
contorno  o perimetro  . 

Il  quadrilatero  simmetrico  sì  chiama  Parallelogram* 
£•?.  mo  t il  regolare  , Quadrato  ; il  quadrilatero  eon  due  la- 
28.  ti  paralleli , Trapezio  ; il  parallelogrammo  con  tutti  i 
29  lati  eguali  ma  con  angoli  ineguali.  Rombo  o Losanga ; 
e il  parallelogrammo  coi  lati  non  tutti  eguali  ma  con 
tutti  gli  àngoli  retti,  Parallelogrammo  rettangolo  o so- 

31.  temente  Rettangolo , 

32.  Una  retta  AD  che  attraversa  un  poligono  da  ttn 
angolo  all’altro  si  chiama  Diagonale.  I?  angolo  s alien* 

33-  te  ha  il  vertice  fuor  della  figura,  come  ABC;  1 ango- 
lo rientrante  lo  ha  dentro , come  CDE . 

44?.  Le  diagonali  AG , AD , AE  condotte  da  un 
32.  angolo  A dividono  il  poligono  di  lati  n in  un  numero 
n — 2 di  triangoli , come  è chiaro , i cui  angoli  son  gli 
angoli  stessi  del  poligono:  dunque  la  somma  di  questi 
angoli  è S=i8o*  (n  — 2). 

Dunque  i°.  in  un  quadrilatero,  S = 3<$os;  in  un 
pentagono,  S = 540%  ec. ; 2*.  l’angolo  d’un  poligono 

regolare  che  gli  ha  tutti  eguali,  sarà  ~ . - 

— — — 180*  ( r — — ),  tanto  più  ottuso  0 pfà 

prossimo  a 1 80* , quanto  n è più  grande  ( HÓ8  ) 

448  I supplementi  degli  angoli  salienti  si4  3^°*- 
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Poiché  i salienti  coi  lor  supplementi  son  i8o*xn,  e i n3, 
«oli  salienti  son  180*  (n-2);  dunque  i supplementi 
son  1 8o°  X n - 1 80*  ( n - 1 ) = 360*, 

449.  Se  il  Poligono  abbia  un  numero  s d’angoli  salien- 
ti ed  uno  r di  rientranti  CDE  , FHI  ec.  sarà  ( 447  ) zi  s -f  33* 
r , e la  somma  di  tutti  S=c(s-t-r — 2 )7r  posto  tt  — 180°;  e 
poiché  un  rientrante  interno  abc  equivale  ? 2»r—  CDE  (401), 
la  somma  di  un  numero  r di  rientranti  interni  sarà  c zz 
Hvr — CDE — EHI  ec.;  perciò  la  somma  dei  soli  salienti  £3: 

S — cr  — (s-t-r  — 2)jr  — 2*0- -i*  CDE H- FHI  ec. , e la  differen- 
za tra  i salienti  e i rientranti  D 3:  £ — CDE  — FHI  ec.  — 

( f — * .r  — 2 )zr. 

Onde  |°,  se  s >■  r 2 ovvero  s</-4-2,  la  somma  in 
gradi  dei  salienti  supererà  quella  dei  rientranti  o ne  sarà 
superata:  2°.  se  szzr-^-2  e perciò  s~t-  rzznzzZ  (i-*+  l ),  la 
somma  degli  uni  eguaglierà  quella  degli  altri,  e i lati  o an- 
goli del  poligono  saranno  in  numero  pari  : 30.  se  s zz  r e 
perciò  ìh-  r—n  — ‘2r,  sarà  D ~ — axzz — 360°,  e il  poligo- 
no avrà  pure  un  numero  pari  di  lati  o d’angoli:  40,  se  al- 
la somma  J'~‘ìxzzsx — S dei  supplementi  (448)  si  aggiun- 
gano gli  angoli  rientranti,  sarà  J'-h  CDE -+• FHI  ec.  =:s5r  — 

£ CDE -j- Fili  ec.  = «r  — D = (r-4-2)  ir. 


Poligoni  simmetrici , 


450.  I lati  opposti  d’  un  poligono  simmetrico  do- 
vendo esser  paralleli  ed  eguali,  è chiaro  1*.  ohe  il  nu- 
mero di  questi  lati  è sempre  pari;  2*.  che  ogni  poligo- 
no regolare  di  numero  pari  di  lati  è simmetrico . Onde 
condotte  da  ogn’ angolo  d’  un  poligono  simmetrico  le 
diagonali  agli  angoli  opposti,  i triangoli  opposti  al  ver- 
tice , come  AFB , DFG , sono  eguali . Poiché  il  lato  AB 

è eguale  e parallelo  all’omologo  DC;  dunque  l’angolo  *V 
FDG  — FBA , FGD  — FAB , e i triangoli  AFB , DFC  „5> 
son  simili:  ma  il  lato  omologo  AB={)C;  dunque  sono  0 
eguali. 

45 1.  Onde  AF=FC,BF  = FDec. , e tutte  le  dia- 
gonali AG, DB  ec.  si  tagliano  in  due  partì  eguali  in 
un  punto  stesso  F che  può  chiamarsi  il  centro  del  poi*- 


V 
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34.  gono  : perciò  qualunque  diagonale  AC  lo  divide  in 
e due  parti  eguali  e simili:  e in  generale  ogni  retta  IL 

35.  che  passa  per  il  centro  F , è divisa  in  mezzo  in  F e di- 
vide il  poligono  in  due  parti  eguali  e simili , attesa  l’ e- 
guaglianza  e similitudine  dei  triangoli  FIB,DFL,  ed 
AIF , LCF . 

452.  Quindi  per  descrivere  un  poligono  simmetri- 
°'5'  co  di  un  numero  dato  di  lati , per  esempio  di  sei , con- 
dotte comunque  per  un  punto  F tre  rette  EFG , DFB , 
AFC , prendo  FB  = DF , AF  = FC , EF  = GF  e per 
i punti  A , B , G , C , D , E conduco  AB , BG  ec. , lati 
del  poligono:  perchè  i triangoli  AFB,DFC  con  due 
* lati  eguali  intorno  ad  angoli  eguali,  sono  eguali  e sì- 
mili; onde  AB  è eguale  e parallela  a DG  ec. 


Poligoni  regolari 


$ 453  Divisi  in  mezzo  con  le  rette  BC , DC  gli 

• ’ angoli  eguali  ABD , BDF  d’  un  poligono  regolare  , e 

congiunte  FC,GC  ec.,  i triangoli  CBD,CDFec.  so- 
no isosceli  (428)  ed  eguali  (438);  dunque  il  circolo 
del  raggio  CB  passa  per  tutti  i vertici  del  poligono 
che  perciò  vi  resta  iscritto  . E poiché  nei  triangoli 
ACB , BCD  isosceli,  le  normali  CK,CL  dividono  in 
mezzo  i lati  AB,BD  (431  ),  e l’angolo  CBK  — CBL* 
saranno  eguali  e simili  i triangoli  rettangoli  CBK , GBL; 
dunque  CK  = LC:  così  si  proverà  CL—  GM  ec.  ; dun- 
que il  circolo  del  r^gio  CK  tocca  tutti  i lati  del  poli- 
gono, che  pereto  gli  è circoscritto. 

454.  Quindi  il  lato  di  un  poligono  regolare  iscrit- 
to è la  corda  d’  un  arco  di  — . 360° , posto  n il  nu- 

• 4 . Tl 

mero  de’  lati  : così  il  lato  di  un  triangolo  equilatero 

iscritto  è la  corda  d*  un  arco  di  — . 360°  = 1 20° . 

3 

455.  I.  Iscriverò  in.  un  dato  circolo  un  triangolo 
equilatero . Gol  punto  B della  circonferenza  come  cen- 
4pro,  e col  raggio  BG,  descrivo  1’  arco  AGD  che  ta- 
glia 
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glia  in  A,D  la  circonferenza:  per  A:D  conduco 
AD,  e presa  AG  = AD,  il  triangolo  ADG  sarà  e- 
cuilatero.  Poiché  condotte  AB,BD,  i triangoli  ACB, 
BCD  sono  equilateri:  dunque  gli  archi  AB,BD  son 
di  60" , e l’arco  totale  ABD  di  120°,  la  cui  corda 
è il  lato  del  triangolo  equilatero  (454). 

456.  Poiché  1’  arco  ARB  è di  óo°  , la  sua  cor- 
da AB  è il  lato  dell’ esagono  regolare:  ma  AB  = GB; 
dunque  il  lato  dell'  esagono  regolare  iscritto  è eguale 
al  raggio . Se  1’  arco  AB  si  divida  in  mezzo , la  cor- 
da di  questa  metà  sarà  il  lato  del  dodecagono;  il  che 
può  dirsi  di  tutti  gli  altri  poligoni . 

457.  Nel  triangolo  isoscele  BAC  la  normale  AQ  divide 

in  mezzo  il  raggio  CB  — v,  dunque  CQ  = y-r  e ( ACl  — 

CQ1  ) = AQ  =r  — r^3»  dunque  2AQc=ry'3,  lato  del  trian- 
golo  equilatero . 

458.  IL  Iscrivere  un  quadrato  in  un  dato  circo-  n7 
lo  . Condotti  i diametri  AD,BF  normali  1 uno  all  al- 
tro,  essi  taglieranno  la  circonferenza  nei  punti  A,B, 
D,F,  e le  corde  AB,BD,DF,  FA  daranno  il  qua-^ 
drato , per  esser  gli  archi  AB = BD  = DF  = AF =90°. 

459.  Onde  fatto  il  raggio  AC  = r,  si  avrà  il  lato  del 
quadrato  AF:=  V(CAa-t-CFlj  — >V2-  Del  re3to  anche  ap- 
plicando nel  circolo  i lati  AK  dell’  esagono  e KF  del  dode- 
cagono (4^6)  si  avrebbe  il  lato  AF  del  quadrato;  poiché 
essendo  1’  arco  AK“6o°  e l’arco  KF=30°  (454),  sarebbe 
AKF  = óo°H-3ou=:yo0. 

4Ó0.  Ili  Iscrivere  in  un  circolo  dato  un  decagono  re-  „ 
golare.  Sia  AB  il  lato  richiesto,  e si  conducano  i raggi  AC,  3®* 
BC  e la  retta  BE  che  divida  in  mezzo  l’angolo  ABC.  Ora 
I’  angolo  ACB  = 3ó°;  dunque  1’  angolo  ABC  = BAC  = 72°  : 
ma  BE  divide  in  mezzo  1’  angolo  ABC  ; dunque  ABE  zz 
360  — ACB;  dunque  i triangoli  ABE,  ACB  son  simili;  dun- 
que AE:  AB::  AB;  AC;  ma  l’angolo  EBC  = 36°  = ACB  ; 
dunque  il  triangolo  CEB  è isoscele,  e perciò  EB  o AB  zz 
EC,  ed  AE  : EC  ::  EC  : AC  : se  dunque  di  divida  il  raggio 
AC  in  media  ed  estrema  ragione  nel  punto  E (494),  il  • 
maggior  segmento  EC  sarà  il  lato  AB  del  decagono  rego- 
lale. Fatta  AC  n: r , F.C ~ AB  — x r sarà  — x,  e si  a* 

z. 

\ / 
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3^'  vrk  r—  x:*::x:  ri  onde  xx  -+  rx  zz  rr , e x~  ( — I + 
^5  ),  lato  del  decagono. 

461  IV.  Iscrivere  in  un  circolo  un  pentadecagono  re- 
golare. Presa  AB  eguale  al  raggio  e condotta  AD  eguale 
59'  al  lato  del  decagono,  la  corda  BO  sarà  il  lato  del  pentade- 
cagino.  In  fatti  P arco  ADB  = óo°,  1’  arco  AD  = 30°,  e 
— 36  = 24,  arco  del  pentadecagono  (454).  Potrà  dunque 
aversi  anche  un  arco  di  12°,  c di  6°,  e di  30  (407),  e u- 
na  circonferenza  sarà  divisibile  in  123  parti,  ciascuna  di  3*. 

462.  Colla  Geometria  Elementare  iscrivonsi  dunque  in 
un  circolo  i poligoni  regolari  di  3,6,12  lati  ec.  (456 ),  di 
4,8,16  ec.  (4*8  ),  di  5,10,33  ec.  (460),  di  15  ,30,60  cc. 
(461).  Ma  gli  altri  non  posson  iscriversi  senza  risolver  dell* 
equazioni  tanto  più  alte,  quanto  è maggiore  il  numero  «lei 
- lati,  come  vedremo. 

463.  Per  circoscrivere  a un  cerchio  dato  un^po- 
* ’ ligono  regolare,  vi  si  iscriva;  e dal  centro  G abbas- 
sata  sopra  AD  la  normale  GB  , si  faccia  passar  per 
B la  tangente  EBP  che  incontrerà  in  E ed  F i rag- 
gi GA , CD  prolungati  ; quindi  da  F si  conduca  la 
tangente  FMG  fino  al  raggio  CT  prolungato , e così 
successivamente;  saranno  EF,FG  ec.  i lati  del  poli- 
gono cercato  v Poiché  condotto  il  raggio  GM,  i trian- 
goli rettangoli  (410)  FCB,FCM  colla  base  comune 
CF  e col  lato  GB  = GM , avranno  anche  FB  = FM 
( 4 1 9 . 4°  ) e perciò  gli  angoli  BFG  = GFM  ( 440  ) , 
BGF  = FCM  = MCG,  onde  FM  = MG  ed  EF  = 


FG  = ec.;  dunque  ciascun  lato  del  poligono  EFGH 
ec.  tocca  il  circolo  B>1N  ec.  ed  è perciò  circoscritto . 
464.  Se  CA  =z  r e AD  = b , lato  del  poligono  iscritto 


d’uno  stesso  numero  di  lati,  si  avrà  AQ  — ~bf  QC  = . . . . 

2 


V(  r1—  1 b%  ) e per  i triangoli  CAQ,CEB  simili,  QC  ( 2 

•J ( r*  — — • 6* ) ) : AQ  ( = b ) ::  CB  ( = r ) : EB  ; dunque 
4-  2 • 

2 rb 

2EB  = ^ - ~r - — EF , lato  del  poligono  circoscritto. 

Onde  il  lato  del  quadrata  circoscritto  è 3r,  quello  del  tri- 
angolo equilatero  è 2*V3 1 doppio  del  lato  deh’  iscritto  ec. 
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Linee  rette  proporzionali. 

4<%.  Se  una  prima  retta  sta  ad  una  seconda , co- 
inè una  terza  ad  una  quarta , queste  rette  son  propor - 
zionali  fra  loro  direttamente  : ma  se  la  prima  sta  alla 
seconda  come  la  quarta  alla  terza  , le  due  prime  son 
proporzionali  reciprocamente  alle  seconde  . Se  la  pri- 
ma sta  alla  seconda  come  la  seconda  alla  terza , la 

Ìmopor  zinne  è continua  , e diverrà  una  progressione  se 
a prima  sta  alla  seconda  come  la  seconda  alla  terza, 
come  la  terza  alla  quarta  , ec.  In  generale  tutte  le 
proprietà  dimostrate  delle  quantità,  convengono  anche 
alle  linee  rette  proporzionali . Del  resto , qui  si  trat- 
ta di  proporzioni  e progressioni  geometriche. 

4 66.  Prese  sulla  retta  AB  le  parti  AD=DG  = 

Gl  ec.  e condotte  ie  parallele  DF,GH,IK  ec.  sulla  4l* 
retta  AG,  saranno  le  parti  AF==FH=HK  ec.  Poi- 
ché condotte  DE  , GR  , IS  parallele  ad  AG , i trian- 
goli ADF , DGE , GIR  saranno  eguali;  dunque  AF  = 

DE  = GR  — FH  = HK  = ec.  ; dunque  AD  ; AF  : : 
DG  : FH  : : Gl  : HK  , e perciò  AP  somma  di  tutti  gli 
antecedenti,  sta  ad  AQ  sómma  di  tutti  i conseguenti, 
come  un  antecedente  AD  al  suo  conseguente  "AF,  o 
come  un  numero  di  parti  di  AB  al  numero  stesso  di 
parti  simili  di  AG , per  esempio  AG  : AH  : : AI  : AK-:  : 
DI:FK  ec.  (2i2). 

467.  Dunque  1".  Se  due  rette  AE,AD  son  ta- 
gliate da  due  o più  parallela  ED  , CB  , le  loro  parti  4 2 ' 
GE,BD  son  proporzionali  alle  rette  intere  AE , AD . 

468.  2*.  Se  due  triangoli  ABC  , abc  son  simili, 
tutti  i loro  lati  omologhi  son  proporzionali . Poiché  se 
1’  angolo  B = b , presa  sopra  AB  la  parte  DB  eguale  43* 
al  lato  omologo  ab,  e condotta  DF  parallela  ad  AC,  e 
i triangoli  BDF , abc  saranno  eguali  (439):  ma  AB:  44' 
BC  ::  ÉD  : BF  ; dunque  AB  : BG  : : ah  : bc.  Si  prove- 
rà egualmente  che  AB  : AC  ::  ab:  ac,  che  AG:  GB:: 
ac  : cb . 
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43.  469.  Reciprocamente,  due  triangoli  AEG,abc  son 
e simili  se  hanno  tutti  i loro  lati  omologhi  proporziona - 

44.  li-  Per  la  costruzione  passata,  i triangoli  DBF,  ABC 
sdn  simili;  dunque  AB:BD::  AC:DF::CB:BF;  ma 
per  ipotesi  AB  : ah  ( = DB  ) : ; AG  : ac  : : BG  : he  ; dun- 
que DF  = ac  e BF  = he  ; dunque  i triangoli  BDF , 

„ ahc  sono  eguali  e simili;  e poiehè  il  primo  è simile 
ad  ABC , lo  sarà  anche  il  secondo  . 

4~o.  Due  triangoli  ABG,abc  son  simili  se  han- 
no un  angolo  eguale  B e b 1 ed  i lati  intorno  a quest' 
angolo  proporzionali.  Fatta  la  solita  costruzione,  AB: 
BC  : ■cab  : bc  : : BD  ( — ab):  BF  : dunque  BF  = bc , on- 
de DF  = ac  ; dunque  il  triangolo  abe  è eguale  e si- 
mile a BDF  e perciò  ad  ABC  . 

* 47 1.  Diviso  un  angolo  A d’ un  triangolo  ABC 

^ ' in  mezzo  con  la  retta  AD  , i lati  BA , AG  saranno 
proporzionali  ai  segmenti  BD,DG.  Poiché  se  BF  pa- 
rallela ad  AD  incontri  in  F il  lato  AG  prolungato  , 
si  avrà  BD  : DC  * : FA  : AG  : ma  1’  angolo  DAC  *= 
DAB  = ABF  = BFC;  dunque  il  triangolo  FAB  è i- 
soscele,  onde  FA=AB,  e BD:DG::BA:AC. 


E le  parti  di  due  rette  che  si  tagliano  tra 
^ le  parallele , son  proporzionali  alle  rette  intere . 

4"3-  Se  dal  vertice  dell'  angolo  retto  A si  abbas - 
si  sull' ipotenusa  BG  la  normale  AD,  1".  i triangoli 
*"*  BAD,  ADG  saranno  simili  tra  loro  e al  triangolo  to- 
tale BAG  : 2*.  la  normale  AD  sarà  media  propor  zio-, 
naie  tra  i segmenti  BD,DG;  30.  ciascun  lato  AB  o 
AC  sarà  medio  proporzionale  tra  T ipotenusa  BG  e 
il  segmento  adiacente  a questo  lato  , cioè  BC:AB  : ; 
AB  : BD , e BC  : AG  : : AG  : DC . 1°.  I triangoli  ret- 
tangoli BAD  , BAG  hanno  1’  angolo  B comune  , e i 
triangoli  rettangoli  ADG  , BAG  hanno  comune  l’ an- 
golo G;  dunque  son  simili,  e due  triangoli  simili  ad 
uno  stesso  triangolo  , lo  sono  anche  tra  loro . II°-  1 
triangoli  simili  BAD , ADG  danno  BD  : AD  ::  AD  : 
DG,  e però  AD*  = BDxDG.  111°.  i triangoli  simi- 
li BAD , BAG  danno  BD  : BA  : : BA  ; BC , e i triaa» 
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goli  sìmili  BAC  , ADC  danno  DC  : AC  ::  AC  : BC . .«r, 
474.  Dunque  BA*=  CB.BD,CA*  = BC.CD> 
e BA*  h-  CA*  =3  CB  ( BD  *+  CD  ) = CB* , cioè  nel 
triangolo  rettangolo  il  quadrato  dell  ipotenusa  eguaglia 
la  somma  de ’ quadrati  dei  lati  * 

4-5.  Sia  AB  = u , AC  = b,BC  = c,  e sarà  c*  = 
a*  -+■  bl  ; onde  dati  due  lati  d’  un  triangolo  rettango-  4°* 

10  , si  ha  il  terzo  : così  c = V ( a*  -+  b*  ) , b -/ ( c*  ~ 
à*),  a = V (c1 — b*).  Se  a — b.  sarà  c=aV,2:  ma 
c è la  diagonale  del  quadrato  AD;  dunque  la  diago- 
nale è incommensurabile  col  lato  del  quadrato. 

476.  Se  dal  vertice  A d'  un  triangolo  qualunque 
ABC  si  abbassi  sulla  base  BC  la  normale  AD , e sia  49* 
BC  = a , AB  — b , AC  — d e b <Zd,  avremo  b*  —~ 

DB*  =2  AD*  = <ì*  — DC*  = d*  — ( a =*=  DB)1,  preso 

11  segno  di  sopra  se  la  normale  è dentro;  dunque  DB  3= 

eDG_  £stdi zìi 

*£-2a  0.t 2 


Dunque  d' — b' — DB*  -+  (u  DB  )*  = b*  -t 
n1  +=  2 a . DB,  cioè  nei  triangoli  acuziangolo  e ottu- 
Siangolo  il  quadrato  della  base  AC  eguaglia  i quadra- 
ti dei  lati  AB,BC  meno  o più  il  doppio  rettangolo 
del  lato  BC  su  cui  cade  la  normale,  nella  retta  DB 
compresa  tra  la  normale  e 1 altro  lato  AB . 


Proporzionali  nel  Circolo . 


4::- normale  o ordinata  MP  Condotta  da  un 
punto  qualunque  M della  circonferènza  AMB  sul  dia - 5®' 
metro  AB , è media  proporzionale  tra  i segmenti  o a- 
scisse  AP  ,PB,  e dà  PM*  = APxPB.  Condotte  AM, 

MB , il  triangolo  AMB  è rettangolo , onde  MP*  = 

AP  x PB . 

4?8.  Sia  il  diametro  AB  = ar,  1’  ascissa  AP  = 
x%  onde  1 altra  ascissa  BP  = 2r  — x,  e l’  ordinata 
PM  =y,  avremo  generalmente  y*  ==  ( ir  — *•)  x = 
tzrx  — x * , equazione  fondamentale  che  esprime  la 
proprietà  del  circolo  d’aver  sempre  il  quadrato^' ogni 
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sua  ordinata  eguale  al  prodotto  dell’ ascisse  corrispon* 
rienti.  Perciò  si  chiama  questa  1 equazione  al  circolo , 
dal  cui  punto  M couriucendo  la  tangente  MT  fino 
all  incontro  dell  asse  AB , si  avrebbe  la  normale  CM  =s 
r,  la  sunnonnale  CP  = r — x , la  s uttangente  PT  =? 

= atteso  il  triangolo  rettangolo  CMT , 

r — jc  r — je  do* 


ec.  ec. 

4"9.  Se  sia  CP=#,  posta  nel  centro  C l’ origine  dell’ a- 
scisse , il  triangolo  rettangolo  CPM  darà  1’  equazione  j*  pp 
che  esprime  la  stessa  proprietà  del  circolo;  ma  la 

Suttangente  diverrà  PT  ==  - — — , e PT  -4-  CP  — CT  ~ 

x 

— ; di  qui  la  proporzióne  CP;CA::CA  : CT,  onde  è facile 

X 

conoscere  il  punto  T e condurre  al  dato  punto  M la  tangente 
TM , la  cui  espressione  si  ha  dal  triangolo  rettangolo  TMC  che 

da  TM  = AS  (418)  = ± V (CT*—  CM*j=:±v(^  — 


' X 


480  Da  questa  doppia  espressione  della  tangente  AS 
81  raccoglie  l“.  che  come  il  negativo  si  oppone  al  positivo, 
coni  fa  tangente  negativa  dee  opporsi  alla  positiva  ; onde  se 
AS  presa  al  di  sopra  di  AB  sia  la  positiva,  AS'  presa  al  di 
sotto  sarà  la  negativa;  e ordinariamente  (ic8)  il  valor  ne » 
prativo  d'  una  linea  dee  prendersi  in  un  senso  contrario  a 
quello  in  cui  si  prese  il  positivo  : 2°.  che  fatta  per  esem- 
pio, CP  z:  x — ~,  verrà  AS:r:fc~^;  e fatta  xzzo>  verrà 
AS  — ± co:  ma  presa  x negativa,  cioè  da  C verso  B,  e fat- 
ta CP'r:  — x— — — , verrà  AS  zz.  zp  e fatta  — x zz  — 
5.  4 

r,  verrà  ASrzo:  cioè  la  tangente  AS  ha  successivamente 

3r  3r  3r  3r 

y OC  y u"  y O | ^ ' y 00  y " C C . y € CO* 

4 4 .4 


4 valori 


ininciando  positiva,  passa  per  l’infinito  e divien  negativa, 
pas-a  per  zero  e torna  positiva,  ripassa  per  l’infinito  e ritorna 
negativa  ec.  : quindi  in  genetale  le  quantità  che  continuamen- 
te variando , passano  per  l'in  finito  o per  zero , si  cangiano  di 
positive  in  negative  e di  negative  in  positive : onde  giacché 
le  linee  variabili  posson  passate  per  l’ infinito  0 per  zero 
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ienza  prender  sempre  un’ opposta  situazione,  la  contrarie- 
tà. dei  segni  non  gara  sempre  un  indizio  della  diametrale 
opposizion  delle  linee. 

481.  Le  parti  di  due  corde  che  si  tagliano  in  un 
circolo  son  reciprocamente  proporzionali , e si  lia  CF;  ^ ** 
AF  : : FB  : FD  , ovvero  CF  x FD  — AF  x FB  . Poiché 
condotte  AC  , BD , 1 triangoli  ACF  , FBD  in  cui  1’ 
angolo  CF  A = DFB , e CDB  = CAB  (419)  son  si- 
mili , onde  CF  : AF  : : FB  : FD . ' 

• Con  ciò  posson  risolversi  i due  seguenti  problemi. 

1°.  Condurre  per  il  dato  punto  A la  corda  BAD  tale  ^2, 
che  sia  AO;AB::ra:«.  Conduco  per  A il  diametro  FG,  cd 
essendo  dato  il  punto  A , è nota  la  sua  distanza  AC  dal 
centro  C.  Sia  dunque  AC  zzò  ,CF  = r , AD  zzx,  e sarà  AB 

T—,  BA  X AD  a:  — = FAx  AG  = r* — ; onde  AD=  x zs 

m - ni 

IP.  Condurre  per  un  punto  A una  corda  EAD  eguale 
alla  data  retta  c.  Ritenute  le  denominazioni  di  sopra,  sarà 
AB  — 0 — x e ABx  ADrzica;  — x*  zz  r1  — b'\  onde  AD  z: 

— c~l~  — 4' 1 1 o — -+ 4/1 1 — 4P  j 

482.  Le  parti  esteriori  AD  , AE  di  due  secanti 
AB , AC  condotte  da  un  punto  A fuori  d una  cfreun~\S3' 

fetenza.  , son  reciprocamente  proporzionali  alle  intere 
secanti , e si  ha  AD  : AE  : : AC  : AB . Poiché  condotte 
33E,DG,  i.  triangoli  simili  ABE  , ADG , che  oltre 
l'angolo  comune  A hanno  eguali  gli  angoli  B,C, 
danno  AD  : AE  : : AC  : AB , onde  AD  x AB  = AE  < AC . 

483  Se  una  delle  secanti  divien  la  tangente  AM, 
questa  sarà  media  proporzionale  tra  la  secante  intera  34* 
AB  o la  sua  parte  esteriore  AD.  Condotte  MD,  MB, 
i triangoli  simili  AMD,AMB,  che  oltre  l’angolo  co- 
mune A hanno  eguali  gli  angoli  AMD , ABM  (418. 
419), danno  AD:  AM::  AM:  AB,  e AM*  = ADxAB. 

484.  Nel  quadrilatero  formato  da  quattro  corde, 
il  prodotto  BDxACl  delle  diagonali  eguaglia  i prò- 
dotti  BA<DG-+BGxDA  dei  lati  opposti.  Poiché 
condotta  DF  onde  sia  l’angolo  ADF  = BDG»  i tri- 
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ce.  angoli  AFD,BCD  in  cui*ADF  = BDC  e DAF  =: 

DBG,  danno  DB:BG  ::  DA:  AF,  e i triangoli  BAD , 

FDG  in  cui  ABD  ■=  FCD  e ADB  = ADF  — BDF  = 

BDG  — BDF  = FDG , danno  DB  : BA  : : DC  : CF  . 

r»  nr  « , »r*  BAxDCh-BCxDA  __ 

Dunque  CF  •+  FA  = AC  == jjg e DB  x 

, AG  = BAxDC-+BCxDA.  Quindi  se  sia  AC  = m, 
GB  = rc,BA  = i>  e un  diametro  CD  = ar,  condotte 
le  corde  BD,DA,  avremo  ari  = m . BD  -+  n . AD  : 
ma  BD  = V ( 4 r*  — n1  ) e AD  = V ( 4rl  — m*  ) ; dun- 
que 2ri  = m V ( 4r*  — n*  ) -+■  n\/  ( 4r*  — m‘),  equazio- 
ne che  scioglie  i seguenti  problemi. 

485.  I.  Date  le  corde  AC  = ;n , CB  — rc  di  due 
archi,  trovar  la  corda  AB  = i della  loro  somma.  Si 

avrà  i = ^y(4ra-—  n')  -+|y  (4r*  — «*)• 

Onde  se  AC,CB  sieno  i lati  del  dodecagono  e dell’e- 
sagono, sara  AB  quello  del  quadrato  (459),  e fatto  AC  rr 

mz:  r — —“V  — ) come  troveremo  or  ora , BC  zz  n — r 
2 2 

(456)  e V(2-tV3  ) = (IZ0>  verrà  AB  - d = 

I 

.'2r  V*  — ='V2  (459). 

486.  IL  Date  le  corde  AB  = i,BG  = n di  due 
archi , trovar  la  corda  CA  = m della  lor  differenza . 

Si  avrà  m = |v(4r*  — n*)  — £ v' ( 4r*  — <0  • 

Onde  se  AB,BC  sieno  i lati  dell’  esagono  e del  deca- 
gono, sarà  CA  quello  del  pentadecagono  (461),  e fatto  AB  — 

x 

dzzr  ,BCr:n=:  — ( — I ■+  V 5 ) ( 4^°  )»  verra  CA  zz  m — 
2 

“[V(ioh-2V’5)-<-v'3->v/i5].  I 

4 8?.  III.  Data  la  corda  AC  d’  un  arco , trovar  la  corda 
AB~ d del  suo  doppio.  Sarà  dunque  AC  =:  m zz  CB  n,  e 

perciò  d — — V(4r*  — m *)• 

Onde  se  AC,CB  sieno  t lati  del  decagono,  sarà  BA 

quello 
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quello  del  pentagono,  e fatto  ACstCBsrmrr  — ( 
V5)(4<fc>)»  verrà  B A = J = (I4ó). 


• 1 4 


48S.  IV.  Data  la  corda  AB  :z  d d’  un  arco , trovar  la 
Corda  AC  della  sua  metà.  Sarà  dunque  AC »7nc=CB:=n , e 
Perciò  dr  — m^/i^r2  — m* ) ed  mz:^/[2r*  — r/y/ {^r1  — dl>]. 
Onde  fatto  il  lato  dell’esagono  AB  = duui  (456),  quel» 


lo  del  dodecagono  sarà  AC  = « r;  ( 2 


V3)  = r(V#- 
* 


FIGi 

5^* 


V — ) ( 174):  fatto  AB  = dzzry/(2~ y/$),  il  lato  del  po- 
ligono di  24  lati  sarà  AC  sr  m =r  r^/  [2  — V(2“*"V3)1 
ec.  Parimente  fatto  il  lato  del  quadrato  AB zzdzzr^-2 (485), 
quello  dell’ottagono  sarà  AC  = m =z  ry/  { 2 — V'-2  J:  fatco 
AB  uz  d zz  r</  ( 2 — */2  ) , il  lato  del  poligono  di  16  lati  sarà 
AC  ~ mzzry/  [2  — y/  ( 2 -+■  y/2  j]  ec.  Cosi  fatto  il  lato  del 


decagono  ABzzdz:-—  (—  I — 5 ) ( 460 ) , quello  del  poiigo- 

no  di  20  lati  sarà  AC=m=:rV,[2 -\/(  IO-}- 2\/5)  ]eC. 

489.  V.  Trovare  il  raggio  del  circolo,  che  passa  per 
tre  punti  A,B,C.  Si  avrà  r= 

-77— 7,— ì — 2 tìt:*  Se  11  triangolo  ABC  it«» 

V ( 4(i*»i*  — [ d*  -+  tu  — « J*  ^ % 

tangolo,  si  ha  r^z~d-,  dunque  il  centro  del  circolo  cade 

allora  nel  Jhezzo  di  AB,  ciò  che  è evidente  per  altra  parte. 


Problemi  sulle  proporzionali . 

490.  I.  Date  tre  rette  a,b,c,  trovare  una  quar- 

ta  proporzionale  Condotte  due  rette  AD,AE  in  ì)4' 

angolo,  prendo  sopra  AD  le  parti  AB  = u,AD=c, 
e sopra  AE  la  parte  AG  = fc;  condotte  CB,  e DE 
parallela  a CB , sarà  AE  la  quarta  proporzionale  cer- 
cata . Poiché  i triangoli  simili  ACB , AED  danno 

bc  • - ' « * -■  - v 

AB  ; AC  : : AD  : AE  = — . Si  ha  lo  stesso  coll’  inter» 

a 

A a 
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5j.  sezione  di  due  rette  fra  due  parallele  (4^2) . Che  se 
si  voglia  una  terza  proporzionale  a due  date  a, b,  la 
costruzione  sarà  la  stessa,  e solo  bisognerà  prende- 
re AD=AC. 

q 491.  II.  Trovar  tra  due  rette  a,  b una  media 
proporzionale  Vab . Condotta  l’indefinita  APB,  pren- 
do in  essa  le  parti  AP  = a , BP  = b , e descritto  un 

» semicircolo  del  raggio  AC  = -^- AB , la  perpendicola- 

* 

re  PM  condotta  dal  punto  di  divisione  P , sarà  la 
inedia  proporzionale  ; poiché  PM1  = AP  X PB  ( 47^  ) . 

493.  Ili  Dividere  una  data  retta  a nella  ragio- 
ne  in  cui  è divisa  un*  altra  AB . Da  A conduco  AG 
eguale  alla  data  a , che  faccia  con  AB  un  angolo . 
Unisco  i punti  G,B,  e dai  punti  di  divisione  I,F,D 
di  AB  conduco  parallele  a CB  le  rette  DE,FG,IH 
che  divideranno  AG  nella  stessa  maniera  in  cui  è di- 
visa AB.  In  fatti  (467)  AB: AC:: AI: AH::IF:HG:: 
FD  : GE  : : DB  : EG . 

493-  Dividere  una  retta  AB  in  un  numero 
' n di  parti  eguali . Da  A conduco  Y indefinita  AG , © 
preso  sopra  di  essa  un  numero  n di  parti  eguali  AE , 
EdP^c. , conduco  CB  e le  rette  LK  , IH  ec.  paralle- 
le a CB  : dunque  AB  : AG  : : AD  ; AE  : : DF  : EG  : : 

AC 

FH  : Gl  ec.  Ora  AE  = EG=GI  ec.  = — ; dunque 

ATI 

AD = DF  = FH  ec  = — » 

n 

ci.  , Dividere  una  retta  data  AB  in  media. 

' ed  estrema  ragiona , cioè  in  modo  che  il  maggior  seg- 
mento FB  sia  medio  proporzionale  tra  1 intera  AB  e 
il  minor  segmento  AF . Si  alzi  da  A la  normale  AG  =s 

•i-AB,  e condotta  CB,  prendasi  FB=à:CB  — AG. 

Avremo  dunque  CB*  = ( FB  -+  AC  )4  — AC1  -4-  AB* 
cioè  FB1  = AB1  — 2AC  x FB  = AB1  — AB  X FB  =* 
ABxAFj  dunque  AB;FB;;FB;AF. 
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Costruzlon  geometrica  dell ’ Equazioni  determinale 
del  primo  e secondo  grado . 


. Costruire  geometricamente  un’equazione  è un  trovare 
in  linee  i valori  dell’  incognita . Se  1’  equazione  è del  primo 
grado,  il  valor  dell’incognita  si  determina  sempre  coll’in- 
tersezione di  linee  rette:  se  è del  secondo  grado,  i due  va- 
lori dell’ incognita  si  trovano  coll’  intersezioni  della  circon- 
ferenza del  circolo  e d’una  retta:  ma  se  l’equazione  è piè» 
alta,  bisogna  servirsi  di  differenti  curve  la  cui  descrizione 
è sì  diffìcile,  che  i risultati  danno  radici  assai  meno  appros- 
simate di  quelle  de’  metodi  puramente  algebrici . 

495.  Se  si  ha  si  prenderà  (490)  una  quatta  pro- 

porzionale dopo  b , a » c e si  avrà  il  valore  di  * . Se  x 35 

abe  . ab  . cm  , 

, si  prenderà  m — -j , e dipoi  ncz~,  e ai  avrà /ite  a?: 

<2Ct 

c nel  modo  stesso  si  costruirà  — , r? , r ; ec.  Ma  se  il  nu- 

b b b* 

meTator  della  frazione  sia  complesso , come 

abe  H* ccJ  -4-  mnp  ...  , abe 

— - , si  prenderà  come  Sopra,  k — - ,t£ 

ccJ  ^ mn  ■ rl 

ed  fzz  — — , ed  unendo  insieme  si  avrà^na 

rq  r3  . . • 

zetea  eguale  alla  frazione  proposta.  Se  poi  sieno  complessi 
,,  , O&cH*  efrr  , 

il  numeratore  e il  denominatore , come  , si  pren- 
derà tzzk~±—  t la  frazione  diventerà  — che  si 

771  Itti 

costruirà  come  sopra.  Parimente  avendo  da  costruite  x ss 

itbcc'+qìh~\-noak~  m1p  . , . - hi 

-r — — — 3 -,  si  prenderà  fzz  t — — •+■ . . * 

qi — klq-t-cmd  q 

cmd  . . abcc  qh  okn  m3p  , 

, e si  avra  xzz~. h H ■+  ~Z7  — * che  si  sa  co- 

99  Jll  J fi  fu 

fitruire . 

Talora  la  costruzione  è più  facile.  Siax  == — . una 

c-+a 

quarta  proporzionale  dopo  c-+d,a-ì-c,b  dà  il  valor  di  x. 
Sia  x =■  2———:  una  quarta  proporzionale  dopo  c , a -t-  è, 

C \ 
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a — b dà  x . Sia  anche  x ~ 


-a'b' 

— 3—  , prendo  ;;j  — 


, . cm  tnm  - 

ed  no  x _ — — — , quarta  proporzionale  dopo m «f c,c  — 

/n,rn.  ' 

496.  Passiamo  al  secondo  grado.  Se  sia  xx  zz  am , cioè 
xzzy/am,  prendo  una  media  proporzionale  tra  a ed  m , e 
questa  da.  x . Se  x zz  y/  (ab  -4-  bc  ),  prendo  una  media  pro- 
porzionale tra  A e a -4-  e;  se  x = y/  ( a1  -4-  bc  ),  fatto  m = 
bc 

, sara  xzzy/a(  a~bm  ) che  si  sa  costruire. 

491-  Sia  ora  \/(ax  — A*  );  una  media  proporziona- 
le tra  a~hb  ed  a — b dark  a?.  Si  può  anche  costruirla  descri- 
* 62  ven.do  co1  diame«o  AB  ~a  un  seraicircolo  ACB  ; applica- 
tavi la  corda  AC=ci  ed  unita  CB  , questa  gara  y'(  a2 — 
per  esser  rettangolo  il  triangolo  ACB.  Dovendo  costruire 

f\/{a  H-ò  ) si  prenda  mr-,  e poi  una  inedia  proporzio- 
nale tra  a ed  a -4-  m : ma  è più  semplice  il  valersi  d’un  triango- 
AnrettJ^°^  ACB , i cui  lati  AC , CB  sieno  a e b ; l’ ipotenusa 
AB  saia  y/  (a1  ■+ b1  ).  Essendovi  più  terniini  sotto  il  radica- 
le proposto^  come  yj  ( ab  -4*  bp  -+  df  j,  si  prenderà  ( 4 ) 

m — ~d  e il  radicale  diventerà  y/dm . Se  oc  = 

V ( ac  — fg  •+  mq-b  rd  ),  si  prenderà  nzzc  - — - b~  -4- 

rd  a a 

* si  avrà  xzzyjan*. 

63.  a ad98'  Per  Costruir  \/(<**-»-&,-4-c*-4-d*-4*ec.  ) si  prcn- 
1 A°~a>  e cond°tta  BC=r4  normale  ad  AB , sarà CA3  = 
ax~'rb''  Condotta  Pure  CO  = c normale  a CA,  sarà  AD*  == 
a^-+b-bc%-,  condotta  DErtd  normale  a DA,  sarà  AE=  = 
c.  ec-  ec  » ond«  l’ultima  ipotenusa  AF  zz. 

V a ’-bb  -fc*  ec  ).  Se  alcuni  dei  quadrati  sieno  negati- 
vi, si  prenda  un  sol  quadrato  m*  eguale  ai  positivi,  e ua 

* atro  n*  eguale  ai  negativi,  e si  avrà  y/lm1  —n1  ). 

499;  Posson  ridursi  a queste  tutte  1’  altre  quantità  ra- 
ncali . Sia  y/ (bc  - 4-  am  -b  dn  — cq ):  si  farà  bc  — i*  , am  — 

; * ,cq  zzp%,  e dovrà  costruirsi  y/ (i1  ~bk * -t-Z*  — 
p ).  Se  il  radicai  proposto  ha  dei  rotti,  è facile  di  liberar- 

D“  y(-r~),  - « dh  = 

">  e si  avrà  V b ( m -b  n ).  Se  si  abbia  . . . , . ...  1 
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V(  fll  ~~  ~àÙ^cd~ ) * si  faracl*+cii:=TO*>V'(a^-+-Cii)=; 

»,  e si  avrà  ^ — ’~jT~) = V ( a1 — p2  ) fatto ~^~zz.p . 

500.  Avendo  piu  radicali  come  [f*  -+g^ (kx — i1;]. 

Si  fa  — b1)  = c,  quindi  */(f*-*-gc)zzn.  Per  cosimi- 

4 .4  4 

re  <s/a?oy  farei  ac  — m* , e avrei  J a* m*  zz  »J amzz  J a* c.  Co- 
4 . 

sì  ^/abcd  si  costruisce  prendendo  ab  zz  m*,  cd  zz  n%  onde 
4 4 

ts/abcdzz  \/rnn  . Infine  v ( a1/#  H-  éc/Tt  — a5/),  fatto  m ZZ 

■^■-4 — /,  diviene  ja'm.  In  generale  ogni  quantità 

composta  di  radicali  del  secondo  grado,  del  quarto , dell’ot- 
tavo ec.,  può  sempre  costruirsi  coi  circolo.  * 

501.  Si  è supposto  fin  qui  x°.  che  la  quantità,  data  fos- 
se omogenea;  non  lo  essendo,  come  ^ , si  renderà  ta- 

a 4« 

le  col  moltiplicarne  i termini  per  diverse  potenze  digerì, 
ciò  che  non  cangia  il  valor  della  data,  e si  avrà 

502.  Abbiam  supposto  s°.  che  la  quantità  data  abbia 
una  sola  dimensione;  se  ne  ha  più,  sarà  facile  di  ridurla  a 
una  sola  quantità  monomia  della  stessa  dimensione . Sia 

abe  -4-  cfg~  . . . ab  -+  fg  , 

— — i prendo  (4 95)  P = *~  r~  > ed  ho  pc  =..  . 

772  —b  72  7?i  — b Al 
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503  Prima  di  venire  agli  esempi,  si  noti  che  le  quan- 
tità geometriche,  come  linee,  superficie  ec.,  son  date  odi 
posizione,  o di  grandezza , o di  posizione  e di  gì  aridezza, 
quando  o la  loro  situazione,  o la  lor  misura,  o lruna  e l’al- 
tra sono  invariabilmente  assegnate . Se  una  quantità  dicasi 
solamente  data,  s’  intende  di  grandezza  ; c se  dicasi  dato 
un  punto,  s’intende  data  la  sua  distanza  da  una  quantità 
che  c data  almeno  di  posizione . 

* 504.  Debba  dunque  condursi  dal  punto  dato  A fuor  delle  , 

parallele  EB,  CD  la  retta  AK  in  modo  che  la  parte  KI  intercetta  ®4* 
da  esse  eguagli  una  data  retta  c.  Condotta  AF  normale  sopra  le  pa- 
rallele EB,CD,  pongo  AF  r=c,FG  = 6,FK zzx,  e sarà  AK[>/(«l-4- 

O.C 

**)]:  AF  ( a ) : : IK  (c):FG  (ò),  onde  y =*/(«*-+ **). 
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^4-  ed  * = ± ^ \/(  <?*—■&*  ),  il  che  da  questa  «ostruzióne.  Col 

centro  G e col  raggio  c si  descriva  un  arco  che  tagli  in  H 
la  retta  FB,  ed  AK  parallela  a GH  sarà  la  retta  cercata# 
Poiché  FG  (6):AF  (a)  ::  FH  ( yf  [c*  — b%\ ) : FK  (*)  = 

— \/(c* — i1).  Quanto  al  valor  negativo  di  x,  osservo  che 

l'arco  HM  taglia  EB  in  M,H;  onde  anche  AK'  parallela 
ad  MG,  serve  come  AK  a risolvere  il  problema;  e però 
FK'  eguale  e direttamene»  opposta  ad  FK  , da  * — 

^V(c'-b')  (480). 

505.  Debba  anche  descriversi  nn  circolo  che  passi  per 
due  punti  dati  A,B,  e tocchi  1%  retta  CF  data  di  posizio- 
ne. Il  problema  si  riduce  a trovare  il  punto  M di  contatto, 
dopo  di  che  basta  far  passare  un  circolo  per  A,  B,M.  Con- 
dotta ABF , che  incontri  in  F la  data  CF , si  divida  AB  in 
mezzo  in  D.  Fatta  FM  ==  x , FD  rr  a , AD  = DB  = ò,  sarà 
oc*  — BF  X AF  —a*  — 5*  ( 4S2  ) onde  * ( à1  — bz  ) , il  che 

dà  questa  costruzione.  Sui  diametro  DF  si  descriva  il  semi- 
circolo DGF , e vi  si  applichi  la  corda  DG  ~ DB  ; sarà  FG 
eguale  alla  cercata  FM;  poiché  FG  = y'(a*—  i*)=;FM. 


Figure  simili . 


66. 


6?. 


50 6.  Due  figure  son  simili  quando  con  un  nu- 
mero eguale  di  lati  hanno  tutti  gli  angoli  respettiva- 
mente  eguali,  e tutti  i lati  omologhi  proporzionali. 
Onde  i poligoni  regolari  di  un  egual  numero  di  lati* 
e perciò  i circoli  riguardati  come  poligoni  regolari  di 
un’  infiniti!  di  lati , son  figure  simili . 

50?.  I perimetri  di  due  figure  simili  ABCDE  » 
abedé  son  tra  loro  come  i lati  omologhi  AB, ab,  o 
come  un  egual  numero  di  lati  omologhi  AB  -+■  AE  -4- 
DE  ec. , ab  ae  -4-  da  ec.  Èssendo  AB:ab::ìiC:bc  :: 
DG  : de  : : DE  : de  ec. , la  somma  degli  antecedenti  o 
il  perimetro  della  prima  figura , è alla  somma  de’  con*» 
tegnenti  o al  perimetro  delta  seconda,  come  AB:  nò, 
o come  AB  -+  AE  -+  DE  ec.  : ab  -+  ae  •+  de  ec-  (212). 
Onde  x contorni  di  due  poligoni  regolari  ABDEFG  * 
abdefg  son  tra  loro  il  lato  AG  ali’  omologo  «g::  la 


l 
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porzione  BAGF  all  omologa  bagf  de i perimetri;  e se  6 
G è il  centro  dei  poligoni , attesi  i triangoli  isosceli  e 
simili  aCg,  ACG , si  avrà  AG  : ag  : : CG  : C g::  ABDEFG  : 
abJeJg  : : BAGF  : bagf. 

508.  Dunque  le  circonferenze  son  tra  loro  come 
i raggi,  0 come  due  archi  qualunque  compresi  tra  due 
rag?i  G A , CM  ; ma  CM  : CN  : : AM  : BN  ; dunque  AMF  : 
BND  : : AOM  : BoN  : : AM  : BN  : : CM  : CN.  • 

509.  Gli  angoli  A,B  essendo  tanto  più  distanti  tra  loro  * 
quanto  AB  è più  grande,  il  poligono  sarà  tanto  men  curvo 
quanto  son  maggiori  i suoi  lati , cioè  le  curvature  dei  poli-  /JQ 
goni  simili  e perciò  anche  dei  circoli,  sono  in  ragione  in- 
versa  dei  lati  o dei  raggi  (5°2;5?8). 

510.  Sa  dunque  il  raggio  sia  infinito,  la  curvatura  sarà 
Zero:  ma  un  circolo  di  raggio  infinito  ha  il  centro  ad  infi- 
nita distanza  dalla  circonferenza;  dunque  (430)  i raggi  di 
un  tal  circolo  son  paralleli  tra  loro  e perciò  tutti  normali 
alla  tangente  (410),  che  si  confonde  in  tal  caso  con  la  cir- 
conferenza. 

5 11.  In  due  figure  simili  ABCDE,abcde  le  dia-  ^ 
gonali  AD  , AC  , ad  , ac  , son  proporzionali  tra  lo- 
ro e a ’ lati  omologhi  AE  , ae . I triangoli  ADE , ade 
son  simili  avendo  un  angolo  E = c , e intorno  ad 
esso  i lati  proporzionali;  dunque  AD  : ad:  : AE  : ae; 
così  si  troverà  AC  : ac  : : BC  : bc  : ; DE  : de::  AD  : ad 
ec.  In  generale  le  figure  simili  hanno  proporzionali  tut-  fap 
te  le  lor  dimensioni  omologhe.  Onde  per  descriver  so-  y 
pra  nn  lato  omologo  ad  AB  un  poligono  simile  al  dato 
ABCDEF  , si  prenderà  in  AB,  prolungata  se  occorra, 
la  retta  Ab  eguale  al  dato  lato,  e condotte  dal  punto 
A le  diagonali  AC , AD , AE , le  parallele  bc  a BC , cd 
a CD , de  a DE , ef  ad  EF  formeranno  il  poligono  cer-  - 
cato  : poiché  le  figure  ABCDEF , A bcdef  hanno  gli  an- 
goli respettivamente  eguali  e i lati  proporzionali , atte- 
si i triangoli  simili  ABC , A bc , e ACD , A cd  ec. 


Digitized  by  Google 


)(  *9a  ■)( 

SECONDA  PARTE 

DEGLI  ELEMENTI  DI  GEOMETRÌA 

- 512.  Si  chiama  Superficie , o Arca  tutto  ciò  che 
si  concepisce  con  la  sola  lunghezza  e larghezza . Se 
si  supponga  questo  Libro  diviso  in  due  parti,  e ognu- 
na in  altre  due  ec. , si  giungerà  a dividerlo  in  ogni  fo- 
glio , e se  l’ arte  non  possa  più  suddividere , si  concepiran- 
no però  possibili  altre  divisioni  senza  fine,  per  cui  il  fo- 
glio diverrebbe  sempre  più  sottile , benché  sempre  egua- 
le al  primo  in  lunghezza  e in  larghezza.  Ma  le  molte 
suddivisioni  confondon  l’ idee  e non  si  comprende  be- 
ne ciò  che  chiamasi  infinitamente  grande  e infinita- 
mente piccolo.  È però  assai  chiaro  1*.  che  col  sud- 
dividere, uno  si  accosta  sempre  al  termine  ove  quel 
foglio  non  avrebbe  più  grossezza  alcuna:  2’.  che  per 
giungere  a questo  termine  vi  vorrebbe  un  numero 
veramente  infinito  di  divisioni:  3®.  che  questo  nume- 
ro è impossibile  e che  non  si  arriverà  mai  al  termi- 
ne per  quanto  uno  vi  si  accosti  sempre . Ora  diconsj 
Limiti  della  divisione  quelle  quantità  verso  cui  altre 
tendono  senza  potervi  mai  giungere  : così  la  superfir 
eie  è il  limite  del  corpo , la  linea  è il  limite  della  sur 
perficie , e il  punto  è il  limite  della  linea . Può  dirsi 
.ancora  che  la  superficie  d’  un  corpo  è 1’  inviluppo  e- 
steriore  che  lo  ricuopre , e su  cui  cadono  i nostri 
sguardi . Per  determinarne  la  grandezza , «erchiamo 
la  misura  naturale  delle  superficie  . 

Bisogna  1".  che  sia  essa  medesima  una  superfi- 
cie a cui  possano  riferirsi  1’  altre  , e serva  in  certo 
modo  di  base  a tutte  le  valutazioni , come  1’  unità  è 
la  base  di  tutti  i calcoli  : 2°.  che  sia  la  più  sempli- 
ce di  tutte  ed  abbia  perciò  lunghezza  e larghezza  e- 
guali  ; or  la  larghezza  si  misura  prendendo  la  distan- 
za dell’ estremità  parallele,  che  ò la  perpendicolare 

(4°4)i 
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,-(404);  dunque  la  misura  della  superficie  è 1 in  qua- 
drato più  0 men  grande , che  sempre  si  prende  per  uni- 
tà di  superficie:  così  la  superfìcie  di  un  pollice  in  lun- 
go e in  largo  è la  misura  delle  superficie  valutate  a 
pollici  quadri,  e la  superficie  di  un  piede  quadro  ha 
144  pollici  quadri.  Di  qui  è .che  si  nomina  Quadra- 
tura la  valutazion  d’  iyia  superficie  qualunque,  ed  il 
problema  sì  celebre  della  quadratura  del  circolo  con- 
siste in  trovare  un  quadrato  eguale  in  superficie  ad 
un  dato  ..circolo . In  generale  quando  vuol  misurarsi 
una  superficie  , si  dee  cercar  quante  yolte  essa  con- 
tiene il  quadrato  unità . 

5 1 3.  Misurare  il  quadrato  ABCD  , .diverso  da 
abed  che  è il  quadrato  unità . Presa  BF  = he  e con- 
dotta  a BA  la  parallela  FE , il  rettangolo  BE  contie- 
ne tante  volte  il  .quadrato  abed , quante  la  base  AB 
contiene  la  base  ab.  Dunque  se  abed  — s,  sarà  BE: 
^ : : AB  : 1 , e BE  — AB  x s : ma  la  superficie  .del  qua- 
drato totale  AG  contien  tante  volte  il  rettangolo  BE, 
quante  la  -linea  AD  o AB  contiene  AE  o ad  ; dun- 
que AC  : BE  ( = AB  x 5 ) : : AB  : 1 , e però  AG  = 
AB1X5,  e poiché  5 = 1,  sarà  AC  = AB’  : cioè  il 
quadrato  è il  prodotto  del  quadrato  unità  per  il  qua- 
drato delle  unità  di  un  de  suoi  lati . Non  .eguaglia 
dunque  il  quadrato  d’  un  de  suoi  lati , mentre  .non  si 
moltiplica  mai  una  linea  per  un’  altra  : ma  poiché 
quest’  espressione  è usata  , noi  pure  1 adoprereino  . 

514..  Posto  ciò,  il  rettangolo  AD  è il  prodotto 
della  sua  base  AB  per  la  sua  altezza  AG  ; poiché  il 
quadrato  AE  descritto  sul  lato  maggiore  AB . conter- 
rà tante  volte  il  rettangolo  AD , quante  AF  contie- 
ne AG;  dunque  AE:AD::AF: AG,  ed  AI)  =s  . . . 

AExAC  AB*x  AC  „ „ 

— — = AB  x AC  . Così  se  AB  = 1 

pollici , AC  = 3 poli.,  sarà  AD  = 21  pollici  quadri . 

515.  Onde  r.  il  triangolo  rettangojo  ABC  è il 
prodotto  della  sua  semialtezza  per  la  base,  perchè  il 
triangolo  BDC=ABG  (450):  2°.  un  triangolo  qua- 

BJb 
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lunque  ABC  c iZ  prodotto  d'  un  de  suoi  lati  AG  per 
la  seminormale  BD  condotta  dall'  angolo  opposto  B 
su  questo  lato  prolungato , se  è necessario  ; perchè 

ABD  — ■—  BD  x AD , e CDB  = ~ BD  x DC  ; dunque 

CDB  dt  ABD  = ABC  = ~ BD  ( DC  =±  AD  ) = 

2 ' 

-BDxAC. 

2 

516.  Dunque  un  parallelogrammo  AD  è il  prodot- 
to' to  della  base  AE  per  la  distanza  BG  dei  lati  paralleli 
AE  , BD . Infatti  condotta  Ja  diagonale  BE  , si  ba 
AD  = sAE3  (451)— AExBG. 

,517.  /I  trapezio  ABCD  è il  prodotto  della  semi- 
<•4-*  somma  de'le  sue  basi  parallele  ÀD,BC  per  la  lor  di- 
stanza CF;  poiché  condotta  ia  diagonale  AG,  si  a- 

vrà  ABC  = 7-  AE  x BC  = — BC  x CF  , e AGD  = 

— AD  x CF  ; dunque  ABC  •+  AGD  = — CF  { BC 
ÀD  ) = ABCD . * 

518.  Il  poligono  regolare  è il  prodotto  del  suo  pe- 
rimetro per  la  seminormale  condotta  dal  centro  sopra, 
un  de'  lati  ; poiché  i raggi  dal  centro  agli  angoli  divi- 
dono il  poligono  in  tanti  triangoli  eguali  e simili 
quanti  sono  i lati:  ma  ciascun  di  questi  triangoli  è 
il  prodotto  del  lato  del  poligono  per  la  seminormale; 
dunque  il  poligono  è il  prodotto  del  perimetro  per  la 

- seminormale  stessa.  Onde  una  porzione  BCG  del  po- 
'*■  ligono,  compresa  tra  due  raggi  CB,CG  e i lati  BA, 
AG , è il  prodotto  di  BA  -+  AG  per  la  seminormale . 

519.  Dunque  il  circolo  è il  prodotto  deVa  circon- 
Jèrenza  per  il  se  miraggio , e il  settore  è il  prodotto  del 
semiraggio  per  Varco  che  lo  termina.  Perciò  per  aver 
la  quadratura  del  circolo  bisognerebbe  conoscer  la  ra- 
gione del  raggio  alla  circonferenza , la  quale  non  si 
è potuta  determinare  che  per  approssimazione  ; e si  è 
trovato  che  il  diametro  d’  un  circolo  sta  alla  sua  cir- 
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Conferenza  presso  a poco  come  7 a 22 , o come  113 
a 355,  o più  esattamente  come  1 a 3,14159265358 
97932384626433832:95028841971693993:51058:2097: 
494459230781640628620899862803482534211:06:98 
21480865132723066470938446,  approssimazione  qua- 
si infinita . 

Poiché  1’  uso  di  questo  numero  è frequentissimo , 

* ne  aggiunghiamo  il  logaritmo,  cioè 

f 3 * 1 4 1 5 ec.  =0,49714987269413385435 
520»  Sia  it  =3,14159  ec.;  sarà  £•:  ir  la  ragion 
del  diametro  alla  circonferenza . Sia  r il  raggio  d’  uà 
circolo  qualunque , e si  avrà  1 : ir  : s 2r  ; 2r»r , sua  cir- 
conferenza . La  superfìcie  è ir rl  ( 519). 

521.  Come  per  il  diametro  1 si  ha  la  circonferenza  ir '2= 
3,1415926,  così  per  il  raggio  1 si  avrà,  una  semicirconfe- 
renza espressa  parimente  per  ir.  Chiamato  dunque  y il  nu- 
mero dei  gradi  o minuti  o secondi  ee.  della  semicirconfe- 
renza, 1 il  numero  dei  gladi  ec.  di  un  arco  dato,  ed  x 1’  ar- 

co  stesso  in  patti  ‘di  raggio  > Sara  y : * ::gi  • Perciò 

fatto  y — 180  ,zz  1 0800 , 648000 , secondcfchè  g sarà  espres- 

so in  gradi  o minuti  o Secondi,  avremo  — = are.  1°,  = 

are.  \',  = atc.  i">  in  parti  del  raggio  I,  ed  * —gare.  1°.  ec. 
La  Tavola  degli  archi  ridotti  in  parti  di  raggio  si  troverà 
sui  fine  di  questo  Libro,  pag.  XXXVI.  Osservisi  però,  che 
se  il  raggio  è a,  si  ha  x — ag.arc.  i°.  ec.  Cosi  troveremo 
360° —360  a.arc.  I*.  ec.  ^ ' 

522.  All’incontro  se  dato  l’-arco  x in  parti  di  raggio, 

• • _ ' r* 

si  cerchi  l’arco  stesso  rn  grame  minuti,  si  avtag  — -~. 

Chiamando  r°,r',r"  il  raggio  I espresso  in  gradi  o mi- 
nuti ec.  ed  essendo  ir:  I : :r°  : r°  ::y' : / : :y"  : r" , ovvero  ge- 
neralmente (52t)>  si  avrà  £ = *r° , x/  tc. 

ir  are. 

xr°  xr  . . 

oppure  se  il  raggio  è a,gr=.  — t — — ec,  come  è chiaro. 

Per  facilitar  questi  calcoli,  ecco  i logaritmi  degli  archi  ri- 
dotti in  parti  di  raggio,  e del  raggio  ridotto  in  archi 
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lare.  I*  =8,2418723(525  90837  78455  l r°  — colare.  I*=  1,2581226324 I 
lare.  l’  — 6,46372  6 1 122  02 1 S4 1 5204  l r —col.  are.  I ' =3,53622  38S22  < 
l are.  1 "=  4*68552  48668  23540  5 1953  l r"=col.  are.  I "=  5,3 144351331  e 


Di  qui  si  trova,  fatto  x=z  X , che  il  raggio  1 diventa 
g = 52° , 296  = 520 , 1 2'  ,44",8=: 206265". 

523.  Un  poligono  irregolare  si  divide  in  triango- 
li , e la  loro'  somma  è il  poligono  proposto  ; ciò  è e- 
vidente  ;•  Ma  se  si  voglia  un'  triangolo  eguale  al  dato 
poligono  ABCDE,  condotta  la  diagonale  CE,  la  pa- 
^‘rallela  GE  a»DG  che  incontri  in  G il  lato  AE  pro- 
lungato , e poi  CG , sarà  il  triangolo  GGE  = CDE 
per  la  base  ed  altezza  eguali  ; dunque  ABGDE  = 
ABGG . Condotta  ora  la  diagonale  CA , la  parallela 
BP  e congiunta  GF,  si  proverà  egualmente  il  trian- 
golo FCG— BCGA , e perciò  eguale  al  pentagono 
dato:  e poiché  con  questo  metodo' si  può  ridurre  qualsi- 
voglia poligono  in  un  triangolo,  ed  è facile  di  far'd’un 
triangolo  un  parallelogrammo,  d’ un  parallelogrammo  un 
rettangolo,  e d’un  rettangolo  un  quadrato,  può  sempre 
trovarsi  la  quadratura  esatta  di  tutte  le  figure  rettilinee. 
Ecco  ora  alcuni  evidenti  teorèmi  , molto  utili  nella  Sintesi . 


I.  Se  la  retta  FE  sia  divisa  comunque  in  A , il  ret- 
tangolo FExEA  sarà  eguale  al  rettangolo  FAxAE  col 
quadrato  di  AE  ; cioè  fatta  FA  = a , AE  = b , sarà  ( a H- 
b)b  = ab-tb* . 

II.  Poste  le  stesse  cose,  il  quadrato  di  FE  sarà 


eguale  ai  quadrati  di  FA , AE  col  doppio  rettangolo 
FA x AE  ; cioè  ( a4Ìi)1=aiH-  2 ab -+  b% . 

Onde  se  sia  b = a,  verrà  (a-x-a)*  = a1 -+2a’ -t- 
a*  — cioè  se  FE  sia  divisa  in  mezzo,  il  quadra- 
to di  FE  sarà  quadruplo  del  quadrato  di  FA,  e i qua- 
drati di  FA  , AE  saranno  eguali  al  doppio  rettangolo 
FAxAE. 


Ma  se  a>b  , fatto  a — b — c , si  avrà  a 1 — 
2a&-x-fr*  =c*,  onde  a1  — Zab-i-b7'  > o,  e quindi  a*-t- 
b 1 > 2ui>  : cioè  se  FE  non  sia  divisa  in  mezzo , i qua- 
drati di  FA , AE  saranno  maggiori  del  doppio  rettango- 
lo FAxAE. 
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III.  Poste  le  stesse  cose,  il  quadrato  dì  FE  sarà 
eguale  ai  rettangoli  FE  x E A ed  EF  x FA  : cioè  ( a -+ 
b ) 1 = (u-»-Z>)ij-t-(u— 

IV.  Poste  le  stesse  cose , i quadrati  di  FE , AE 
saranno  eguali  al  doppio  rettangolo  FExEA,  e al  qua- 
drato di  FA  : cioè  ( a -t-  b )*  -4-  bz  — zb  ( a -t-  b ) -+  a ' . 

V.  Se  la  reità  DA  sia  divisa  in  mezzo  in  G e co- 
munque in  F i il  rettangolo  AF  x FD  col  quadrato  di  FG 
sarà  eguale  al  quadrato  della  metà  DG  : cioè  fatto 
AG  = a , GF  = b , sarà  ( a -+  b ) ( a — /»  ) -+  Z>*  ==  a * . 

VI.  Poste  le  stesse  cose,  i quadrati  di  AF,FD 
saranno  doppj  dei  quadrati  di  AG , GF  : cioè  (a -+  b)1  -h 
(a  — b)1  = £3 ( a’ l-+b*). 

VII.  E la  differenza  dei  quadrati  di  AF,FD  sa- 
rà quadrupla  del . rettangolo  di  AG  X FG  : cioè  ( a -t- 
b y — (a  — by  — ^ab. 

Vili.  Se  alla  retta  FE  divisa  in  mezzo  in  A si 
unisca  la  rettà  EG  , i quadrati  di  FG , GE  sal  atino 
doppj  dei  quadrati  di  FA,  AG:  cioè  fatta  FA  = a, 
EG  = &,  sarà  ( = 

IX.  Poste  le  stesse  cose  , il  rettangolo  FG  x GE 
col  quadrato  di  AE  sarà  eguale  al  quadrato  di  AG: 
cioè' (2  a-*-b)b~+ a*  = (a-+by . ' _ ... 


FIG- 


„.v 
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4 3* 


Paragone  delle  superficie . 

* , . , . *»  » y 

524.  Se  B , b sono  le  basi , ed  A , a 1’  altezze  di 

BÀ  " 

due  triangoli , la  loro  superficie  sarà  S = — , s , = 

~ ; dunque  S : s : : BA  : ba . Onde  1°.  le  superficie  di 

due  triangoli  souò  iri  ragion  composta  delie  basi  e 
delle  altezze  : II0.  due  triangoli  con  la  stessa  base  o 
basi  eguali  son  come  1’  altezze  ; poiché  B — b dà  S : 
s::A:a.  Ili*,  due  triangoli  con  altezze  eguali  son 
come  le  basii  poiché  A = a dà  S:s::lS:b.  IV*.  due 
triangoli  sonò  eguali  in  superficie  i°.  se  tra  due  lati 
eguali  a due  lati  abbian  1’  angolo  supplemento  1’  un 
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dall  altro  ; poiché  uniti  i due  angoli  insieme , stira 
HA  — ba,  onde  S = s:  2°,  se  le  lor  basi  e le  loto 
altezze  sono  in  ragione  inversa;  poiché  B:h:la:A 
da  bti  = BA  ed  S — 5.  V°.  due  triangoli  simiti  stan- 
no come  i quadrati  delle  lor  dimensioni  omologhe;  poi- 
ché in  questo  caso  B : b : : A vet  ; dunque  S : s : : B'  : 
fc*  ; : A*  : a* . 

525.  Onde  1°.  il  triangolo  equilatero  circoscritto  è 
quadruplo  dell’  iscritto , poiché  il  lato  dell’  uno  è doppio  del 
lato  dell’altro  (464):  2°.  il  quadrato  circoscritto  è doppio 
dell’iscritto,  perchè  chiamato  r il  raggio  del  circolo,  i lor 
lati  sono  2r , r^/2  ("459  • 464)  j ora  (2:  )1  è doppio  di  (r^/2)*. 

526.  Se  due  triangoli  BAC  ,bac  hanno  ùrt  angolo  egfla- 
^ le  A,  a»  saranno  tra  loro  come  i prodótti  de’ lati  intorno 

all’angolo  eguale.  Poiché  condotte  le  normali  BD *,bd  sui 
lati  AC , ac  , sarà  BAC  : bac  : : BD  X AC  : bdX  ac  : : AC  : ac  X 

bd  , ^ ....  bd  ab 

c-,  ma  i triangoli  simili  ABD,a£ti  danno  — -r-„  ; dun- 
dU  UL>'  Ari- 

que  BAC:  bac  ::  AC  : • •'  ACx  AB:  àcX  ab . 

Per  farne  un’applicazione,  debba  condursi  dal  dato  pun- 
to  B la  retta  BF  in  modo  che  il  triangolo  ACD  resti  divi- 
so in  due  paTti  AEF,EFDC  nella  ragione  di  m:n.  Poiché 
AEF  : EFDC  : : m : n , sarà  AEF  ■+  EFDC  ( = ACD  ) : AEF  : t 
m-+n:m : : ACx  AD  :AExAF.  Condotta  ora  BI  parallela  ad 
AC,  e fatte  BI—  a , AI  rr  c , AC  — ò,  AD  — d e AFcrx,  i 
triangoli  simili  AEF  , BIE  daranno  FI  (x-hc):IB  (c)  :: 

ax  ex 1 

FA  f * ) : AE  — ; onde  m-+n:m::bd : e però 

' -c  x-+c 


1 


bdmx  bdem 

x 7 —, *-*;  dunque  x — 

a(m-+n)  a \m-\-n)  ^ 

bdm  :fc  \/[  b1dlm%  -4-  4ai<i/7!c  (m  -+  n ) ]: 


2a  ( m -+• 11  ) 


. Di  questi  due  valori 


il  solo  positivo  scioglie  il  Problema.  Per  saper  dò  che  l’al- 
tro significa,  si  osservi  che  se  AC,AD(i,<2)  fossero  nega- 
tive, cioè  divenissero  AC',Aiy,  non  si  cangierebbe  l’ equa- 
zione trovata;  onde  ella  insegna  anche  a condurre  dal' pun- 
to B la  retta  BF'E'  che  divida  il  triangolo  A'D'C'  nella  ra- 
gione di  m:n.  Dunque  il  valor  negativo  significa  AF'  di- 
lettamente opposta  ad  AF  (480).  Se  il  punto  B fosse  sul 
lato  AC  come  in  E,  sarebbe  Al  (c)=:o,  c AE  = x tz 
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—, ; e se  questo  punto  fosse  dentro  al  triangolo , si  fa- 
ci m-+  n)  * 0 


rebbe  c negativa. 

527.  In  due  figure  simili  t aree  son  proporzio- 
nali ai  quadrati  delle  loro  dimensioni  omologhe.  Poiché 
se  A,B  ed  a,b  sieno  le  due  dimensioni  omologhe  il 
cui  prodotto  dà  V aree  S,s  delie  figure  , sarà  S : $ :: 
AB \ab:  ma  per  la  natura  delle  figure  simili,  A:<i:: 

B :b-,  dunque  S:  s : ; A*  :a~ .B1  : b~' . 

528.  Onde  i°.  I circoli  sono  come  i quadrati  de  rag- 
gi , de  diametri , delle  circonferenze,  in  generale  delle  loro 
dimensioni  omologhe  : 2°.  Una  figura  qualunque  ALMNG 

(a)  costruita  sull  ipotenusa  AC  d’un  triangolo  rettango- 
lo  , eguaglia  la  somma  delle  due  figure  simili  ADFGB 

(b)  , BHIKC  (c)  costruite  sui  lati . Poiché  a : AC1  ::b: 
AB1  : :c:  BC1;  dunque  a:b-+c  ::  AC1:  AB*  -+BG*:  ma 
AC*=  AB*  -+BC2;  dunque  a — b -+c  Onde  il  semi' ureo- 
lo  ACB  sull  ipotenusa  AB  eguaglierà  iseraicircoli  AGL), 
BGF  sui  lati  AC , CB , e tolte  le  parti  comuni  AECA , 
CGBC , gli  spazj  curvilinei  ADGEA  -+  CFBGG  sono 
eguali  gl  triangolo  ABC . Questi  spazj  si  chiamano  le 
Lunule  d1  Ippocrate  . Ecco  altri  teoremi . 

I.  Di  due  poligoni  regolari  2mCZX,2nCZF  circolarli- 

ti  ad  un  circolo,  il  maggiore  è 2mCZX  che  ha  il  minor  nu-  0 
mero , m di  lati.  Chiamo  i triangoli  CZX,CZF, 

CFX.,  ed  S,*,/ i settori  CZr,CZf,Cfr,  onde  T=zt-rt', 
S=  s -f - s'z  e poiché  t'  > CFR  e CTF  > t,  sarà.  ( 180)  t'  : 
r>-CFR:CTF;  ma  CFR;CTF::s':s  (528);  dunque  t’\t> 
s'  : s e e'  -+  t : t ">■  s'-t- s : s , cioè  T : t > S : s ovvero  2mT  : 
2nt  > 2mS  : 2ns  ; ed  essendo  2mS  — 2ns  perchè  i poligoni  son 
circoscritti  allo  stesso  circolo,  avremo  2mT>-2«f. 

II.  Il  circolo  è medio  proporzionale  tra  due  poligoni 
regolari  simili,  l'uno  circoscritto,  V altro  isoperimetro.  Po- 
sto r il  raggio  del  circolo  e 2 q il  perimetro  del  poligono 
circoscritto,  saranno  rajr,yr  le  lor  superfìcie.  Sia  p l’ isopc- 
rimetro  al  circolo,  e chiamata  r‘  la  sua  normale  dal  centro, 


sarà  p — 


: ora 

2 


v fr 

(527)  zzrr'ir  (51S),  onde  T'  — ~ 6 P = • • • 

I*  3 

qr  jr’sr: Onde  come  qr  > rzz , anche 
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r*ir  > cioè  il  circolo  è il  massimo  di  tutti  i poligoni 

isoperimctri  . 

III.  Di  due  poligoni  regolari  isoperimetri  (fucilo  che  ha 
piu  loti  è maggiore.  Sieno  p ,p'  due  isoperimetri  d’uno  stes- 
so  circolo  r2n  , e P,P'  due  a lui  circoscritti  relativamente 
simili  agli  isojreri metri  : avremo  (II)  r2ir  — ppzzP'p'  e sup- 
posti i più  lati  in  p,P,  sarà  (I)  P'>P;  dunque  P':P p >- 
P:Pp,  cioè  i :p'>  1 : p ep>p'.  D’onde  pur  si  deduce 
che  il  circolo  avendo  infiniti  lati , è il  massimo  de’  suoi 
isopenmetri . 

529.  Sciogliamo  ora  alcuni  problemi.  I.  Trova- 
re una  figura  ALMNG  sìmile  a due  date  ADFGB  , 
8IIIKC  e loro  somma . Posti  in  angolo  retto  i lati  o- 
mologhi  AB,BC,  sarà  AG  il  lato  omologo  della  fi- 
gura* cercata , che  con  ciò  si  descriverà  facilmente 
( 5 1 1 ) . Onde  un  circolo  è eguale  a due  dati  se  es- 
sendo AB  , BC  i lor  diametri  > l’ ipotenusa  AG  sia  il 
suo . 

II.  Trovare  una  figura  simile  a due  date  e loro 
differenza  . Sul  lato  AG  della  maggiore  si  descriva 
un  semicircolo , in  cui  si  applichi  il  lato  omologo  BG 
della  minore , e sarà  AB  1 omologo  della  cercata  $ 
polfchè  AB'=AC* — BG1.  Onde  può  aversi  un  cir- 
colo eguale  alla  differenza  di  due  dati  . 

Ili.  Trovare  una  figura  simile  a molte  date  e loro  som- 
ma 0 differenza.  Sieno  A,B,D  ec.  ilari  delle  figure  da  som- 
marsi, omologhi  ad  a,b,d  cc.  di  quelle  da  sottrarsi,  ed  x 
Pomologo  della  richiesta;  sarà  *•*  — A*-+B2-4-D2  ec.  — a2-*— 
b~  — d2  ec.  quantità  facile  a costruire  (498).  Può  dunque 
farsi  un  circolo  che  sia  somma  o differenza  di  quanti  circo- 
li si  vorrà. 

IV.  Trovare  una  figura  simile  a una  data  che  sia  a 
quella  nella  ragione  m:n.  Chiamo  a un  lato  della  data,  ed 
x 1’  omologo  della  cercata  : dunque  a2  : x?  ::m:n,  ed  .r  = 

a2n  a 

— — ~fjmn.  Onde  possono  aversi  due  circoli  in  una 

ragione  anche  incommensurabile  m:n. 

V.  Dato  il  perimetro  p e la  diagonale  a d’  un  rettan- 
golo AD,  trovarne  la  superficie  e i lati.  Sia  AB=;*,BDrr 

y,  e si  avrà  x -+  y zz  , x2  -+y2  zz  a2 , onde  y zz  ~ — x zz 

vW 
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y' (a1  — a,1);  quadrando  e risolvendo  ai  trova  x zz  -4* 

VI.  Dati  i tre  lati  dì  un  triangolo , trovarne  la  super - gQ 
fide.  Sia  AC  — a,  AB m b , BC  — c,  la  normale  BDrrx,  sa- 
rà. AD  — */  (b*  — x2  ) , DC  = ^ (c*  — a’2)»  AD  ■+  DC  zz  a zz 

4/ {b' — V'Cc4  — *l),  e però  *=^\/l4  a2b2—[a2~\- 

QJC 

b~-  — c2)2  ],  e la  superficie  cercata  — r zszz — V [ 4 °2h2 — 

2 4 

( a2  -+b2  — v4  )*  ] =(39°  • XXXI.  ) — — a)(a 

4 

l ) b — ■ c ) (a-+A-*-c  )].  Sia  la  .femisomma  dei  tre  lati 

a — t-  b —V"  c . , . 

— q , e sava  23 — 2a  — b -+  c — a,1q  — 2 b zzz  a -t- 

c — b ,23  — 2 c — a -+  b — c;  onde  s zz  \/[<2(ijr  — a ) ( g — b) 
(q—  c)].  Se  C"N  è il  raggio  del  circolo  iscritto  nel  trian- 
golo ABC,  condotte  CB,CA,CC  e le  normali  C'M , CT , 
sani  il  triangolo  ABC  m AC  B -+•  BC'C  -+  CC  A zz  s zz  C'N 
^ a -+  ì -t-  i’  ) , r,  T s 

; dunque  C N~ — 2= 


FIG. 


V 


[{q—a)(q—b)(g—c)] 


, e poiché  se  1’  angolo  A è 


retto,  C'N=g — c (445),  sarà  q:q~a::q~b:q  — c. 

VII.  Data  V ipotenusa  d'  un  triangolo  rettangolo  e la 
radon  dei  due  lati,  trovarne  l'area.  Sia  AC  zza  ,BC  : AB:  : Q 

nix  -1-1  ol* 

min,  AB  = x,  sarà  BC  — — e si  avrà  **  -+ 


m x 


- a\ 


mx 


onde  **  = -7- -,  e l’area  richiesta  — . 

m2-+n2  2 n 2 (»*-+«*) 

Vili.  Data  la  ragione  e la  somma  dei  tre  lati  dì  un 
triangolo  , trovar  V a>ea.  Sia  AC  ir*,  AB  zz  y , BC  zz  z,  il  Q 
perimetro  p zz  x-+  y-i-  z , la  ragione  dei  lati  x:y:z::a:b:c, 
sarà  x*+y  -+  % [zz p ):a  -+&-t-c  : :*  : a : :y:  b : : a : c , e perciò 

_ bp  cp  » . 

a-^b-y-  c aH-ì4c  ~ 

l’ area  ( VI  ) . 

IX.  Dato  il  perimetro  d ' un  triangolo  rettangolo  e la  ra • 
gion  dell'  ipotenusa  alla  somma  dei  lati,  trovar  V arca.  Sia 
p il  perimetro',  ACm,  ABnjy,  BC  — z\  sarà  x:y-’s-z::m:  g 
n j e però  * -t-  v ~h  c ( — p)  : x : : m -+•  n : m , onde  x zz  ® 

G c 


ap_ 

' • b — {-  0 


Digitized  by  Google 


flG. 


)(  20S  )( 


Vip 

m — h ri 


np  , n‘p * 

, yH-Z— — — , > -+•  2yz  -+-  z**  ~ -nvi  **_ur.x- 


(/H  -+//) 

m'p~  , yz  j)'/'i-~rn\ 
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Superficie  Piane . 


£30.  La  superficie  piana  o il  Piano  è quello  in 
cui  posson  condursi  per  ogni  verso  delle  linee  rette: 
onde  il  piano  è tra  le  superficie  ciò  che  la  retta  è 
tra  le  linee.  Ma  per  farne  un  idea  distinta,  conce-' 
pi. sco  il  triangolo  rettangolo  sublime  ABF  che  giri  in- 
■ ? torno  ad  A 13  : se  nella  sua  rivoluzione  la  retta  BF 
lasci  le  vesti  già  del  suo  passaggio , queste  saranno 
tutte  in  un  piano  circolare,  mentre  quelle  dell  obli- 
qua AF  formeranno  una  superficie  convessa. 

531.  Da  questa  descrizione  risulta  i°.  che  se  li- 
na retta  ha  due  punti  comuni  con  un  piano , tatti  gli 
altri  ancora  son  nel  medesimo  piano,  e che  perciò 
la  retta  e il  piano  prolungati  son  sempre  confusi  : 2°v 
che  una  retta  AB  normale  a un  piano,  lo  è a tutte  le 
rette  FB  ; GJ3 , DB , HB , LB  che  sono  in  esso  e passa- 
no per  1 estremità  B delia  retta;  onde  da  un  punto  A 
fuori  del  piano  una  sola  normale  AB  può  condursi 
sul  piano  stesso , altrimenti  si  potrebbero  dal  mede- 
simo punto  A condurre  due  normali  AB , AF  sulla 
ìnedesi^P.etta  FB,  il  che  è assurdo:  si  proverà  e- 
guabnente  che  da  un  punto  B del  piano  una  sola 
normale  può  alzarsi  sopra  di  esso:  30,  che  la  distan- 
za da  un  punto  a un  piano  si  misura  dalla  normale 
condotta  da  questo  punto  sul  piano:  40.  che  due  ret- 
te AB,MN  inclinate  egualmente  dalla  medesima  par- 
te sul  piano  I’Q  , son  parallele  , perchè  gii  angoli 
ABC  , MNG  sono  eguali, 

532.  Se  ine  piani  si  tagliano  , la  loro  intersezio- 
ne comune  c una  linea  retta  : è una  linea  , perche  i 

r,  due  piani  son  superficie  e non  hanno  grossezza  ; ed 
è retta,  perchè  se  per  due  punti  A,B  comuni  ai  pia* 
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fil  SI  conduca  la  retta  AB,  questa  dovrà  essere  nell' li- 
no e nell'altro  piano;  dunque  è la  loro  intersezione 
comune . 

533-  Bunque  tré  punti  B,A,C  non  posti  in  li* 
fica  retta  determinano  la  posizione  d'  un  piano  B(  1 • 
poiché  può  esservi  un’  infinita  di  piani  diversi  HA, 
BG,  coi  due  punti  comuni  A,B,  ma  un  solo  di  que- 
sti piani  può  passar  per  il  punto  determinato  G.  On- 
de i°.  tre  punti  iion  posson  esser  comuni  a più  d’un 
piano  , se  non  sieno  in  linea  retta:  2°.  due  rette  GA , 
ÀI)  che  si  tagliano  , sono  in  un  medésimo  piano  PO; 
poiché  i tre  punti  C,A,D  determinano  la  posizione 
delle  due  fette  CA  , AD  ; onde  un  angolo  CA  D de- 
termina la  posizione  d un  piano:  3".  una  retta  All 
normale  a due  rette  FB , GB  nel  loro  punto  d' inter- 
sezione , è normale  al  piano  PQ  che  esse  determi- 
nano * 

534.  Suppongo  ora  che  due  piani  si  seghino  nel- 
la retta  AB,  e condotte  GA  : DA  normali  ad  AB  nei 
piani  CG,DII,  ! angolo  CAD  misurerà  1 inclinazio- 
ne dei  due  piani  DH,GG,  la  quale  perciò  si  misu- 
ra come  quella  delle  rette;  onde  i°.  un  piano  che 
ne  incontra  un  altro,  fa  con  esso  due  angoli , la  cui 
somma  è iHo0:  *2°.  nel! intersezion  di  due  piani  qli 
angoli  al  vertice  son  eguali  : 30.  se  più  piani  si  ta- 
glino sulla  stessa  retta  , la  somma  di  tutti  gli  angoli 
sopra  e sotto  1 intersezione  è di  360°:  4°,  un  piano 
Che  ue  taglia  due  o più  paralleli , fa  con  essi  gli  an- 
goli alterni  eguali  ee. 

S3v  Se  un  piano  tagli  due  0 più  piani  paralle- 
li , te  rette  d’ intersezione  saràn  tutte  parallele , al- 
trimenti prolungate  s' incontrerebbero  > e i loro  piani 
tìon  sarebbero  più  paralleli . 

536.  Se  il  piano  CG  è normale  al  piano 
e da  un  punto  B di  CG  si  conduca  la  normale  BA 
sull’  intersezione  comune  FC , sarà  BA  normale  al 
piano  PQ;  poiché  se  nel  piano  PQ  si  conduca -Via  A 
la  DA  normale  a CA , 1*  angolo  BAD  sarà  tetto  a 


FTG. 

83. 


82. 

% 


83- 
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83.  cagione  dei  piani  normali  : dunque  BA  saia,  dormale 
alle  due-rette  CA , AD,  e perciò  (533)  al  loro  pia- 
no PQ  . ' 

53".  Se  due  piani  DII , CG  son  normali  ad  un 
terzo  PQ , lo  sarà  anche  la  loro  intersezione  BA  ; poi- 
• chè  in  tal  caso  BA  è normale  alle  due  rette  GA , AD  ; 
dunque  anche  al  piano  PQ. 

Linee  rette  tagliate  da  Piani  paralleli . 

g 538.  Se  da  un  punto  A si  conducano  a traverso 

di  due  piani  paralleli  PQ,/??  quante  rette  si  voglia 
AdD  , AfJ?  ec. , saranno  tutte  tagliate  proporzionai-* 
mente  ; e le  ligure  DFGEH , dfgeh  saranno  simili  ; 
poiché  i°.  fatto  passare  un  piano  per  i tre  punti  A* 
D,F,  le  sue  intersezioni  coi  piani  paralleli  PQ,/?? 
saranno  le  rette  parallele  DF  , df  (535  ) ; dunque  i 
triangoli  ADF  , A <{/*  saranno  simili . Lo  stesso  si  pro- 
verà de’ triangoli  AFG , Afg , AEG , Aeg  ec.  ; onde 
AD  i Ad::  DF  : df:  : AF  : A f:  : FG  :fg:  : AG  : A g ec.  : : 
le  perpendicolari  AB , Ah  condotte  da  A sui  piapi 
PQ,/??;  essendo  DF  ; df:  : AF : A/\  : FG  ::  ec., 
si  ha  DF  : df:  : FG  :fg  : : EG  : eg,  ec.  Ora  se  si  con- 
dftcano  DG.dg,  si  proverà  (4^0)  che  i triangoli 
ADG , A dg  son  simili , e perciò  AD  : Ad  : : DG  : dg  : : 
DF:  df::  TG:fg-,  dunque  i triangoli  DFG , dfg  hanno 
tutti  i lati  omologhi  proporzionali , e perciò  son  si- 
mili , onde  F angolo  F ==f,  si  proverà  lo  stesso  de- 
gli angoli  G,f,  ed  E,c,  ec. ; dunque  tutti  gli  an- 
goli della  figura  DFGEH  son  respettivamente  eguali 
a quelli  della  figura  djgeh  : ma  per  altra  parte  tutti  i 
loro  lati  omologhi  son  proporzionali;  dunque  esse  son- 
simili . 

539.  Dall’  esser  F angolo  F —f  si  deduce  che 
se  due  angoli  DFG , dfg  hanno  i loro  lati  respettiva- 
jnente  paralleli , saranno  eguali  benché  situati  in  di- 
versi piani . E dall’  esser  simili  le  figure  DFGEH , 
dfgeh  segue  che  le  lor  superficie  stanno  fra  loro  : w 
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Dt*1  :df 1 : :AD*  :Àd*  : : il  quadrato  BA*  della  distan- 
za del  punto  A dal  piano  PQ,  al  quadrato  fc A1  del- 
la distanza  del  medesimo  punto  A dal  piano  pq ; e 
perché  la  Cagione  di  AB*:A6*  è costante  per  lo  stes- 
so punto  A qualunque  sia  il  numero  delle  rette  AD, 
AF  ec. , le  superfìcie  delle  figure  DFGEH , dfgch  sa- 
ranno sempre  fra  loro  nella  ragione  costante  di  AB*  : 
Al>* , e i loro  perimetri  nella  ragione  parimente  co- 
stante di  AB:A6.  Che  se  le  rette  AdX),AfF  ec. 
in  vece  dì  partir  dal  punto  A sieno  parallele , tutto 
le  rette  dD ,J‘F , g G ec.  saranno  eguali,  e le  figure 
diverranno  eguali  e simili . 


FIG. 

84. 


TERZA  PARTE 

degli  elementi  di  geometrìa. 

S4°-  Si  chiama  Solido  ciò  che  ha  le  tre  dimen- 
sioni dell’  estensione . Un  solido  può  formarsi  Con  va- 
rj  piani  talmente  uniti  ne’  loro  angoli , da  chiuder  per 
ogni  parte  uno  spazio;  allora  si  avrà  un  Poliedro  le 
cui  Jaccie  saranno  i piani  che  concorrono  a formarlo, 
e i cui  angoli  solidi  risulteranno  dal  concorso  degli  ^ 
angoli  piani . Se  il  poliedro  ha  quattro  faccie , sT  no- 
mina Tetraedro , se  ne  ha  sei  > Esaedro  ec.  Quando 
tutti  gli  angoli  d’  un  poliedro  son  eguali , e tutte  le 
sue  faccie  son  piani  eguali  e simili , il  poliedro  è re- 
golare . 

541.  Si  misurano  gli  angoli  solidi  col  prender  la 
Somma  degli  angoli  piani  che  gli  formano . L’  angolo 
solido  B per  esempio , ha  per  misura  la  somma  dei  Q 
gTadi  .degli  angoli  piani  ABC , CBD , DBE , EBA . Bi- 
sognano  per  lo  meno  tre  angoli  piani  per  formarne 
un  solido  C , e la  somma  di  due  di  questi  angoli 
ÀCB-+BCD  è sempre  maggiore  del  terzo  ACD,  poi- 
ché ì due  piani  ABC , CBD  unendosi  nella  retta  sa- 
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Mime  GB , necessariamente  sì  soprapporranflo  se  sì 
abbacino  sull  angolo  o sul  piano  AGI). 

542-  Dunque  un  angolo  solido  è minore  di  360"  : 
poiché  nel  solido  quadrangolare  BACDE  i due  angoli 
AEB  -+•  DEB  son  alaggi  ori  dell’angolo  AED  con  cui  for- 
mano 1 angolo  solido  E (541)  ; dunque  il  lor  supplemen- 
to è minore  di  quello  dell  angolo  AED  , Lo  stesso  è 
del  supplemento  di  EABh-CAB  relativamente  a quel- 
lo dell  angolo  GAE  er.  Dunque  la  somma  de  sup- 
plementi degli  etto  angoli  inferiori  delle  faccie  del  so- 
lido ( somma  eguale  all’  angolo  solido  B ) è minore 
della  somma  de’  supplementi  dei  quattro  angoli  della 
base  che  è 360°  ; dunque  1’  angolo  solido  è minor 
di  360° - 

543.  Onde  cinque  soli  sono  i Poliedri  regolari cioè 
tre  le  cui  faccie  son  triangoli  equilateri , lino  le  cui  faccic 
son  quadrati,  ed  uno  le  citi  faccie  son  pentagoni.  Poiché 
bisognando  almeno  tic  angoli  per  fare  un  angolo  solido*  che 
intanto  non  può  esser  di  360%  in  cinque  soli  casi  può  far- 
si un  angolo  solido  con  piani  di  poligoni  regolari:  i°.  l’an- 
golo d’ un  triangolo  equilatero  essendo  di  òoJ*  tre  de’  suoi 
angoli  fanno  un  angolo  solido  di  Ì8o°,  e quattro  di  questi 
triangoli  posson  fare  un  Tetraedro  : 2°.  quattfo  triangoli  c- 
quilateri  fanno  iln  angolo  solido  di  240°,  e formano  un  cor- 
po regolare  d’otto  facete  detto  Ottaedro:  30.  cinque  trian- 
goli equilateri  fanno  un  arigoio  solido  di  3-0°  * e può  Com- 
porsene un  corpo  regolare  di  20  faccic  chiamato  Icosaedro 
ma  sei  farebbero  360°,  e questo  non  può  esscte  un  angolo 
solido:  40.  l’angolo  del  quadrato  essendo  90° , tre  faranno 
un  àngolo  solido  di  2~o%  e potrà  comporsene  un  corpo  re- 
golare di  sei  faccie  che  si  chiama  Esaedro-,  mi  quattro  fa- 
rebbero 360'' , i quali- non  posson  formare  Un  angolo  solido: 
50.  l’angolo  del  pentagono  regolare  valendo  108°*  tre  for- 
meranno un  angolo  solido  di  3240  , e potrà  farsene  un  cor- 
po regolare  di  12  faccie  nominato  Dodecaedro  ‘,  ma  quat- 
tro farebbero  43  3° , angolo  solido  impossibile.  In  line  l’an- 
golo dell’esagono  essendo  120%  tre  fanno  36°°  * che  non 
può  essere  un  angolo  solido:  molto  meno  tre  Ettagoni,  tre 
Ottagoni  ec. ; dunque  i corpi  regolari  non  son  più  di  cinque. 

344.  Occorrendo  almen  tre  anqoli  per  fare  un 
angolo  solido  , e lasciando  essi  un  vuoto  nella  base  , 
vi  vuole  un  altro  piano  per  chiuderli . Perciò  il  più 


Digitized  by  Google 


f 


X 207  j[ 

semplice  de’  poliedri  è la  piramide  triangolare  0 il  te- 
traedro . Se  ella  abbia  per  base  un  poligono  d un 
maggior  numero  di  lati  , le  facci  e cresceranno , bu- 
che la  base  divenuta  un  circolo,  la  piramide  diventa 
nn  Cono  . La  piramide  ed  il  cono  son  retti  quando 
una  perpendicolare  partendo  dal  vertice  passa  per  il 
centro  della  base,  e sono  obliqui  se  non  vi  passa. 

/U/v  Altro  modo  di  formare  i solidi . Se  la  ba- 
se DGKH  salga  parallelamente  a se  stessa  lungo  una 
linea  DA  > la  somma  di  tutti  gli  elementi  eguali  a 
questa  base  forma  un  solido  che  si  chiama  Prisma  . 
Egli  è retto'  o obliquo  secondo  che  DA  è perpendi- 
colare o inclinata  sulla  base  , Dunque  il  prisma  è un 
solido  terminato  da  basi  eguali  e parallele , e da  Jac- 
cie  che  son  parallelogrammi  : è triangolare  quando  il 
poligono  generatore  è un  triangolo , quadrangolare 
quando  è tìn  quadrilatero  ; e se  questo  quadrilatero 
è un  parallelogrammo,  il  prisma  si  chiama  Parallele- 
pipedo , che  sarà  rettangolo,  quando  la  base  è rettan- 
gola, e la  linea  lunga  la  quale  si  fa  il  movimento  , 
è normale  a questa  base  . Se  la  base  fosse  un  qua- 
drato, il  cui  lato  fosse  eguale  alla  linea  d altezza  , il 


FIO, 

8 6. 
8;- 

91. 


prisma  sarebbe  un  esaedro  regolare , che.  si  chiama  an- 
che Cubo:  onde  il  cubo  è un  prisma  di  sei  faccie  e- 
guali  e quadrate  . Ma  se  il  poligono  generatore  è un  ' 
circolo,  il  prisma  divien  rotondo  e si  chiama  Cilindro , 8?. 
die  è retto  o obliquo  secondo  la  posizion  della  linea  e 
di  movimento  riguardo  alla  base  , 89. 

546.  Terzo  modo  di  formare  i solidi , Se  intorno 


a una  linea  immobile  CA  giri  una  figura  qualunque 
AFBC , ella  genererà  un  solido  chiamato  solido  di  ri-  90, 
volizione , il  cui  asse  è la  linea  CA:  onde  uu-punto 
qualunque  R di  questa  figura  segna  nel  muoversi  la 
circonferenza  d’ un  circolo,  il  cui  raggio  BP  è nor- 
male all’asse  e il  cui  centro  è P;  perciò  tutte  le  se-  - 
zioni  fatte  in  un  solido  di  rivoluzione  con  piani  nor- 
mali al  suo  asse , son  circoli.  Se  il  poligono  genera- 
tore è un  rettangolo,  il  solido  sarà  un  cilindro  retto; 
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se  è un  triangolo  rettangolo , sarà  un  cono  retto  ; se 
è la  metà  d’ un  poligono  di  molti  lati,  sarà  una  sfe- 
roide ; e se  è la  metà  d’  un  circolo , sarà  una  Sfera . 

547-  La  sfera  è dunque  un  solido,  tutti  i punti 
della  cui  superficie  sono  egualmente  lontani  da  un  pun- 
to interno , che  si  chiama  centro . Onde  ogni  retta  che 
passa  per  il  suo  centro  e termina  da  ambedue  le  par- 
ti alla  sua  superficie , è eguale  all’  asse  . Può  dunque 
prendersi  per  asse  della  sfera  ogni  retta  che  passan- 
do per  il  centro , ha  le  sue  estremità  nella  superfi- 
cie . Onde  tu,tte  le  sezioni  fatte  in  una  sfera  oon  pia- 
ni che  passano  per  il  centro,  son  circoli  eguali  e si 
chiamano  circoli  massimi . 

548.  In  generale  , la  .sezione  d’  una  sfera  taglia- 
ta da  un  piano  sarà  sempre  un  circolo  : poiché  uu  dia- 
metro normale  al  piano  segante  può  riguardarsi  co- 
me 1 asse  della  sfera  , nel  qual  caso  la  sezione  è un 
circolo  (546).  Questi  circoli  che  non  passano  per  il 
centro  , diconsi  minori , e sono  tanto  più  piccoli  quan- 
to più  son  lontani  dal  centro  • 

Misura  delle  superficie  de ’ Solidi . 

549-  La  superficie  d’ nn  solido  senza  le  basi  si 
chiama  semplicemente  superficie , e superficie  totale 
quell#  delle  basi  e delle  faccie. 

5S°-  La  superficie  d’un  prisma  è il  prodotto  del- 
la lunghezza  BC  nel  contorno  GIHG  della  sezione  fat- 
ta nel  prisma  da  un  piano  normale  a BG  : poiché  ella 
risulta  dai  parallelogrammi  BGED  -t-  ABCF  -+  AFED = 
BC  x Gl  ■+  BC  x IH  -+  BG  x GH  = BG  x GIHG . 

S6l-  Onde  la  superficie  d’  un  prisma  retto,  e pe- 
rò anche  quella  di  un  cilindro  retto,  è il  prodotto  del 
contorno  della  sua  base  per  la  sua  altezza  . 

La  superfìcie  del  cilindro  obliquo  ABCD  è pure  il  pro- 
dotto della  sua  lunghezza  AB  nel  contorno  GMIMG  della 
sezione  fatta  da  un  piano  normale  ad  AB,  e questa  sezione 
è un  ellisse  ; poiché  se  per  un  punto  P dell’  asse  Gl  passi 
u circolo  LMK  parselo  ad  AD , la  sua  intersezione  col  pia- 
no GMI 
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no  GMI  sava  la.  retta  MPÌVl  normale  all’asse  Gl.  Sia  don- 
que  GP  — x,  PAI  — y , LP  — z , Gl  ~ a , LK rr  BC  rr  AD  ~ , e ' 
per  la  proprietà  del  circolo  si  avrà  yx  — bz — a*:  ma  i •ri- 

angoli  simili  LPG,PKI  danno  % — — dunque^1  — (ax  — 

a;1),  equazione  all’  ellisse . Vedete  le  Sezioni  Coniche. 

552  La  superficie  della  piramide  regolare  retta 
è eguale  al  semiperimetro  del  poligono  regolare  che 
le  serve  di  base,  moltiplicato  per  la  normale  o apo - 
tema  condotto  dal  vertice  sopra  un  lato  della  base . 
Ciò  è manifesto . Onde  la  superficie  del  cono  retto  è 
il  prodotto  della  semicirconferenza  della  sua  base  per 
1'  apotema  condotto  a qualunque  punto  della  circon- 
ferenza . 

553.  Debba  misurarsi  la  superficie  del  cono  ret- 
to.troncato  ACED  il  cui  piano  DE  è parallelo  alla  92* 
base  AG  . Fatta  AG  = a , DE  ==  b , EG  ( resto  dell’  a- 
potema  BG  ) = d , BE  = x , sarà  x -+  d : a : : x : b , on- 
de x = r ed  x -t-  d = BG  = r.  Sia  tt  il  nu- 

a — b a — b 

mero  3,141  ec.  (520)  e saranno  b*  , ai r le  circonfe- 
renze dalle  basi  DE  , AG  , e BG  x — , BE  x — le  su- 

perficie  de’ coni  retti  ABG,BDE  (552);  perciò  la  lor 
differenza  o la  superficie  del  cono  troncato 

ad  'aie  bd  bx arci  a1 — 6* * I 

a — 6*2  a — 6 3 2 * a — b 


ma  — ar  ( a h-&  ) è la  circonferenza  del  circolo 


•»)! 

medio  tra  le  basi  DE , AG  ; dunque  la  superficie  del 
cono  troncato  è eguale  al  prodotto  det  resto  dell'  apo- 
tema per  In  circonferenza  media  proporzionai- aritmeti- 
ca tra  quelle  delle  basi  . / 

554.  Giri  -il  semi  poligono  regolare  *SAN  intorno 
all’  asse  SN  e cerchiamo  la  superficie  delia  sferoide  91- 
da  lui  generata . Condotte  sull’asse  SN  le  normali 
BQ, AR,EK,IL,  è chiaro  che  i due  lati  BS,IN  del 
. poHgono-descirivohp  dei  coni  retti  (546),  il  lato  AE 
descrive  un  cilindro , e gli  altri  BA  , IR  descrivo»  - 
’ "•  * : Dd  M 
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07.  tronchi  di  cono  retto  : onde  se  dal  centro  C si  con- 
ducano sui  lati  SB,BA,ÀE  le  normali  GV,CiVI,CZ  * 
che  gli  dividono  in  mezzo  e son  tutte  eguali  (453), 
i triangoli  rettangoli  GVS,BQS  con  1’  angolo  in  S 
comune,  saranno  simili  e si  avra  VS:QS::GV:BQ:.* 
2CV*:2BQit  (520),  e però  VSxsBQ*  ( cioè  la  su- 
perficie del  cono  descritto  da  BS  (552)  ) = QS  x sCV^ . 
Di  nuovo  condotte  da  B , M sopra  AR , SG  le  nor- 
mali ÌìD,MP,  i triangoli  GMP,  ABD  con  tutti  i la- 
ti omologhi  normali,  son  simili  (435)»  e però  AB: 
BD  ( ==  QR  )::CM(  = GV  ) : MP  : : aCV*  : 2MP* , ed 
ABxaMP*  ( cioè  la.  superficie  del  cono  troncato  de- 
scritto da  AB  (553))  — QRxeCW.  Infine  il  cilindro 
descritto  da  AE  = RK  e da  EK  — CV  , ha  per  su- 
perficie RKx«2CV»r.  Perciò  la  superficie  della  s/èrui- 
de  — ( SQ  -e  QR  -+  RK  -4-  KL  -+  LN  ) 2CVr*  = SN  x 
2CV*,  cioè  è eguale  al  prodotto  del  suo  asse  per  la 
cìr conferenza  del  circolo  al  quale  è circoscritta . Or  la 
sfera  è una  sferoide  d'infiniti  iati;  dunque  la  super - 
fide  della  sfera  c 4^*,  prodotto  dell'  asse  2r  per  la 
circonferenza  2r*  d un  suo  circolo  massimo . E la  superfi- 
cie d'  un  segmento  sferico  nato  dalla  rivoluzione  del 
semisegmento  circolare  BGP,  è 2r*x , prodotto  dell'  al- 
tezza GP  = x dej  segmento  per  la  circonferenza  tu*  del 
circolo  massimo  della  sjèra  . 

555.  Dunque  la  superficie  della  sfera  1*.  è qua» 

. drnpla  di  quella  del  suo  circolo  massimo  ; poiché  unA 
circolo  massimo  del  diametro  2r  è r1  * (520):  2*.  è. 
eguale  alla  superficie  del  cilindro  circoscritto;  perchè 
questa  è FA  X2AK>— 2r.2nr=4r*’r  : 30.,  sta  alla  su- 
perficie totale  del  cilindro  .circoscritto  : : 2 : 3 ; poiché 
le  due  basi  del  cilindro  sono  ciascuna  r1*.  * 

5 56.  La  superficie  totale  del  cono  equilatero  DIL  cir- 
coscritto alla  sfera,  sta  a quella  della  sfera  1:9:  4;  poiché 
nel  cono  avendosi  Dicali.  ~2i\/ 3 (464)»  la  sua  base  sark 
3r*ir  (.S20),  la  sua  superficie  ór1*  (552),  e la  totale  9;**-; 
ora  Qrzir  : 4r*ir  ::  9:4.  Perciò  le  superficie  totali  della  sfe- 
ra, del  cilindro  e del  cono  equilatero  circoscritti  sono-;;- 4: 
6:9.  Si  poterebbe  nel  modo  stesso  che  le  superficie  totali 
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df’lla  sfera  e del  cilindro  e cono  equilateri  iscritti  stanno  q, 
16:12:9.  E se  concepito  il  cono  ACB  e il  solido  scavato 
HAKBMKH,  si  conduca  una  retta  qualunque  NT  parallela 
ad  AB,  saia  NQlir  = raT,  OQijt=:  (2»'*  — **)ir  (47^,  ed. 
NQ*/r  — O Qz7T—  ' r — x p*  — CQ*9T  = , cioè  la  base 

del  solido  generato  dalla  rivoluzion  del  curvilineo  UNO, 
eguaglierò,  la  base  del  cono  corrispondente  PClt . 

557.  Il  paragone  delle  superficie  di  due  solidi  è 
facile.  Poiché  chiamando  S , s queste  superficie,  A, 

B i fattori  della  prima  , a , b quelli  della  seconda,  si 
avrà  sempre  S : s : : AB  : ab . Onde  1°.  se  A — a,  si 
avrà  S:s::TS-b-,  2C.  se  A:a::Z*:B,  avremo  S — s; 

30.  se  A:a::B:f>,  sarà  S:5::A*:a*::B*:i>a,  Quest’ 
ultimo  caso  ha  luogo  nei  solidi  simili , le  cui  dimen- 
sioni omologhe  son  proporzionali:  per  esempio  le  su- 
peifioie  dellq  sfere,  che  son  solidi  simili,  stanno  tra 
loro  come  i quadrati  dei  raggi  o delle  circonferenze 
o in  generale  delle  dimensioni  omologhe  dei  loro  cir- 
coli massimi . 

Misura  dei  Solidi . 

558.  La  solidità  d’  un  corpo  è la  porzion  d’  e- 
stensione  compresa  tra  le  sue  faccie  . Così  due^  cilin- 
dri della  grossezza  ed  altezza  medesima  , hanno  una 
stessa  solidità , qualunque  sia  la  materia  di  cui  sou 
fatti , come  per  esempio , V uno  di  piombo  e 1'  altro 
di  sughero  . Non  bisogna  dunque  confonder  la  mas- 

» sa  uè  il  peso  d un  corpo  colla  sua  solidità. 

559.  Per  misurar  la  solidità  bisogna  prender  per 

unità  di  misura  il  solido  più  semplice  , quello  cioè  le 
cui  tre  dimensioni  sono  eguali  all’  unità  di  lunghez- 
za: il  cubo  perciò  è la  misura  naturale  della,  solidità. 
Quindi  si  dice  indifferentemente  o la  cubatura  o la 
solidità  d’  un  corpo , la  cui  determinazione  perciò  si 
riduce  a trovar  quante  volte  il  cubo  unità  si  conten- 
ga nel  dato  corpo  : così  per  valutare  un  solido  in  pie- 
di cubi , basta  determinar  quante  volte  egli  contenga  95- 
il  piede  cubo  unità  . e 

5<5o.  Misurare  il  cubo  ABCDF , diverso  da  dbcdj — 9^- 
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p5.  5 che  prendo  per  cubo  unità . Tagliato  nel  cubo  un. 
c parallelepipedo  P eguale  in  base  ad  uè,  è chiaro  che 
96.  egli  contien  tante  volte  il  cubo  s , quante  1’  altezza 
DI-o  AD  contiene  l’altezza  di  0 ad ; dunque  ad:s :: 
AD  s 

AD:P  = — ma  il  cubo  AG  contien  tante  volte 

ad 

il  parallelepipedo  P , quante  la  base  AC  contiene  la 
. ..  base  HIVI  0 ac  ; dunque  AG  : P ^ j : : AG  : 


96. 


ac  : : AD*  : ad1 , onde  AG  — » e poiché  s = 

I = ad3 , sarà  AG  = AD3,  cioè  il  cubo  è il  prodot- 
to del  cubo  unità  per  il  cubo  delle  unità  di  un  de'  suoi 
lati.  Così  un  piede  cubo  = i?28  pollici  cubi;  una 
tesa  cuba  = 2ió  piedi  cubi  =2ióx  i“a8  pollici  cu- 
bi ec. 

Dunque  il  parallelepipedo  rettangolo  è il  prodot- 
to della  sua  base  per  la  sua  altezza . Poiché  il  cubo 
AG  descritto  sul  maggior  lato  DI  contien  tante  vol- 
te il  parallelepipedo  HN,  quante  AC  contiene  IIM  ; 
dunque  AG  ( = DI3  ) : HN  : : AC  ( = DI1  ) : HM  ( *= 

DP.DH.DM 


DII. DM),  ed  IIN  = 


DI 


t~-  — DI  x DH  x DM . 


561.  Onde  un  prisma  retto  o obliquo  c il  prodot- 
to della  sua  base  per  la  normale  abbassata  dalla  base 
superiore  sull'  iiifbriore  , prolungata  se  bisogni.  Infatti 
ridotta  la  base  del  prisma  ABGDEF  retto  o obliquo 
91*’  ad  un  rettangolo  abed , sul  quale  si  formi  un  paralle- 
lepipedo rettangolo  abedf  dell’  altezza  GO  del  prisma  , 
posson  dividersi  due  solidi  con  piani  paralleli  alle  ba- 
si per  aver  delle  sezioni  IKLMNI , ikli  eguali  alle  ba- 
si e fra  loro  . Ma  la  somma  di  queste  sezioni  è egua- 
le in  ambedue  i solidi;  dunque  il  prisma  è eguale  al 
parallelepipedo,  e si  misura  come  lui.  Dunque  anche 
il  cilindro  la  cui  base  è un  circolo,  è il  prodotto  del- 
la sua  altezza  per  questo  circolo  . 

Onde  poste  a, a l’ altezze  di  due  cilindri,  r,rf  i rag gì 
delle  lor  basi,  saranno  aarw , 2d Var  le  lor  superficie,  ar 'ir  , 
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«V*7f  le  lor  solidità.;  dunque  i°.  se  ar‘litzza,r'*7r  onde  r'  — 

TfJ  a t , avremo  %ane  : la  V ir  : : ^ a : ^ a'  ; 3°.  se  Zane  —Za'/tr 
a 

•ndc  r'zz-r,  avremo  ar*via,r,*ir::a':a,  cioè  due  cilindri 
a 

eguali  in  solidità,  hanno  le  superficie  come  le  radici  dell* al- 
tezze , ed  eguali  in  superficie  , hanno  le  solidità  in  ragione 
inveisa  dell’  altezze  . , 

5 6-2.  Due  piramidi  SABCDE,sa&c  d’altezza  e-  «. 
filali  stanno  fra  loro  come  le  basi  ABCDE,  abc.  In-  9®* 
fatti  tagliandole  in  egual  distanza  dai  vertici  paralle- 
lamente alle  basi,  si  avrà  ( 539  ) SF1  :SP2  ::  ABCDE  : 
JKLMN  : : sf1  : sp1  : : abc  : ikl  ; onde  ABCDE  : abc  : : 
IKLMN  : ikl  e però  la  somma  di  tutti  gli  elementi 
IKLMN  o la  prima  piramide,  sta  alla  somma  di  tut- 
ti gl’  ikl  o alla  seconda,  come  la  base  ABCDE  alla 
base  abc. 

563.  Date  ora  due  piramidi  d’  una  stessa  altezza 
0. , sieno  X , x le  ior  solidità , B , b le  lor  basi  ; ed  a- 

vremo  X : x : : B : b , e però  X = -v- , onde  conosciuta 

la  solidità  d’  una  sola  piramide , si  avrà  subito  quel- 
la di  tutte  1 altre  egualmente  alte  Ora  un  cubo  è 
]’  aggregato  di  sei  piramidi  eguali  che  col  vertice  si 
uniscono  net  centro  del  cubo,  ed  hanno  ciascuna  per 
base  una  delle  sue  faeeie  . La  loro  altezza  sarà  dun- 
que la  metà  di  quella -del  cubo,  che  supposta  2 a,  dà 

per  la  solidità  del  cnbo,  e perciò  per  la 

solidità  x di  ciascuna  piramide:  e poiché  la  base  b = 

4 a1 , la  formula  X = diviene  X = -aB  , cioè  la 

0 3 

piramide,  e perciò  anche  il  cono,  è il  terzo  del  prodot- 
to della  sua  base  per  la  sua  altezza  . Onde  la  pirami- 
de e il  cono  sono  il  terzo  del  prisma  o del  cilindro  di 
egual  base  ed  altezza . 

564.  Per  misurare  il  cono  troncato  ADEC,  con- 
dotta la  normale  BF  sulle  sue  basi,  e fatta  AG  = j, 

DE  = b , GF  = d , la  ragion  del  diametro  alla  circon- 

D cl  2 
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' pò.  fetenza  i ; tt  , e BG  = *■ , si  avrà  x : x -+•  d : : b : a ,. 


onde  a-  — t , x ~bd  — BF  = — ~r 

G.  — fi  — b 


> e i circoli  del- 


le basi,DE,AG  saranno  (520) 


ad 


A1 jt  aV  .. 

— - , — ; dunque  1 co- 

a*n  Ad  b'K  t . 
x : — e r x - — - , onde  la 


ni  ABC , BDE  sono  — , ^ v, 

a— A 3.4  a — A 3.4 

lor  - differenza  0 il  cono  troncato  ACDE  = . 

dir  t a>  — A3\  irà  t 2 

— ( — ) — ( a ->rb  -+ab). 

3.4V  a — A ) „ 3.4  v ' 


5Ó5.  Un  Poliedro  si  divide  in  piramidi , che  si  cal- 
colano separatamente , e la  somma  di  esse  è la  solidità 
<Jel  poliedro . Se  egli  è regolare , condotte  dal  centro 
a tutti  gli  angoli  del  poliedro  delle  rette  che  lo  divida- 
no in  tante  piramidi  eguali  quante  ha  faccie,  una  di 
queste  piramidi  è il  prodotto  del  terzo  della  sua  base 
( che  è una  faccia  del  poliedro  ) per  la  normale  con- 
dotta dal  centro  su  questa  faccia;  onde  il  poliedro  è il 
prodotto  del  raggio  della  sfera  iscritta  per  il  terzo 
della  sua  superficie. 


5 66.  Dunque  anche  la  sfera  , poliedro  regolare 
d’ infinite  faccie , è il  prodotto  del  terzo  della  sua  su- 
perficie per  il  suo  raggio  . 

567.  Fatto  r il  raggio  della  sfera,  sarà >*jt  il  suo  cir- 


colo massimo  (520)  e —r^yr  la  sua  solidità:  ma  quelle  d.el 

3 

cilindro  c cono  equilatero  circoscritti  sono  2rìn  (561)  e 


S*-3x  ( 464.563)  ; danque  le  tre  solidità  son  tra  loro  ::  — r3*: 

3 

2r5ir:3r,5r  1:4:6  :9,  appunto  come  le  superficie . Se  il  cono 
abbia  l’altezza  e base  stessa  del  cilindro,  sarà  il  terzo  di  es- 
so  (563),  e il  cilindro,  la  sfera  e il  còno  staranno  ::  2r3»; 

— r3  7r  : — r1  v : : 6 : 4 : 2 : : 3 : 2 : 1 ; onde  il  cilindro  AM  meno 

3 0 * v 

O 

1’  emisfero  HKM,  cioè  il  solido  scavato  HAKBMKH,  eguaglia 
94-  il  cono  ACB. 

568.  Un  settore  sferico  è dunque  il  prodotto  della 
^ * superficie  descritta  da  BG  nel  terzo  del  raggio  BD  (566). 
Onde  fatta  BD  = r,CP  — x altezza  del  segmento  sferi- 
co BGM , ed  1 : x la  ragione  del  diametro  alla  circon- 


t 
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ferenza,  sarà  2rxx  la  superficie  descritta  da  BC  (554); 

dunque  il  settore  sferico  BCDM  = — - — . Pergiò  in  u- 

3 

na  stessa  sfera,  i settori  son  tra  loro  come  1’  altezze  de’ 
segmenti  su  cui  posano. 

569.  Onde  essendo  PD  = r — x e BPsxy'' (a rx  — 

A'1),  sarà  il  cono  retto  BDM  = ~~(2rx — x1)(r-x ), 

e BGMD  — BDM , cioè  il  segmento  sferico  BPMG  = 

~ (‘ir'x—  (2rx  — xz)  ( r ~x  ))  = xx*  (r  ~ ~ . 

570.  Dunque  fatta  DPrrz,  altezza  del  trapezio  DPBF, 

• 2r  ^ 7 r 

si  ha  CP  —x~r  — z,  e sottraendo  dall’emisfero il  seg- 

3 

a* 

mento,  viene  ?rz  ( r1 ),  solidità  della  porzione  sferica 

' . 3 

generata  dal  trapezio  DPBF.  Così  si  trova  che  fatta  l’altezza 
DQ  = «,  la  porzione  sferica  descritta  dal  trapezio  DQNF  ha 

u* 

per  espressione  vu  ( r* ) . Onde  la  solidità  della  zona  ge-  f 

— - jjJ  * 

nerata  dal  trapezio  QPBN  è * ( r*  ( z — u)~\ ) , e fatta 

3 , 

la  sua  altezza  PQ~^r,  il  suo  maggior  raggio  QN  — y t il  mi- 
nore PB  =/,  si  ha  z — u-^-g,  il  che  dà  la  sua  solidità xg{rx — 

„* 

u 1 — gu  — — ) . Si  ha  poi  yxzzrx~ux , e però  ys  ■+  u1  zz  r*  zr 


yy  -r  a1  -+•  2 gu  -4- gz  ; onde  gu  zz 


-y'-yy-g' 


, e però  una 


zona  qualunque  =:  *g  jlJL  — ^ — ~^(  3yx-\- 3y'y'~^ 

g *):  onde  la  zona  può  conoscersi  benché  sia  ignoto  il  raggio 
della  sua  sfera  . Del  resto , poiché  il  trapezio  HOQC  genera  la 

X»  * 

porzione  mz  ( r* ),  ed  è il  cilindro  NM  zzrzxw,  il  cilindro 

.3  ; 94* 

meno  la  porzione,  cioè  la  parte  NHO  del  solido  scavato 
HAKBMKH,  sarà.  eguale  al  cono  corrispondente  PCR, 

o 

come  le  loro  basi  (556). 

571.  Ora  {.er  paragonar  due  solidi  insieme,  chia- 
mo S,s  le  lor  iolidità,  e A,B,G,a,h,c  1 loro  fatto- 


1 
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ri;  dunque  S: s:: ABC: aho;  onde  i*.  se  A = a,8:s:; 
BG  : he  ; 2*.  se  A : a:\bc:  BG , S = s ; 30 . nei  solidi  si- 
mili S:,s:  : AJ  : a3  : : B’  : fcJ  ::  G5  : c3 . Onde , per  esempio, 
le  sjere  sono  come  i cubi  dei  raggi , de’  diametri , o del- 
le loro  dimensioni  omologhe  . 

Ecco’  alcuni  Problemi  per  esercizio  dei  Principian- 
ti che  potranno  scioglierli  o nel  primo  o ne!  secondo 
anno  dei  loro  Studj , or  per  sintesi  or  per  analisi  ed 
or  nell’  una  e nell5  altra  maniera  . 

512.  I.  Dati  gli  angoli  contigui  e contrariamente  posti 
DCA  — za,  CADzib,  ADCtr  c ec.,  trovar  l’espressione  dell’an- 
golo fatto  sull’ ultimo  lato  AD  o DC  da  MN  normale  al  lato 
DC  del  primo.  Ris.  Se  l’angolo  è uno,  1*  espressione  cercata 
saia  90°  3:  a ; se  son  due  , 90°  +.  a±b-,  se  son  tre , 90°  +■  a ± b 
3:  c ec.  : i segni  di  sopra  son  per  l’angolo  superiore , quei  di 
sotto  per  l’inferiore. 

573.  II.  Supposto  ora  che  MN  si  pieghi  in  V per  VP 
e si  accosti  ad  VO  normale  sopra  EC,  e poi  di  nuovo  si  pieghi 
per  PQ  e si  scosti  da  PR  normale  sopra  AD,  e così  continui 
a scostarsi  per  un  numero  qualunque  d’angoli,  determinare 
* in  qual  caso  Sara  PQ  sopra'o  sotto  la  normale  PR,  e l’angolo 
che  faranno  tra  loro  le  due  MN,PQ:  si  osservi  che  oltre  gli 
angoli  a,btc  ec.  dati  come  nel  passato  problema,  si  suppon- 
gon  dati  anche  gli  angoli  PVO  — / , QPR  ~ r"  ec.  Ris.  Se  i 
dati  angoli  son  due  e si  abbia  b > r' , la  retta  PQ  sara,  sotto 
PR  : se  b <r'  Sara  sopra,  e P angolo  che  fanno  tra  loro  le  due 
MN,PQ,  sarà  nei  due  casi  b — a + r" . Se  i dati  angoli  son  tre 
e si  abbia  c>r'',  la  retta  sarà  sopra  la  normale;  se  c<r", 
sarà  sotto,  e l’angolo  cercato  sarà  nei  due  casi  b — a — 
r'".  Non  importa  che  questi  angoli  si  trovino  negativi, 
q 574.  Ili  Condotte  sui  lati  CA  , CB  d’un  angolo  C — a le 

0 normali  FI, DI  e la  retta  FD  che  fa  con  esse  gli  angoli  DFI rr 
r,FDI  presupponendo  noti  gli  angoli  a , r,  trovare  in  tutti  i casi 
1’  espressione  dell’angolo  i.Ris.  Vi  sono  cinque  casi:  1°.  se  a > 
r ed  FD  è sopra  la  normale  IF , sarà  i~  a-+  r:  2°.  s c a > r ed 
FD  è sotto  FI , sarà  izz  a — r : 30.  se  r — o , FD  si  confonde- 
rà con  IF  e sarà  izza-,  40.  se  azzr,  FD  sarà  sotto  IF  c si  a- 
vrà  i — o ; 50.  se  a < r , FD  sarà  sotto  IF  e si  avrà  izzr  — a . 

575.  IV.  Condotte  nell’angolo  stesso  C — a due  altre  nor- 
mali I'f'jI'D'  con  un’altra  retta  FTP  onde  si  abbiano  gli  an- 
goli DFI=p,  D'FT=k,  FDI~#,F'DT':=  h,  supponendo  p , 
iì  dalla  parte  medesima  delle  loro  normali,  g -¥  h.  un  angolo 
' . assai  grande, p — u un  angolo  piccolissimo,  ep>u,  determi- 
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■stare  i casi  in  cui  sarà  g maggiore  o minore  di  h,  e la  ra- 
gion  degli  angoli  p—u  e ±h^:g.  Bis.  Di  u combinazio- 
ni, 5 sole  non  si  oppongono  alle  condizioni  del  problema: 

I».  quando  FD , F'D'  son  di  la  dalle  loro  normali  FI,  FI', 
si  avrà  g—a'+p,h  — a-+u  e g">-h‘  2‘.  quando  sono  al  di 
qua , se  g zz  a — p ed  hzza  — u , sarà  g-<h:  3J.  se  g — o 
ed  hzza — u , saia  g-<h:  4 . se  g — p — a ed  /tr  o,  sarà. 
.g>h:  se  g—p — a ed  h — u — a,  sarà  g>h.  In  ge- 

nerale si  avrà  sempre  p — uzz±h  ^.g. 

576.  V.  Condotte  da  un  punto  qualunque  d’  un  trian- 
golo equilatero  tre  normali  ai  tre  lati , assegnar  la  ragione 
della  lor  somma  alla  normale  che  dal  vertice  del  triangolo 
va  alla  base  . Bis.  La  ragione  è d’  egualità . 

527.  VI.  Descritti  tre  quadrati  sui  lati  d’  un  triangolo 
qualunque  e congiunte  le  loro  estremità  con  linee  rette  , e 
di  nuovo  sopra  queste  descritti  tre  altri  quadrati  , e unite 
con  tre  rette  le  quattro  estremità  corrispondenti  di  ciascu- 
na lor  coppia,  assegnar  la  ragione  del  dato  triangolo  a cia- 
scun dei  nove  che  ne  risulteranno.  Bis.  Ciascun  dei  nove 
triangoli  eguaglia  il  dato. 

578.  VII.  Data  la  media  m di  tre  proporzionali  e la  dif- 

ferenza d dell’ estreme , trovar  l1  estreme.  Bis.  La  più  piccola 
, — d±  (4™*  -f-ci1  ) 

_ 2 

579.  Vili.  Data  l’altezza  a d’ un  triangolo  eie  differen- 
ze b,c  dei  lati  e dei  segmenti  dalla  base,  trovare  il  trian- 
golo. Bis.  Chiamato  x il  segmento  minore,  sarà  x — — 

•2  2 » ' e — b 1 


580.  IX.  Darò  un  lato  a intorno  all1  angolo  retto  d’ti* 
triangolo  rettangolo  e 1’  aggregato  b degli  altri  due,  trovar 

• 1 • » • T » • a1  — J-  4* 

questi  lati.  Bis.  L ipotenusa  xzz — . 

581.  X.  Determinar  la  figura  contenuta  dalle,  quattro 
rette  che  partono  dal  mezzo  di  ciascun  lato  d’  un  quadrila- 
tero , e la  sua  ragione  al  .quadrilatero . Bis.  La  figura  è un 
parallelogrammo  che  è metà  del  quadrilatero. 

582.  XI.  I quadrati  dei  lati  d’  un  parallelogrammo  qual 
ragione  hanno  ai  quadrati  delle  diagonali.  Bis.  D’egualità. 

583  XII.  In  un  parallelogrammo  AllDE  trovare  un  pun- 
to P tale,  che  unite  agli  angoli  le  rette  PA,PD,PB,PE  sia 
PA*  -f-PD*  PB1  -f-PE2  . Bis.  Se  il  parallegrammo  è rettan- 
golo, ogni  punto  sodisfa  al  problema;  se  non  è rettangolo,  il 
problema  è impossibile. 


29. 


7 *> . 
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584.  XIII.  Condotte  da  un  punto  E della  diagonale  AD 
d’ un  parallelogrammo  BC  le  normali  EF,  EI  sui  lati  AB,  AC, 
assegnar  la  ragione  del  rettangolo  DA  X AE  ai  rettangoli 
CAx  AF -4- BA X AI . Ris.  La  ragione  è d’ egualità.. 

585.  XIV.  Per  un  punto  P preso  dentro  un  angolo  BAE 

condurre  una  vetta  BPE  tale,  che  l’area  BAE  eguagli  una 
data  superfìcie  m2 . Rii.  Condotte  PM,PN  parallela  e nor- 
male ad  AE  e chiamandole  a,b , si  avrà.  AE  ..... 

m2  ± m y/  ( m2  — 'lab  ) 

— 

586.  XV.  Prolungati  i lati  Kl,I(*  d’ un  parallelogram- 
mo HI,  e da  un  punto  qualunque  come  vertice  descritti  tre 
triangoli  sui  lati  Ki , IG  p sulla  diagonale  HI  condotta  per 
l’angolo  contenuto  dai  lati  KI,IG,  assegnar  la  ragione  di 
quelli  a questo  i°.  quando  il  vertice  è dentro  l’angolo  CIA 
o DIK;  3°.  quando  è dentro  1’  angolo  K1G  o'DIA:  30.  quan- 
do è in  uno  dei  due  lati,  o nella  diagonale,  o nel  prolun- 
gamento degli  uni  o dell’  altra.  Ris.  i°.  il  triangolo  sulla 
diagonale  eguaglia  la  Somma  di  quelli  sui  lati  : 3°.  ne  egua- 
glia la  differenza:  30.  i tre  triangoli  divengon  due  e sono 
eguali . 

587.  XVI.  Iscrivere  in  un  dato  triangolo  un  rettangolo 
che  eguagli  un  poligono  dato.  Ris.  Fatto  ac  il  poligono,  a 
la  baae_  del  triangolo,  <1  la  sua  normale  dal  vertice,  b un 
suo  lato,  la  parte  cercata  di  esso,  presa  dai  vertice,  sarà. 


588.  XVII.  Descrivere  un  quadrato  imun  semicireolo. 
Iris.  Chiamato  2 a il  diametro , l’ incognita  presa  dai  vertice 

\ 1 , y & 

sara  x ~ a ± v — . * 

5 

589.  XVIII.  Il  quadrato  del  lato  del  trigono  regolare  i- 
scritto  nel  circolo,  qual  ragione  ha  al  quadrato  del  raggio? 
Ris.  Tripla. 

590.  XIX.  I quadrati  del  lato  del  pentagono,  dell’ esago- 

no e del  decagono  regolari  iscritti  in  un,  circolo  qual  ragio- 
ne hanno  tra  loro?  Ris.  Il  quadrato  celi’ uno  eguaglia  quel- 
li degli  altri  due.  • < 

591.  XX.  Quajl  ragione  hanno’tra  loro  le  differenze  de- 
gli esagoni  regolari  circoscritto  ed  iscritto  ad  un  circolo , 
dell’  esagono  e trigono  iscritti , dei-trigono  ed  esagono  circo- 
scritti,  e dell’  esagono  circoscritto  e trigono  iscritto?  Ris.  Con- 
tinua aritmetica. 

592.  XXL  Qual  ragione  hanno  tra  loro  tre  poligoni  re- 
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golari  di  lati  m , im ,m,  il  piimo  circoscritto  e gli  altri  due 
iscritti  al  circolo?  Ris.  Continua  geometrica f 

593-  XXII.  Qual  ragione  hanno  trja;.loro  t;e  poligoni 
regolari  di  lati  in , 2m , 'ini , i primi  due  circoscritti  e il  ter- 
zo iscritto  a!  circolo?  RLs.  Continua  armonica. 

574.  XXIII.  Iscritto  e circoscritto  al  circolo  uno  stesso 
poligono  regolare,  trovare  il  raggio  del  circolo  a cui  circo- 
scrivendo o iscrivendo  un  poligono  simile  , il  nuovo  poligo- 
no eguagli  la  differenza  dei  dati.  Rii.  Il  raggio  cercato  è 
nel  primo  caso  la  meta  del  lato  del  dato  poligono  iscritto» 
nel  secondo  la  meta  del  lato  del  circoscritto. 

595.  XXIV.  Alzata  nel  semicircolo  A \1B  1:  ordinata  PM 
per  cui  passi  una  corda  NB  condotta  dall’  estremità  del  dia- 
metro, trovar  la  ragione  dei  rettangoli  AB  X BP  ed  MB  X 
BD  . Rii.  La  ragione  è d’  egualità. 

57Ó.  XXV.  Condotte  da  un  punto  M dilla  circonferenza 
il  cui  centro  è C,  la  tangente  MT  e l’ordinata  MP , asse- 
gnar la  ragione  delle  quattro  linee  TA,TP,TC,TB  prese 
sul  diametro  dall’origine  della  tangente.  Rii.  La  ragione  è 
geometrica . 

597.  XXVI.  Data  1’  area  AXra  ed  il  solo  contorno  la- 
terale ALMMCrc  d’  una  figura,  trovare  un  rettangolo  che 
la  eguagli  in  area  e con  tre  de’ suoi  lati  anche  in  contorno. 
Ris.  Se  l,p  sieno  la  larghezza  e l’altezza  del  rettangolo 


FIG. 


58. 

5°- 

48. 


. v c — I- \/ ( c1  — Sa)  , 4a 

cercato,  si  arra  p=r  — ----- ,i~ — — — . 

r 4 c-ì-Vic1  — 8a) 


59S.  XXVII.  Da  un  dato  punto  in  un  lato  dividere  un 
triangolo  in  qualunque  numero  n di  parti  eguali.  Ris.  La 
soluzione  dipende  dal  num°,  526. 

599.  XXVIII.  Dividere  un  triangolo  in  n parti  eguali  con 
rette  parallele  ad  un  lato . Ris.  Fatto  a questo  lato , la  par- 
te dell’altro  da  cui  deve  condursi  la  prima  parallela  sarà x zz. 


600.  XXIX.  Costruir  la  formula  xzz  —y nel  caso 

a \m-hn) 

del  n°.  526.  Rìs.  Si  trovi  in  un  Iato  del  triangolo e 

° m •+  n 

la  costruzione  è fatta . 

601.  XXX.  Trovare  un  circolo  eguale  alla  superficie 
d’  un  dato.,  cilindro  o cono  retto . RLs.  Se  a*sia  il  lato  del 
solido,  r il  raggio  della  sua  base,  * quello  del  circolo  fccr- 
cato,  si  avra  x—^Jìar  per  il  cilindro,  xzz^/ar  per  il  cono. 

603.  XXXI.  Dato  un  tronco  di  cono  retto  CD  con  le 
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basi  AC, DE  parallele,  farvi  una  sezione  HI  parallela  alte 
basi  in  modo  che  la  circonferenza  di  essa  sia  media  pro- 
porzionale aritmetica  tra  le  circonferenze  delle  basi . Ris . 

Se  sia  ECrziZ,  EIrrx,  si  avrà  x — ~. 

2 

603.  XXXII.  Trovare  un  circolo  eguale  alla  superficie 
d’un  dato  segmento  sferico.  Ris.  Se  sia  a l’altezza  del  seg- 
mento, r il  raggio  della  sua  sfera,  quello  del  circolo  cer- 
cato sarà  x — y/zar. 

604.  XXXIH.  Trovare  una  sfera  eguale  in  solidità  ad  un 

dato  segmento  sferico.  Ris.  Prese  le  denominazioni  del  pas- 
sato problema  ^ il  raggio  della  sfera  sarà  x — 

equazione  che  con  la  seguente  s’insegna 

a costruire  a suo  luogo. 

605.  XXXIV.  Trovare  una  sfera  eguale  alla  somma  d’un 

cono  e d’un  tronco  di  cono  retti.  Ris.  Se  a , a sieno  1’  al- 
tezze del  cono  e del  tronco,  ed  r,r',r"  i raggi  delle  lor 
basi , quello  della  sfera  cercata  sarà  *3  . . - 

^£ar*  ~+  a' ( 

606.  XXXV.  Data  una  sfera  formarne  un  cono  retto 
Je>.  della  data  base,  2°.  della  data  altezza,  30.  o un  tronco 
di  cono  retto  delle  date  basi , o d’  una  base  e d’  una  abaz- 
ia date.  Ris.  1°.  Se  r,r'  sieno  i raggi  della  sfera  e del  co- 

• d p ^ 

no , 1’  altezza  di  esso  sarà  * = -ì—  : 20.  se  sia  a 1’  altezza 

r 

del  cono,  il  raggio  della  sua  base  sarà  y—2r^—:  30.  se 

r' , r"  sieno  i raggi  delle  basi  del  tronco,  la  sua  altezza  sa- 

z — — — , ; 40.  se  sia  / il  raggio  della  base 

r -+■  r — b r r 

del  tronco,  a la  sua  altezza,  il  raggio  dell’altra  base  sarà 
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TRIGONOMETRIA  RETTILINEA 


6oi . T A Trigonometrìa  misura  le  parti  dei  tri- 
I—'  angoli  e scioglie  quando  ò possibile , 
questo  generai  problema  : date  tre  delle  sei  cose  che 
compongono  un  triangolo  (422) , trovar  lì  altre  tre . El- 
la è rettilinea  se  son  rettilinei  i triangoli  da  risolver- 
si, ed  è sferica  se  sono  sferici . 

608.  Condotte  nel  quadrante  CAB  le  tangenti  in 
A » B , e dai  varj  raggi  CM  , CO  ec.  prolungati  fino  99* 
alle  tangenti  in  X , T > in  S ec. , calate  le  varie  ordi- 
nate MI!  , OG  ec.  sul  raggio  CA , ed  MQ  , GL  ec. 
sul  raggio  CB,  se  a sia  un  angolo  qualunque  MCA, 
o il  suo  arco  MA,  chiamo  MH  il  seno  di  a,  e scri- 
vo MH  = sena;  AX  la  tangente  di  a,  ed  AX  — tanga; 

CX  la  secante  di  «,  e CX  = sei;a;  AH  il  seno  verso 
di  a,  ed  AH  = serzv. a;  quattro  rette,  che  con  nome 
comune  diconsi  funzioni  d un  angolo  o d’un  arco  a: 
e poiché  MCB  o MB  è il  complemento  di  a (399) , 
le  quattro  funzioni  di  MB  diverranno  co -funzioni  di 
a , onde  QM  = CH  sarà  il  coseno  di  a,  e CII  = 
cosa;  BT  la  cotangente  di  a,  e BT  ~cota ; CT  la 
cosecante  di  a,  e CT  = cosce  a ; BQ  il  coseno  verso 
di  a , e BQ  = cos  v . a . 

609  È chiaro  che  queste  funzioni  e co -funzioni 
variano  col  raggio  CA  = r:  cosicché  il  quadrante  FQ  •* 
del  raggio  GF  = / dà  mh  per  seno  di  a e non  più, 

MH  ec.  : ma  essendo  MH:m/i::MC:mC  ::  r:  r' , si  a- 

vrk  mh  = — — — o ( se  il  raggio  primitivo  r = I ) mh  = 

MlI.r';  per  aver  duuque  la  funzione  mh  basterà  mol- 
tiplicar la  primitiva  MH  per  il  nuovo  raggio  r . Noi 

E e 
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29  feremo  sempre  r=i;  e se  non  lo  sia,  le  funzioni, 
perchè  linee  rette  o potenze  di  esse  , dovranno  mol- 
tiplicarsi o partirsi  per  quella  potenza  di?*  che  le  ren- 
da omogenee  (107). 

6 1 o.  Ciò  supposto , si  ha  MH  ( = QC  = cos  BM  ) = 

i\  seri  a = cos  ( 90°  — a)  ...  CH  ( cos  a ) : HM  ( seri  a.  ) : : 

CA(i  ):  AX  = 

tango  = — - . . . CII  ( cosa  ) : CA  ( I ) : : CM(i): 

cos  a 

ex— 

3’.  sec  a — — — . . . AH  = AC  — CH  — 

\ cos  a 

41.  sen  v.  a =;  1 — cos  a ...  CH  ( = QM  = sen  BM  ) = 

5‘.  cos; a =sen  ( 90  *—  a)...  MH(  sen  a ) : CH  ( cos  a ) : : 
/CB  (i):BT  = 

6\cota  = — ~ — — 1 — ...  OC  ( sen  a ) : BC  fi):: 

sen  a tari’i  a ' , 

MC  ( 1 ) : TC  =x 


7*.  cosce  a = — - — . . . BQ  = BC  — GQ  = 

81.  cos  v.a=i  — sena  . . , CM*  — MH*  -+  HG4  = 

9».  1 =zsen*a~bcos*a..-.  CX4  = CA*  -+AX*  = 

1 q».  sec*a  = 1 -+  tang'a . . . CT*  = CB*  h-  BT*  = 
li*.  cosecza  — ih-coé4<z;  formule  fondamentali  da  cui 
ne  avremo  poi  molt’  altre . 

dii.  Per  ora  osservo  che  da  A a B i seni  cresco- 
no e i cosejji  scemano,  ambedue  positivi;  in  A si  ha 
sen  a — o e cos  a = r ; in  B , a 90°  da  A , sen  a ;=  r e 
cos  a = o . Da  B a D i seni  scemano  e son  positivi, 
ma  i coseni  crescono  e son  negativi;  in  D , a i8o°  da  A 
sena  — o e cosa  — — r.  Da  D ad  E i seni  crescono  e 
i coseni  scemano,  ambedue  negativi,;  in  E,  a 270°  da  A, 
sen  a — — r e cos  a = — o . Da  E ad  A i seni  sce- 


mano e son  negativi , e 1 coseni  crescono  e son  posi- 
tivi : in  A , a 360° , tutto  ricomincia  come  prima 
quando  a > 360“  ; e fatto,  per  esempio,  a — 90",  e 
supposto  n un  numero  qualunque  ed  m il  resto  di 
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~ , sarà  sen  na  = sen  ma  , coj  na  — cos  ma  : così 

*e/i  £ . 90®  = sen  3 90°,  cos  1 4. 90*  — cosz. 90*  cc. 

61  a.  Dunque  anche  1’ altre  funzioni,  che  come 
si  è visto  (610),  dipendon  tutte  dal  seno  e dal  co- 
seno, varieranno  in  valore  ed  in  segno  per  l’intera 
circonferenza:  così  la  tangente  alternativamente  posi- 
tiva e negativa  nei  quattro  quadranti , sarà  tango.  = 


FIG. 


sena 


cosa 


^ . « 
— ==  o in  A , 


»■  . u o 

— = 00  in  x> , = — r = — o 


in  D,  = —q  = 00  in  E,  ricominciando  anch’ essa  col 

primo  ordine  se  n!>36o®.  Ecco  in  compendio  i can- 
giamenti delle  quattro  principali  funzioni . 


a 0° 

da  o° 
a po° 

a 90° 

da  90° 
a i8o° ; 

a 180® 

da  180°' 
aì:o° 

1 a 2"o® 

da  2*o° 
a 360® 

sen 

0 

H* 

-+  r 

-4- 

0 

— 

- — r 

— 

COS 

•+»• 

-4- 

0 

— 

— r ' 

— 

— 0 

-4- 

tang 

0 

-1-00 

— 

O 

-4- 

-4-  co 

— 

cot 

co 

-+• 

0 

— 

CC 

-4- 

— 0 

— 

613.  Osservo  ancora  che  il  seno  MH  d’  un  arco 
MA  è la  metà  della  corda  MZ  d’  un  arco  doppio 
MAZ  (40 6):  onde  t*.  come  MZ  è corda  di  MAZ  c 
di  MBDEZ , così  MH  è seno  di  MA  e del  ' suo  sup- 
plemento MBD:  2n.  come  MAZ  = 60°  dà  MZ  — 
r = 1 ( 456  ) , così  MA  — 30°  dà  Mll  scn  30°  -- 

; allora  CIì= cos  30*  — ( forra.  91  ) sì  ( 1 > — seti1 30*)  = 
■^-^3*.  30.  come  OAZ'  = 90*  dà  OZ'  ==  Va,  (459)» 

così  OA=  45*  dà  OG  = scn  45°  = — GG  = cos 

45*  ; allora  anche  C A — AS  — tang 45"  — 1 — SB  — 
cot  45*  : perciò  gli  archi  equidifferenti  da  43"  in  — 
cd  in  -+•,  avranno  reciprocamente  i seni  eguali  ai  co- 

acai,  ed  scu^o*  ~ scn  £ is*  — r"°V — *~f  "* 
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99-  CF  = cos  60* 


)(  224  )( 

= COS ( 45°  ■+ 15’),  e CH^v^aPF. 


6 14.  Dati  ora  i seni  o metà  di  corde—  — sena, 

~ = seti  b di  due  archi  a , b , se  si  voglia  il  seno  — = 
seri  ( a z±b)  della  lor  somma  o differenza , si  avrà 
( form.  9*.  ) cosa=zV (r* — -i-m1  ) = —•  V' ( 4r*“m*)  > 

e cosbzrzVtr*  — ^ n*  ) = -J-  \/  ( 4'**  — n*);  dunque 

( 48^  4*^  | -jV  ( 4^*  -»*)*=£•  i V(4r‘- 

m*  ) , cioè , fatto  ;•  = 1 , 

I2a-  serc  (a  ± b)  = seti  a cos  b t±  seti  b cos  a = s± 
se/i  ( è =fc  a ) . 

61 5.  Dunque  cos  ( a r±  6 ) = ( form.  5*.  ) rea  ( 90* — 

( a rfc  è ) ) — *#1  ( ( 90° — a )+=6)  = $e/z  ( 90° — a ) 6 ^ 

seti  b cos  o°  — a ) : ma  (form.  i*.  5*.  )sen  (90°  — a)= 
eoo?  a e cos  ( 90°  — a ) = sen  a ; dunque 

33*.  cos  (a^b)  =cos  acosb^  senasenb  — cos(b  r±a): 
e se  la  forra.  3 a*.  si  divida  per  la  13*,  e il  numera- 
tore e denominator  del  secondo  membro  per  cosax 
cosb,  avremo 

I4a.  tane- (a^to)  = — — lasciando  fin  d o- 

T 0 ' ' 1+. tango  tannò' 


ra  di  notare  ( toltone  qualche  caso  ) la  cotangente 
che  si  ha  subito  dalla  tangente  ( form.  6*.  ).  Le  for- 
mule dell’  altre  funzioni , e le  varie  espressioni  di  quel- 
le medesime  che  abbiam  trovate , si  avrebbero  nel 
modo  stesso:  ma  basta  a noi  di  dar  le  fondamentali 
da  cui  nascono  tutte  1’  altre . Fermiamoci  a conside- 
rar la  I3a.  e la  13'.  che  tanto  importano. 

616.  Giacché  (614. 615)  sen  (a  — b)  — -sen(b  - 
a ) e cos  ( a - b ) — cos  ( Z>  — a),  combinando  le  for- 
mule 2-1 , 3* , 6a , lx , si  troverà  tang  (a  — b ) 3=  — - 
tang  ( b — a),  cot  (a  — b ) = — cot  ( b — a ) ec. 

6 i~.  Se  gli  angoli  a,b  sieuo  piccolissimi  ed  4k- 
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*•  lùan  per  seni  $,0-,  sarà  prossimamente  ( form.  9*.  ) 
3en(a=±6)  = JVr(i-|ff*)*=ttfv'(i-a^’)*=='y(  1 - 

a ffl  ) =±  c ( l-2"»'*)=(-s-±®')(  I T=f^ff)=Jr±ff  = 
sena?±senb , per  esser  se  assai  piccolo. 

618.  Facendo  a = 9o*,  = 1800  , = 2^0’  , = 360’, 
le  form.  i2a,  13*,  14»  daranno 


sen 


90*  r±b~ 
. y I 80*  ■=tb  = 

.360*  =±6  = 


cos 


4 -cotb 

zttangb 

+zcotb 

zt  tang  b 


cot 


|= 


90“  dtb  — Stangò 
80  — h zzz  — t-  cot  b 
2^0°  t±  b = +-  tJngb 
360°  ztb~±t  cot  b 


ove  si  noti  1*.  che  le  funzioni  negative  — scnb,  — 
cosb  ec.  appartengono  ad  archi  che  posson  sempre 
determinarsi;  infatti 


- sen  b — sen  ( 1 8o°  -4-  b ) = sen  ( 360*  — b ) 

- cosb—cos  ( 180 ° ±b) 

- tangb  = tang(  1 8o°  -b  ) = tang  ( 360°  - b ) 

- cotb  = cot  ( 180  °-b):  20.  che  essendo  cos  ( 1800- 
b)  = cos  b ( astraendo  dal  segno  ) , se  un  arco  b -4- 
m sia  medio  tra  b e il  suo  supplemento,  sarà  b~+m  <C 
1 8o°  - b , cos  ( b -+-  m ) <C  cos  ( 1 8o°  — b ) cioè  cos  ( b -+■ 
m ) < cos  b ; e quando  pur  si  móltipliehi  cos  ( b-+m  ) 
per  n seni  o coseni  , sarà  sempre  ( 64  ) n cos  ( b -4- 
711  ) <C  cos  b : 30.  che  una  stessa  funzione  appartiene 

a molti  archi  , come  sen  b — ± sen  ( 180°+  b ) = db  ' 
sen(g6o'±b),  o in  generale  sen  b = ± sen(  (2u-t- 1 ) 
180°  + b)  = ± sen  (n.  360°  ±b  ),  espressione  che  si  ri- 
duce alla  prima;  poiché  ± sen  ((2«4i)  180°  4:/»  ) = 
±sen(n.  360°  4-  ( 1 8o°  qp  b ) ) = ± sen  ( 1 8o°  b ) ; e fatto 

4-  1 )3$9°±b)  =5=  fen(m  . 3<5o°-t- 
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{$6o*±b))=±sen{§6o°±b)=: ±jen ( rSo* -+  ( i %o°± 
b))  — ^ «n(  180''  ± b),  onde  tutti  quei  valori  si  ri- 
stringono a seri  b , 'seri  ( i8o°-b),-sen(  i8o°~hb). 

óip.  Sommate  ora  e sottratte  le  form.  ia’js  13*, 
verrà 

15*.  senacos b=%sen(a-+b)-+  %sen(a  — b) 

16*.  senbcos  a = lsen(a-±b)  — ±Sen(a — b) 
i2*-cosacosb=zjiCos(ci-+b)-+±cos(a  — b) 

1 8*.  seri  a seri  b = ^cos(a~  b)  — £ cos  ( a -+>  b ) , formule 
che  trasforman  prodotti  di  seni  in  seni  semplici* 
620.  Se  in  queste  si  faccia  a-+b=p,a-b=:qt 
onde  a=i(pH-?),i  = i(p-?),  SJ  avrà 
*9  • senpxsenq^nsenZ  (p  ± q ) cos%(p^q) 

2o*.  cosp  ■+  cos qzz=z  2cosr;  ( p -+■  q )cos±  (p-q  ) 
a.il.cos  q - cos p=2sen  $ (p  ■+  q )sen  \p~q),  ed  an- 
che 


22*.  tangp  ± tang  q = ( a*.  12*  ) 

' cosp  cos  q 

2 31.  cot  q±  cotp=  ( 6'.  i2a.  ) — formule  che 

sen  p seri  q 

cangiano  i seni  semplici  in  prodotti  di  seni. 

62  r.  Se  nella  form.  19*.  sia  p = na,  q = ( n 

2 )a,  troveremo  in  generale 
24*.  sen  na=2cos  a sen  ( n — 1 ) a — sen  (n — 2 ) a 
25  cos  na  ==  2 cos  a cos  ( n — 1 ) a — cos  ( n - 2 Ja , con 
che  i seni  e coseni  degli  archi  multipli  si  hanno  dai 
loro  inferiori  : così  fatto  in  particolare  n — 2 , verrà 
26*.  sen  2a  = 2sen  a cos  a , ove  se  2a  = m,  viene  sen  m = 
zsen  ^mcos^m. 


271.  cos  2 a ~ 2 cos*a  - 1 = cos\i  - sen1  a , che  divise  1’ 
una  per  1 altra  e diviso  pure  il  numeratore  e deno- 
miuator  del  secondo  membro  per  cos1  a,  danno 


_ o,  . „ 2 tariffa 

28*.  tang2a  — . 

1 — tang  a 


622.  Che  se  nella  forra.  19*.  siap^o*,  e nel- 
la 201.  e 2ia.  sia  q = o,  verrà 
?9J.  1 =t  sen  q = 2 sen  ( 45°  =t  i q ) cos  ( 45^ 
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jpr.  i ■+  cos  p = tcos*J-p 

31*.  1 - cosp  = 2scnt  lp,  e perciò 

32  \ sen  lp  —W—  — — 1 

, ,.+»,? fea,lt' clt' 
331-  cos  -*-p  = V — — — ) 


diviso  1 Li- 


na per  f altra  e moltiplicato  al  solito  il  secondo  mem- 
bro per  1 — cosp  ovvero  per  ih- cosp,  danno 

cosp 

...  ■ _ /m.  / »■  

I;H-  cos 


I — cos  p , seno  /I 

34\£an£-ip==— /;iV-  = 7^—77,  = Vi 


senp  1,-4-  cosp  V 1 -+cosp 

623.  Dividendo  l’  une  per  1’  altre  le  formule  del  n°.Ó20, 
si  troverà  facilmente 

senp -4-  sen  g _ tang-l ( p-+2_) _ aen^(pH-g>co5|  (p  — ^ 
^ ' senp  — senq  tang ^ (p — 2)  cos^(p-4-j)  sen  A (p  — 2) 

. sen  p rt  se/i  9 . . . . 

36*.  — — ==  fang'A  (p±o) 

cos p -4-  cos  q - 

senp±senq  . , . 

37».  -r =cot-Mpq:j) 

COS  J — COS  p * 

cosp-bcosq cot^{p~^rl) 

* ’ cos  q — » cos p tang  A ( p — j ) 

i tangptttangq st/ilpd:^) 

^ ' tatigp+.tangq  sen(pq^q) 
tang  p -±  tang  q 

4.0».  — 2_£_ — — tangp  tang  q 

* cotq^cotp  < 

a tangp  ± tangq  __  sen  [p±q)  tangp  tang  q 
" cot  1/  qc  cot  p sen[p+.q ) 

624.  Dividendo  anche  1’  une  per  1*  altre  le  form.  r 
30»,  31»,  si  ha 

_ I rfc  seno  1 / . *0  r 1 v 

42’.  - = tang*  (45  ± A ? ) 

I 3:  sen  2 

I ± sen  q __ 


43*  • izr___l  — ( 613 • J 

1-4-  cos  p 


I ± sen  q sen  (45  — ? ) 

44*.  rrnr- 


■ sr/i~  ( 45°  ± j 9 ) 

cos‘-  Ap 


I — Cosp 


sen 
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4$a. -s-£—cot*Lp:  c «e  nella  fori*.  si  facci»  pzz, 

^ 1 — cosp  2 

45°,  verrà  (613.30.) 

461.  in  t™33.  — tang ( ± q) . E tanto  si  ha  dal  sommar» 

l+tangq 

e sottrarre  le  formule  12*.  e 13'. 

625.  Se  queste  orasi  moltiplichino,  è facile  il  dedurne 
42*.  seti  ( a -+  b ) seri  (a  — b ) — cos*b  — cos*a  — seri1  a — seri 
48’.  sen (a±b )cos («db b)~  J.  se«2(  a±  6 ) 

491.  sen  (a±b)  cos(a+.b)—  fi  (sen‘2e±scn2b  ) 

50*.  cos  (a-hb)cos(a — b ) ac  cos1a  — senzb  zzeos1  b — sen1  a • 
E se  si  dividano  l’una  per  l’altra  col  divider  pure  al  solito 
il  secondo  membro  per  cosa  cosi,  avremo 

a seri  (a  -+£>) tanga  -+  tangb 

seri  (a  — b)  tanga  — tang  b 

. san  (a±b)  tanna  ± tav.nb 
v ; o o 

cos(aqrò)  1 ± tang atang b 


cos(a-bb ) I — tangatangb  r _ , 

53*.  — ; = -£ e_.  Tutte  queste  formule 

cos(a  — b)  I -+■  tang  a tangb 

posson  variarsi  all'infinito  col  sommarle,  sottrarle,  mol- 
lificarle c dividerle. 

• 626.  I seni , i coseni  e V altre  funzioni  circolari 
di  cui  si  è parlato  finora,  furon  calcolate  in  parti  del 
raggio  1 e di  minuto  in  minuto:  le  più  comode  Tavo- 
le, a parer  nostro,  son  quelle  di  Gardiner  ( Firenze 
17 96  ),  ove  si  hanno  anche  le  Tavole  dei  Logaritmi 
dei  Seni  e Tangenti  di  io"  in  io".  Se  ne  troverà 
qui  sotto  la  costruzione  . 


Calcolo  delle  Tavole  dei  Seni 


627.  Giacché  le  funzioni  dei  primi  450  son  co -funzioni 
dei  450  seguenti  (613. 30.),  per  aver  la  Tavola  dei  Seni  fin» 
a 90"  basta  calcolare  i seni  fino  a 450  c dedurne  tutte  l’ altre 
funzioni  per  le  formule  9* , 21 , 6* , 3* , 2* . La  natura  del  circo- 
lo fa  poi  vederci  che  i seni  tornano  in  ordine  inverso  da. 
90°  a l8o°,  e che  quelli  dei  due  ultimi  quadranti  differisco- 
no nel  solo  segno  da  quelli  dei  due  primi.  Tutto  perciò  si 
ridurrebbe  al  calcolq  d’ un scmiqu idrante  seia  form.  12*  non 

diminuisse 
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diminuisse  ancor  di  15°  la  fatica  ; da  essa  e da  sen  30  * zz  1 , 
cos 30°ri.  ^3  (613)  si  ricava  sc«  ( 30°±  ò)  :p  l'sen  ò y's  = 
.1  cos  b , onde  sen  ( 30*  -+  b ) ~ r sen  ( 30°  — b ) *4.  se/i  i y^  : si 
condurrà  dunque  il  calcolo  fino  a 30°,  e posto  poi  b — , 

2°, 30....  150  si  andera  con  la  formula  fino  a 450. 

628.  Cerchiamo  pertanto  come  possa  giungersi  a 30° . Poi*. 

ay' — I — a^/—~ì  » 

thè  ( form.  91.)  scn'a  -+  cos%a~l~  ^ — — J 

ay' — I — a^/-r- 1 1 

( ) ( 149) , e 1*  arco  ara 0 dà 

\ 2\/  — I 

ay/ I ay/ — I 


54*.  cos  a — 


■e 

o 


-,  sarà 


iyj — I — ay' — 1 


55’.  sen  azz- 


2y/  — X 


- : ma  supposto  lazzi  (308), 


ay'— I . a1  a5  y/  — ] 

: - _ I -+ ay' — I — — — 

n A 


■+  ec.  ~ 


si  ha  ( 307  ) e 

a -•*> 

a*  a4  , a}  . , , — aJ-l 

I j+ ec.  -+  ( a (-ec.)y'— 1,  ede  v = 

2 2.3.4  3-3 


a 

ec.  — I ! f-  ec. 

2 2.3.4 


. a aV-I 

I — a^/—  I 1 

3 2.3 

— (a- +-ec.)  — 1;  dunque  sostituendo  e riducendo, 

2*3 

verrà 


r LI  IL  II 

<6l.  sena  — a— 1 — — 

v a 1*  rt  n A4 


3-3  2.34.5  2-3-..6.‘Z  2.3  ..8.9 


— ec. 


a1  a4- 
53*.  cos  a~  1 1 


2 2.3.4  2.3...5.Ó  2.3...?.8 


— ec. 


sena  , . a}  2 as  17  a7  6za9 

58 \tangaz. =(233)0-+- h f-  — I — r- Hec. 

•»  ° -,  v o n C O1  e *7  - 5.7.9 


cos  a 


2 a1 

0-5  3*-S-Z 

2ay 


a • 


cosa  . . I a <i*  2ay  a7 

sena  à>  a 3 3*. 5 3*. 5-7  3*-5  -7 
629.  Qui  si  osservi  1°.  che  se  a sia  un  arco  piccolissimo, 
lo  saranno  molto  più  a1  ,aì  ec.,  che  perciò  spariranno  in 
confronto  di  a,  e allora  sen  azza  — tango , cosazz  1 , cotazz 
2°,  che  se  il  raggio  supposto  1 , sia  r,  queste  serie,  vo- 

F f 
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lendole  o usar  come  stanno  o calcolare , dovranno  supplirsi 
con  le  potenze  di  r , secondo  la  regola  (609),  o moltiplicarsi 
per  r nel  final  risultato  (609)  : 30.  che  1’  arco  a per  cui  non 
dati  il  seno,  il  coseno  ec.,  supponendosi  ridotto  in  linea  ret- 
ta, non  potranno  aversi  quelle  funzioni  se  non  si  rettifichi 
la  semicirconferenza  o non  si  sappia  la  ragione  tra  il  raggio 
e lei.  Ora  applicando  alla  form.  56*  il  ritorno  delle  serie 
(294),  verrebbe 

seda  2sen*a  3 .t,sen7a  3.5.7  sen9a 

60*.  a^sena  f-* — — - 1 — -+ 

2-3  2.4.5  2.4  6.7  2. 4. Ó.8.9 

ec.,  e preso  un  seno  già  noto,  come  sen^ozz  J-,'  si  avrebbe 
l’arco  di  30°,  che  dà  quello  di  1 8o° r; 30° . 6 : ma  per  retti- 
ficare un  arco  è più  pronta  e più  utile  la  tangente. 

asf — 1 — ad  — I 

630.  Poiché  da  sena  — ; — — — , cosar;..,, 

2y/  — l 

a*J  — I , — a*J—\ 

c -4- e . ±a  V — I . 

viene  e — cos  a±d  — I . 

2 

scn  a —cos  a{  l ± y/  — 1 .tango  ),  o presi  i logaritmi  (308),  db 
ay/  — I — l eo s a -t-  Z(  i ±>J  — 1 • tango  ) , si  avrà  sottraendo , 

^-I=!  , e (3.3 ) 

I — y/  — I . tang  a 0 ' 

. tonda  tonda  . , ..  , 

611. a— tango— — 1 ec.,  sene  che  rettifica  la 

3 5 

semicirconferenza  x . Infatti  posto  0 = 45°,  e tango  — 


tang{b- 4*  c)  = (6l 


o-o 


■.),={6,S)—S-—~S~,  «A 

I—  tang  b tango 


, I — tango  . I .,  , 

tango  — — - — ; e se  sia  tang  c— — e perciò  tang  b — , 
0 \~>rtangc  3 


, la  somma  degli  archi  b,c  darà  l’arco  di  450,  ovvero 
I I.I  l.I 


„ *■ 
62'.  — “ 

4 


2 

I 


3-2} 

r 


-+■ 


~ ■+  — 

o-35  5 


5-21 

1 

ì ' 


J.27 

I 

Z‘ó 


9-29 


— ec. 


7”%-39 


■ec. 


f 0,-853981633974483  ec.  e perciòx  = 3,i4i5926535897932ec. 
(519)-  , 

631.  Se  dunque  nelle  serie  di  sopra  (628)  si  faccia  a — 
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?—  e sia  f il  quadrante  rettificato,  verrà 


90 


m 


ii 

2.3'/i}  2. 3. ..501* 

1 

2.3. 


sen  — — — : 


90 

6 OS  =1 

111 


2., 


L- -7  -+  ec. 

. 6 . 7/n7 


_ 

2/n* 


-H-ec. 


tano- 


90  _ 2 


m 


— i — h ec.,  cot 
m 


90  m 


m 


2 


2. . .5 . óra4 
ec. , essendo  ra  un  nu- 


mero ad  arbitrio.  Avuti  in  tal  guisa  due  seni  e i loro  co- 
seni o in  secondi  o in  primi  o in  gradi,  si  otterrà  il  seno 
e coseno  della  lor  somma  con  le  fjrm.  12^  e 13*  fino  a 

■sen  30°  , che  dovendo  essere  servirà  di  riprova  ai  Cal- 
coli antecedenti. 

632.  Hanno  , altri  usi  1’  equazioni  1 — cos  z ± 

V-I  .senz  (630):  poiché  1°.  riducono  a seni  le  quantità 

immaginarie  a±by/—l  se  fatto  — —tarigli,  onde  l(a± 

h*j — l)~la{l±  — y/  — I ) = Z«-fZ  ( I ± V — I .tarigli  t — 
(25  ) la  — Z cos h ± Zi  — ■ • I , si  osservi  che  costi  ( .... 


sen  h a . ... 

T ) = 7-  V 1 1 — cos  h ) — —77 — i 

tangh  b a/  ( a 


— — = — fatto  c zz 

-r  b j C 


V ( «*  ■+  b1  ) ; allora  Z (a  ±b*J  — i ) —lc±.  toj  — 1 = (Ó30) 
l c •+  l ( cos  hic.  aJ  — I . sen  li  ) ~ Z c ( cos  h ± — l . sèn  h ), 

ed  a ± by/ — 1 — c ( cos  h ± y'  — [ . sen  h j : 2°.  riducono  a 

seni  anche  le  quantità  esponenziali  immaginarie 

che  eguagliate  ad  c Z ^ 1 onde  3 — xlb,  divengono 

cos  ( x l b ) ± aJ  ~~  1 • 4en  (xlb):  3J-  palesano  immagine* 
logaritmi  dei  numeri  negativi  sol  che  si  porga  ar±(2« 

1 ) a-,  d’  onde  ( 018  ) sen  z—o,  cosz  — — 1 e L — l=±(  2n 
I ) x y/  — 1,  sempre  immaginario;  mentre  l’altro  Z 1 — 

2 me  y/ — i che  si  ha  da  z—  ±2«t,  è reale  nel  caso  di  n 
e:  4^.  danno  perciò  un’espressione  di  tali  logaritmi  atta 
al  calcolo , facendo  Z — a zzla±l  — I zz  Za  :£  ( 2n  -+■  1 )w  ^/  - 1 . 

633.  Ma  1’  uso  immediato  di  quelle  equazioni  ( 630)  con- 
siste nel  cangiare  i seni  e i coseni  d’  archi  multipli  in  po- 
tenze di  seni  e coseni  d’  archi  semplici,  e reciprocamente. 
Quante  al  problema  diretto  , se  invece  di  a si  scriva  ines- 
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1 1 T+l  il 


771—  I TE  — 2 ">-3^, 

771.— . COS  X 

2 3 


)(  *3^  )( 

±771(1^/ — I . . , . v, 

se  777(7,  avremo  e = oosf77a± y-I  -senma  — (cosai 

>y/  — r . sen  a )m  ; dunque  scruna  — — -1 — ( ( ecs  a ■+  V — I • 

-V — 1 

sena)" — ( cosa — y' — 1 .sena  )")  f cioè 

, , 771—  I . 

03  . seri  ma  — m cos  a seri  a • 

. 777  I 777  2 777  3 771  4 771-5  r 

a se n ’ <2  -f-  777  . . . ? cos  asen’a  — 

3 3 v 4 5 

ec.  ; e cos  ma  ~ — ( ( cos  a-t- y/*— I .se/i a)*-4-( cosa — \/ — ■ 

2 • *. 

I . sen  a )*),  cioè 

x , 777  771  I 771 2 - m-  l 

04 *.  cos  ma  — cos  a — 777. cos  a sen  a-bm . • 

2 2 

771  2 771  3 771—4  . _ . 1 . 

... - cos  *asèn4a  — ec.  E quanto  al  probler 

3 4 

tna  inverso,  fatto  cos  a-b  y/ — I . sena~p  ,cosa — y/ — I. 
sena  — qf  onde  2 cosa  = p ~+  q , 2 y/  — I . sena  — p — q,  e 
perciò  I ( 2 coi  a ,w—  (p  q jm , II  ( 2y/ — I . sen  a )m  = (p — 
q)m,  il  binomio  I,  riuniti  i termini  a due  a due  (158), 

dara  2*  cos*  a — p" -b  qm  -b  m ( p”2  3 -+  g”*  “ ) pq-bm . 

m — I . m — 4 771  — 4 

— — (p  -b  g )p  5 -4-  ec. , ove  pw  = cos  ma  -+ 

V — I . sen  771  a , 2*  = cos  ma  — y/  — I . sen  ma , e pm  2"  — 
cos*  ina  -+  seri*  via  = I ; perciò 

...  m — 1 m , . . . 771—  I 

o5J.  2 cosma—cos  ma-bnt  cos  [m - 2)  a-bm  . cos  (/71  - 

2 

4)a  -t-  ec.  presa  la  metà  dei  termini  dovuti  alla  potenza 
nz  per  la  riunione  di  essi  a due  a due.  Il  binomio  II  dark 

2W(\/ — I )*  sen”  a — pm  ± q*>  — m ( p’1  “±:qm  ) pq  -+- 

771  — 1 / 771  — 4 ni  — '4,  _ , . . ... 

777.—-  — (p  ±2  )p  2 — ec.,  coi  segni  di  so- 

pra se  m è pari:  in  tal  caso,  fatto  m — in-,  si  ha  ( y/  — 

3 )l'  = ±i  (145)  : ma  se  777  = 377—  1 , si  ha  (y/^“  I)3”"1  — 
-F  \/~j  I > onde  poiché  p*  — g*rc 2y/ — 1.  sen  ma,  viene  per 
ni  pari 

xr,  277  -I  2/1  ^ 

00.  3 se/i  a = ±cos  2aa  4;  2«  cos2  (ti  — i)a±n(2n- 
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I ) coi  2 ( n — 2 )o  q: — ' coi 2 ( n — $)  m ± 

3 

ec.  : e per  m impari 

, , 2 ( n — I ) 2/1  — I , . . , 

o?3.  2 reo  a =z  q:  sen[2n — i)a±(2n — r )x 

sen  { 2 n — 3 ) a q:  ( 2n  — I ) ( n — I ) sen  ( 2n  — 5 ) a ± .... 

—d — — ie«  (2« — 2)  aq:  ec.,  presa  al  so- 
ia 

lito  la  meta  dei  termini  dovuti  alla  potenza,  e i segni  dl 
sopra  se  n è pari . 

634.  La  Form.  63’.  serve  a dividere  un  dato  arco  mm 
in  un  numero  m di  parti  eguali:  fatto  sen  ma  — b , sen  a = 

x , cos  a — s m /</ ( 1 — **),  ella  diventa  b — mz™  1 x — 
m — I m — 2 m — 3 , 

m . . * 0 x 1 -+  ec. , e con  m — 2,3,4  ee. 

2 3 

dk  le  seguenti  equazioni  per  dividere  nn  arco 
b — 2x  v ( 1 — x2,  ) . in  2 parti 

£=3*  — 4*5 3 

b = (^x—^  ite5)  y' ( 1 — **) 4 

ec.  ec.  ec. 

635-  Di  qui  la  risoluzione  approssimata  dell’  equazioni 
di  terzo  grado  nel  caso  irriducibile.  Poiché  se  l’equazione 
3*  — 4^}  — b — sen^a  ri  sen  ( l8o°  — Ja  ) — — sen  ( l8o°H- 
3a)(6l8),  che  ha  per  radici  x rr sen  a ( 634 ) » = sen  ( 6o° — 
«),—  — ■ sen  ( 6o°  -+•  a)-,  si  riduca  alla  vera  forma  jc}  -- 

— — -+  r——3ì  — o { 609  ) , e si  paragoni  alla  data  *’  — 
4 4 

jjx  -+  q — o ( quando  q è negativo  si  fa  x = — y ) , avremo 

Q I I 

— r*  ~p,  — r2sen  30  “ gr,  onde  r rr  2 — p , e sen  3a  — 

4 4 3 

— -,  e poiché  r>-  senza,  sark  2 */—  p >—  e^->—  q2,c\ò 
P 3 P 27  4 

che  con  p negativo  forma  il  caso  irriducibile  (338);  per- 
ciò questo  metodo  risolve  V equazioni  irriducibili  di  terzo 

grado.  Si  avrà  pertanto  1 °.  24 ( ~ sen 30 ) r: r . sen 30 ( 609) , 
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FIG. 


ioo 


)(  *34  )( 


Ofl  o 

e senna  — — V”»  con  che  si  conosce  «a  ed  a:  2*.  * ( =r 

2p  p 


sen 


a)zzr .sena  ZZ2^^- . sena : 3°.  a;zo2v/~*5eo(6oe  — a): 
3 3 


4°.*z=  — 2 • Je/I  (6°®H-a  ). 

3 

Esempj . I.  Sia  *’  — 3*  ■+  r zz  o , onde  p = 3,jri, 

sen§a—  ~y  a—  Io°  ; dunque  xzzvsen  lo°  zzo, 343296,*  = 

2 sen  50°  zz  I , 532089 , * = — 2 •sen  70°  zz  — I , 879385 . II.  Sia 

x } — x -4—  zz  o , onde  p zz  l,q—  - , sen  30  zz  — y^azrao0; 
o o ^ 

. 2 sen  20°  2 sen  4.0° 

dunque  * = , - — = 0,374931  ,*  zz ^—=0,742227, 

vo  v3 

*="^— = — 1 , 137158.  III.  Sia  a3  — 5*43  r o, 
v3 

onde  p = 5>9  = 3»sen3a=:I--y/^T,  a— i4043'57";  dunque 
*=z  43'ii: = 0j65ó6 , ^ = = 

1 , 834240 , * = — — 3 , 49085 . 

V o 


Risoluzione  dei  Triangoli  Rettilinei  • 

636.  Ogni  lato  d’un  triangolo  iscrìtto  il  circolo  è 
doppio  del  seno  dell’  angolo  opposto  ( 418 . 613): 
perciò  i lati  d'  un  triangolo  son  come  i seni  degli 
angoli  opposti.  Chiamati  dunque  g,g',g"  i lati  BG, 
GA,AB,  ed  a,a,a"  gli  angoli  opposti,  si  avrà 

[.  g : sen  a — g' : sen  a — g"  : sen  a".  Q lindi  se  g"  <7 
£-,sarà  anche  a"  <la  (428.  6°)  ed  a'  < 90°  (427): 
perciò  C angolo  opposto  al  minor  dei  lati , è <7  90°. 

637.  Fatta  nel  triangolo  BAC  la  costruzione 
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spiegata  altrove  (443)»  e condotte  ad  AF  prolunga-  _ 
ta  in  H , le  normali  III  , CH  , sarà  AI’D  ( = 
|DFE  ) -+  DFG  ( = i DFG  ) -+  GFB  ( = ^ GFE  ) = ' 
ì 360°  = 1800,  onde  GFB  = HFG  ( perchè  supple- 
menti di  AFG  ) e BFI  — CFG  . Ora  essendo  1 il 
raggio,  i triangoli  rettangoli  BGF  , CHF  - BIF , CGF 
danno  (636  ) BF  : BG  ::  1 : sen  BFG  : : CF  : CH  , e 
BF  : BI  : : 1 : sen  BFI  : : CF  : CG  ; dunque  CH  , HI  = 
BGxGG  = (g  — g ')  ( ./  — g"  ) (444  ) : ma  AB  : BI . : 

I : sen  BAI , ed  AC  : CH  ::  1 : sen  GAI;  dunque  mol- 
tiplicando le  due  analogìe  , AB  X AC  : BI  a CH 

I : sen*  BAI,  cioè  V.  sen  * a = \/  — — ^7-^?-——^ , 

“ ’ % 2 

Ò o 

0 quindi  2’.  cosaci  — onde  tanghi*  = 

v S 5 

./il—gìiì—g'') 

> 2(2-3)  ' 

638.  Pongasi  ora  il  valor  di  q — § (g-+g  -+g"  ) 
nella  iJ.  equazione,  e quadrando  avremo  sen*  %a(  = 


I — coi  a . . (tr- 

—T, — (3i3*))=  ~ 


g')(g-+s'~  s") 


4? 


3-*— 


li.  2 g g"  cos  a — gx-*-g"x  — g* , in  cui  se  si  can- 
gi reciprocamente  g,a  in  g',a  " per  aver  agg'  cosa'  — 
g'I 2  -\rg% — g"x , e vi  si  pongano  i valori  di  g"2  pre- 
so da  questa , e di  g preso  dalla  I , si  troverà  23' g 'x 


/ 1 9st>. s"  sen  a cos  a" 

cos  a~<2g — - „ 

0 sen  a 


cioè 


III.  tango."  {g  — g'cosa)  = g"  seri  a.  Con  queste 
tre  formule  si  risolvono  i triangoli  obliquangoli . 

639.  Quanto  ai  rettangoli , sia  a 1’  angolo  ret- 
to, e chiamata  h 1 ipotenusa  g , si  ponga  g e g per 
g e g' , a ed  a'  per  a ed  a":  e poiché  sena — 1, 
cosalo,  la  Formula  I darà  li  — g ; sen  a =c  g'  ; 
sena'.* 
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640.  Dalla  III  si  avrà  tanga=g':g.  E se  in 
vece  di  a si  supponga  retto  a" , sarà  tang  a"  — 00 , e 
g — h cos  a = o • 

641.  Si  son  disposte  queste  Formulo  nelle  se- 

guenti Tavole  : ma  nei  triangoli  obliquangoli  si  av- 
verta che  dati  due  angoli , o datone  uno  e trovato- 
ne un  altro , il  terzo  è dato  ( 424  ) ; nei  rettangoli 
poi  dato  un  angolo  acuto  o due  lati , è dato  1 al- 
tr’  angolo  ( 42 7 ) o 1’  altro  lato  ( 475  ) ; e dati  i due 
angoli  acuti , si  avrà  solo  la  ragion  dei  lati  senza 
conoscerne  alcuno  (432).  Del  resto  i seni  e coseni 
molto  grandi  variando  co?T  gran  lentezza  , non  dan- 
no r esatto  valor  dell’  angolo  e convien  trasformarli  ; 
perciò  con  cos  a = g':h  ( 640  ) si  fa  h : g : : 1 : cos  a , 
ed  h — g : A -+-  # : : 1 — cos'  a ; 1 •+  cos  a , onde  (624) 
tang%a=V  (h — #')  : e l’angolo  a si  ha 

con  precisione:  le  tangenti  e cotangenti  variando  ra- 
pidamente , non  hanno  d’ uopo  di  trasformazione . 


/ 


Tavola 
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TAVOLA  I.  per  i Triangoli  Rettangoli 
I lati  son  g,g',  gli  angoli  opposti  a, a',  l’ ipotenusa  è h ^ 
In  generale  IL  significa  l’ ipotenusa  e un  lato , IA  V ipotenu- 
sa e un  angolo  , LA  o un  lato  e 1’  angolo  opposto , LA  a un 
lato  e 1’  angolo  adiacente . 


Dati 

Tro- 

vare 

FORMULE 

64  2. 
<543- 

IL 

h,g 

h,g' 

* - ‘j 

a 

a 

fscna~g:h  (639)  ovvero 

Vta«^(  45°  7+-  | «)  = V'(k-tf)  (641) 

.rcos  a-zzg  :h  (649)  ovvero 

^"5*  4 « = V ( h — ) : V ( ^ *+  g ) ( 64 1 ) 

644. 

645. 

_ 

IA 

h , a, 

*, 

3 

g = h sena  (639) 
g—h  cosa  (64,0), 

646. 

IT  >3 

/ 

a 

tanga'zng'.g  (640) 

<*4T- 

648. 

LA°  * 

f r 

3 » a 

h 

g 

hzzg'-.sena'  (639) 
g~g' : tana  a'  (640  ) 

* 

LA  a 

649. 

65.0. 

g>*' 

h 

nf 

O 

Ir  :.cos  a ( 640) 

g'—gtanga'  ( 640  ) 

TAVOLA  IL  per  1 Triangoli  Obliquangoli. 

I lati  son  g,g',g ",  gli  angoli  opposti  a,  a',  a".  In  ge- 
nerale LAL  significa  due  lati  e l’angolo  compreso , LLA  due 
lati  e un  angolo  opposto , ALA  due  angoli  e il  iato  compre - 
’ .so , AAL  due  angoli  e un  iato  opposto . 

Dati 

Tro- 

vare 

FORMULE 

651- 

g’-g'rg" 

a 

,i=i(s-*-g'  -+*"y 

bang  i a=  y/{q-g)  ( ?*/') : V?  ( Z’g)  (<*37  ) 

(552. 

^53- 

LAL 
S >£  > a- 

l- 

g=±V(g't-+g"*~2g/f"cosa)  (638-) 
tang af'  —g" sena  : ( g'  — g" cosa)  ( 638 ) 

<$54- 

*55- 

LLA 

e— V 

grg' 

< 

a 

g'hzzg'cosa±*y(g1  — g’’1  sen*  a)  ((538) 
sen  a — g’  seri  a : g (636  ) 

ALA  AAL 

a,a",g 

a' 

g 

g'  —g  scn  a' : scn  a ( 636  ) 

■ G5 
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FIG. 


TRIGONOMETRIA  SFERICA. 


$23-  CjE  il  semicircolo  PAp  formi  la  sfera  AP ap  (546), 

V3  di  tutte  l’ordinate  il  solo  raggio  AC  descriverà  un  1(51 
circolo  massimo  (547)*  * l’ altre  altri  circoli  paralleli  tan- 
to minori  quanto  più  esse  diminuiscono  (548).  Quindi  la 
sfera  ha  un’ infinità  di  circoli  e massimi  e minori  (542): 
ma  non  usandosi  quest’  ultimi  perchè  ineguali , col  nome  di 
circoli  e d’orchi  intenderemo  in  avvenire  i circoli  massimi 
e i loro  archi . Ora  la  Trigonometrìa  Sferica  risolve  i Tri- 
angoli Sferici,  come  ANMBA',  formati  sulla  superficie  del- 
la sfera  da  tre  circoli  che  si  segan  tra  loro,  ed  hanno  per 
centro  il  centro  C della  sfera:  i’  altro  maggior  triangolo 
ApaPA'BMNA  le  crii  parti  son  date  da  quelle  di  ANMBA', 
non  si  considera. 

624.  Un  diametro  P p normale  ad  un  circolo  AMa , è 
l’ asse  di  questo  circolo , e le  sue  estremità  P , p ne  sono  i 

Ììoli . Ogni  altro  circolo  A'Ma'  con  diverso  asse  P 'p  ha  po« 
i diversi  P',p':  per  altro  il  punto  A'  e il  polo  P'  si  allon- 
tanano egualmente  l’uno  dal  punto  A,  l’altro  dal  polo  P, 
o perciò  AA'rzPP'. 

675.  Dunque  l’asse  Pp  farà  sul  circolo  AMa  tanti  an- 
goli retti  quanti  son  raggi  in  esso,  e gli  archi  PA,Pa  che 
misuran  quest’  angoli , saranno  di  90°  : onde  i°.  P arco  tra 
il  polo  d’  un  circolo  e ogni  punto  della  sua  circonferenza, 
è di  90°:  a°.  gli  archi  PA,Pa  in  un  piano  medesimo  con  la 
normale  PC  son  normali  alla  circonferenza  AMa  t 3°,  i due 
punti  A,P  bastando  a determinar  la  posizione  d’ un  circola 
che  dee  passar  per  C ( 533) , due  archi  PA , Pa  di  90° , due 
archi  normali  ad  AMa,  o anche  un  solo  arco  di  90®  e nor- 
male , determinano  il  polo  P di  AMa  . 

6j6.  Il  centro  C comune  ai  circoli  della  sfera  (673), 
dà  per  loro  intersezione  un  diametro  Aa:  perciò  1*.  se  due 
circoli  AP<z,AOa  si  son  ragliaci  in  A,  non  si  taglieranno 
più  che  ii\  a a 1800  da  A:  2°.  onde  due  soli  archi  non 
chiudono  spazio  se  non  è ciascuno  di  i8o°. 

$2Z-  Si  formi  ora  l’ angolo  sferico  AMA'  con  F incon- 


Digitized  by  Google 


FIG. 

101. 


X *4»  X 

tro  in  M dei  due  archi  AM , A'M  prolungati , se  occorra , 
fino  a 90°.  Condotte  nei  piani  ANMC,A'BMC  due  normali 
da  un  punto  stesso  della  comune  intersezione  CM , l’ ango- 
lo da  esse  compreso  misurerà  l’ inclinazion  de’  due  piani  o 
l’ angolo  AMN  (534):  ma  questa  inclinazione  è anche  de- 
terminata da  quella  degli  assi,  cioè  dall’angolo  PCP' o dall’ 
arco  PP'iz;  aA’  (ó”4i»  dunque  la  misura  d’  un  angolo  afe - 
rico  aMA'  sarà  l'  arco  del  circolo  AA'j  compreso  dai  suoi 
lati  a 90"  dal  veitice  M 

Ò7d.  Dunque  i°.  ogn’  angolo  sferico,  e molto  più  la 
differenza  di  due,  è < 180°:  a°.  un  arco  che  cade  sopra 
d'  un  altro  , da  gli  angoli  intorno  1S0°:  30.  prolungato 
que-t’  arco,  gli  angoli  opposti  sono  eguali,  e la  somma  de- 
gli angoli  sferici  intorno  ad  un  punto  è 3Ó06:  4®.  1’  angolo 
sferico  AMA'  ( — ACA'j  superando  (431)  quello  delle  cor- 
de A vi,  A'M  più  lunghe  dei  raggi  AC  , A'C  ( 475  ; , ì tre 
angoli  d‘ un  triangolo  sferico  son  >■  i8o°(424):  ma  poiché 
ognun  di  essi  è ■<  lSo%  saranno  i tre  < 540  0 . 

6’f/.  La  somma  degli  angoli  d’  un  triangolo  sferico  ca- 
de dunque  tra  l8o°  e 540%  nè  può,  come  nel  rettilineo, 
dedursi  il  valor  del  terz’ angolo  dagli  altri  due;  quindi  i 
tre  angoli  possono  essere  ottusi , retti  0 acuti , e la  somma 
di  due  è >>  90"*  se  f altro  sia  ~ 90°  o < 90° . 

680.  Quanto  poi  ai  lati  d’  un  triangolo  sferico , giac- 
ché di  quanti  archi  posson  condursi  per  due  punti  P , A del- 
la superficie , il  minimo  appartiene  ad  un  circolo  massimo 
(50';),  gli  archi  dei  circoli  massimi  sulla  superficie  sferica 
saranno,  per  quanto  lo  soffre  la  lor  natura,  come  le  linee 
rette  sul  piano:  e quindi  i°.  quest’ archi  o i loro  angoli  mi- 
surano sulla  superficie  sferica  le  distanze,  dette  perciò  an- 
golari: 2°.  nel  triangolo  sferico  la  somma  di  due  lati  supe- 
ra il  terzo,  onde  Ea -f- Fa2>  FE ; e poiché  AE-+  AF-f  Ea-f- 
Fo=:36o0  ( 676  ) e perciò  AE  -+  AF  -+•  FE  < 360°,  un  lato 
non  può  giungere  a l8o°  (646)  nè  la  somma  dei  tre  a 360°: 
3°.  due  triangoli  sferici  sono  eguali  o abbian  tre  lati  egua- 
li a tre  Iati,  o due  eguali  a due  con  1’  angolo  compreso  e- 
guale,  o uno  eguale  a uno  con  eguali  angoli  sopra:  40.. per- 
ciò un  triangolo  o isoscele  o isogonio , preso"  due  volte  e pa- 
ragonato da  parti  opposte,  ha  eguali  o i suoi  angoli  sulla  ba- 
se o i suoi  lati:  50.  e fatto  col  tagliare  il  maggior  angolo  d’un 
triangolo  scaleno,  un  triangolo  isogonio,  al  maggior  angolo 
ti  vedrà,  opposto  il  maggior  lato  eC. 

681.  Dovendo  tutti  i circoli  della  sferd  segarsi  scambie- 
volmente ( 6 ; 3 ) » non  si  danno  in  essa  triangoli  sìmili  0 eoa 
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lati  paralleli:  onde  due  triangoli  sferici  equiangoli  sono  e- 
guali  ; poiché  se  spprapposti  non  coincidessero , avrebbero  le 

basi  parallele.  

682.  Infine  il  triangolo  sferico  è o rettangolo  o obliquan- 
golo. Quanto  al  primo,  sia  egli  HDF,  cioè  sull’arco  HDNC  J0<, 
insista  normalmente  l’arco  DFOC  . Si  prolunghi  HF  e pei  1, 

L,  a 90°  da  H,  si  conduca  l’arco  ILMB.  E’  chiaro  che  gli  an- 
goli retti  in  O , I danno  M per  polo  di  DI  ( 675  .3°.  ) ed  MI  — 

MD  = 9o“;  perciò  se  DF  divenga  o DM  — qo°  o DO>-^c°, 
anche  IL  (=H)  diverrà,  o IM  ^90®  o IB  >90°,  cioè  nel 
triangolo  rettangolo  V angolo  obliquo  è della  stessa  spteie 
dal  lato  opposto  ; onde  DF  o > 90°  dando  H -<  o > D 
e quindi  DF  <;  o > FH  (674.5°.),  sarà  DF  il  più  corto  o 
il  più  lungo  di  quanti  archi  posson  condursi  da  F a DH . E’ 
anche  chiaro  che  se  ciascun  de’ lati  HD,DF  è <90°,  l’ i- 
potenusa  HF  (^HLrrpo0)  sarà  <90®;  se  ciascun  de’  la- 
ti CF, CI  è > 90°,  l’ ipotenusa  IF  che  incontra  i lati  di  là 
da  90° , sarà  pur  < 90®  ; e se  l’ un  de’  lati  CN  è < 90°  e 
l’altro  CF  ;>  90°,  l’ ipotenusa  NF  ( >■  NJL  ^ 90°);  sarà'  > 
pO° , onde  i lati  della  stessa  o di  diversa  specie  hanno 
l ’ ipotenusa  < o >■  90°.  Perciò  gli  angoli  obliqui  omogenei 
ai  lati  opposti,  indicano  la  specie  dell’ ipotenusa,  e recipro- 
camente : così  1’  ipotenusa  e un  lato  di  simile  o di  diversa 
specie  danno  1’  altro  lato  < e >■  90°.  Ma  se  un  lato  intor- 
no all’  angolo  retto  è 90°,  anche  1’  ipotenusa  sarà  90° 
£675.3°.)  e il  terzo  lato  può  essere  o >,  orc,o  <90°. 

683.  Quanto  al  triangolo  obliquangolo , sia  egli  ACB,  e 
da’ suoi  vertici  come  poli  si  descrivano  e si  prolunghino  fi-  “ 
no  all’incontro  gli  archi  FE,ED,DF.  Poiché  A,C  sono  a 
90“  dal  punto  stesso  F,  sarà  F il  polo  di  AC,  e D,E  lo 
saranno  di  CB,BA  (675.3°.);  Perc‘ò  prolungati  in  G,H  i 
lati  di  ACB  fino  all’  incontro  di  DF,  sarà  DH  — FG  — 90° 

( 675) , e DH  H-  FG  = DF  .-+•  GH  = 180°,  onde  DF  sarà  il 
supplemento  di  GHrzC  (677),  come  EE.ED  lo  saranno  di 
A,B-.  Essendosi  poi  fatto  AK~BM~90°,sarà  AK-+  BMr 
MK  -t-  AB  = J 8o® , onde  AB  sarà  il  supplemento  di  MK  — 

E,  come  BC,CA  lo  saranno  di  D,F.  Dunque  il  triangolo 
DEF  è supplementario  di  ACB , ed  avendosi , per  esempio , 

B — l8o° — DE,  sapà  (618  ) sen  B = sen  DE,  cos  B rr  — cosDE , 

'sen  — B = cos  — DE , ove  in  generale  se  — m >90°,  sarà 
2 _2  3 

= — cos-^-n  (611),  posto  n il  supplemento  di  m. 
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Risoluzione  dei  Triangoli  Sferici*  » 

684.  Da  un  angolo  F del  triangolo  HGF  si  cali  1*  are» 
normale  FD , e dal  centro  E partano  i raggi  EF,ED,EH: 
se  da  F scenda  sul  piano  DHE  la  normale  FA  ed  il  pia- 
no FAK  incontri  normalmente  HE  in  K,  i triangoli  FÀE, 
FAK,FKE  saranno  rettangoli  e fatto  I il  raggio,  daran- 
no AI-  : FE  : ; sen  PEA  : 1 , AF  : FK  : : sen  FKA  ; X , KF  : FE  :: 
sen  FEK  : I ; onde  sen  FEK  : I : : sen  FEA  : sen  FKA  : ma 
sen  FEK  ~ sen  FH  , sen  FEA  — sen  FD  ( 608  ) , e sen  FKA  — 
sen  H (677  ) ; dunque  sen  FH  : I : : sen  FD  : sen  H ; dunque 
nell’  altro  triangolo , rettangolo  FDG  sarà  del  pari  sen  FG  : 

I : : sen  FD  : sen  G ; dunque  nel  total  triangolo  HFG  sara. 
sen  H : sen  G : : sen  FG  • sen  FH . Chiamati  pertanto  g,g  ,g' 
i lati  del  triangolo,  ed  a,a.'ja"  gli  angoli  opposti  aa  es- 
si , si  avrà. 

I.  seng:  sen  seng'  : sen  a' ~ seng'' : sena" . 

Ò85.  Dunque  sen  a -+•  sen  a!  : sen  a <s>  sen  a'  : : seng  «+■ 

tang^(  a -ha) 

seng':  senguo  seng  , e però  (623) T- tt—  ...» 

‘“'‘gUS  + g ) 

tang  A ( a %n  a ) 

■ — : e poiché  il  secondo  membro  è sempre  pa- 

tans^{g^g')  r _ r 

sitivo  ( 678  ) , i due  termini  del  primo  hanno  il  segno  stes- 
so , e le  semisomme  di  due  lati  e degli  angoli  a loro  op- 
posti son  della  stessa  specie. 

686.  Ora  essendo  i seni  degli  angoli  come  i lati  op- 
posti nella  Trigonometrìa  rettilinea  (636),  e come  i loro 
seni  nella  sferica  (684),  se  presi  i seni  dei  lati  in  vece 
dei  lati , si  applichi  a questa  il  raziocinio  già  fatto  in  quel- 

la  (<*37),  ,e„k  I*.  .«.±.=  ÌS!— 

2 V seng  seng 

, I / sena  senta — g)  _ , , 

S'.  cos  — a = \ / — . — ■ , formule  che  il  trianga-* 

2 » seng  seng  0 

Io  supplementario  ( 683  ) ( fatta  m la  metà  della  somma 

degli  angoli  ) cangia  in  3*.  cos  — g zz 

2 

Veos  (m  00  a)  cos  ( m erta')  C 

— f — — - “J  " 9 41.  $€Tl  — — g — •••••••  • • 

sena  sena  ^ 2 


v 


— cos  m cos  ( m co  a ) 


sena  sena 


n 


e dirisa  la  i*.  per  la  2’.»  c la 

per 


O * 
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. I / seti  (q  — g ')  seri  ( q — e/') 

per  la  4*.,  viene  tang — a — — — -~—t — — — — 7 , 

2 t seri  q seti  ( q — g) 

1 / cosivi  a)  cosi  me/i  a") 

cot  —g  — \J -- -,  ove  il  radicale  non 

2 » — contri  cos  (m  co  a ) 

è immaginario  perchè  ni  >90". 

6S7.  Pongasi  ora  il  valor  di  q (g-i-g'-i- g ' ) nella 

i3.  equazione  di  sopra  , e quadrando  avremo  seti1  — a { — 
I — cos  a . vx  soni  (5-1-^"—  g’ ) sen  i[g g' — g ’ ) 


( 622  ) ) = — Ì-— - 

2 seti  g seri  g 


sen  gf  seng’1 


, . . cos  gens*  sen  2 song  — cos* 

('614 j — * è -,  onde 

v 2 seng  seng 

il.  cos  a seng' sen  g'' zz  cos g — cosg'  cosg  ’ , che  il  triangolo 
supplcmentario  trasforma  in 

III.  cos  g seri  a sen  cé' — cos  a •+ cosa  cos  a" . Onie  giacché 
cosa  e cos g hanno  lo  stesso  segno  o danno  a,g  della 
stessa  specie  finché  cos  g>-  cos  g'  eos  g"  e cosa>  cos  a cos  a" , 
cioè  finché  g'  o g"  ovvero  ~a'  o a " hanno  il  noto  valore 
intermedio  (6)8),  si  conchiudera.  che  un  angolo  o lato  è 
della  stessa  specie  del  lato  o angolo  opposto  se  V un  de ’ 
lati  o angoli  adiacenti  sia  medio  tra  quel  lato  o angolo 
opposto  ed  il  suo  supplemento.  La  pegola  inversa  non  ha 
luogo . 

658.  Fatto  nella  II  tangg’’ cosa zz  tangp  , verri  seng' X 
tang  p zz  C~-jp?  — cosg'.,  e riducendo , cosgzz  cosg " cos  {g 
f>  ) : cos  p . 

6 89.  E fatto  nella  III.  tang  df  cos  g — cot  p , verri. 

sena'  cot^  zz  ~S-?— -+ cos  a'  > e riducendo,  cosazz  cosa’  X 
eos  a 

sen  ( a'  — p ) : sen  p.  . , ; 

690.  Che  se  nella  II  si  ponga  reciprocamente  g" , a" 
per  g,a,  onde  si  abbia  cosa"  song'  seng zz cosg'' — cosg'x 
cosg,  sostituiti  nella  II.  i valori  di  cosg " preso  da  questa 

Hh 
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edif««  ff"p*cio  dalla  I,  si  troverà,  cot  a sena,fzz——.  ( l — 

seng 

cos1/) — coso' cosa' , cioè 

IV.  cot  a sen  a"—  cotg  seng'  — cos g' cos  a" , ove  fatto  cotg: 
cosa"  —cot  p , verrà  cot  a tariga"  — cof  p seno'  — cosg'  e ri- 
ducendo , cot  a — cot  a"  sen  { g'  — p ):  senp.  Fatto  pure  cot  a : 
cosg'  — tangp,  verrà  tango  sen  a"—  cot  gtangg'  — cos  a", 
e riducendo,  cot g — cotg'cos{  a"oo  p):  cos  p . Con  queste 
formule  si  risolvono  i triangoli  obliquangoli . 

691.  Quanto  ai  rettangoli,  sia  a 1’  angolo  retto,  e 
chiamata  h 1’ ipotenusa  g,  si  prendano  g,  g' , a , a'  per 
g',g"t d , a",  e poiché  sena—  I , cosa—  cot  azzo,  la  For- 
mula I darà  sen  h — seng -.sena.  D’onde  s’impara  che  co- 
me I > sen  a , così  sen  h >•  seng,  e V ipotenusa  eccederà 
o sarà  ecceduta  dal  lato , secondo  che  egli  sarà  ■<,  o > 
90°  (òli).  Del  resto  se  i seni  o coseni  di  queste  e del- 
le seguenti  formule  sieno  molto  grandi,  il  loro  esatto  va- 
lore si  avrà  o dalla  solita  trasformazione  (64I),  oda  qual- 
che altra  formula  che  indicheremo  nella  seguente  Tavo- 

, , , , .1  *+• senh 

la:  cosi  da  I : sen  h ::  sena  : seno , viene zz  . . . , 

I — sen  h 


sen  a -4-  sen  g . , . . ..  . . I,, 

cioè  (<$34.623)  *<!«#( 45° H — h ) = ± , . 

sena— seng  ■ ' 3 

y/tang~  (a-+g)cot  — (a—g):c  nel  modo  stesso  sena  — 
3 3 

seng  : sen  h diventa  tang  ( 450  -4 • a)  — ± ^ tang  — ( h- {- 

2 2 

g)  cot  (h-g) , ove  il  doppio  segno  è determinato  dalla  prò- 
2 


pvictà  del  lato  (682). 

692.  La  formula  II  dà  costi  — cosg  cosg1 , che  si  tra- 
sforma (691)  in  tang—  g—/^  tang  — {h-i-g)  tang  — ( h — 
2 2 2 


«),  ove  il  doppio  segno  è inutile  perchè  —£<90 • (680). 

2 

693.  La  Formula  III  dà  cos  h — cot  a cot  a' , che  ridot' 

«ad  J-  = £±n£f,  diviene 

cash  cot  a l-+cosh.  cot  a'  -4-  tang  a 
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e quindi  ( 625.622.  ) tang  — hzz  -cos{ar -4-a):  »,/  cos  ( a't/fl  a ) . 

694.  La  Formula  IV.  dà  cos  a' — tanggcoth,  che  li 
trasforma  al  solita  (691). 

695.  Ma  se  in  vece  di  a si  supponga  retto  a ",  la  For- 
mula III  dark  cosg=  cosai  sena' , che  al  solito  può  ridur- 
ii  (691). 

696.  Supposto  sempre  a ' retto , la  Formula  IV  dà  cot  a — 
•otgsengi,  da  cui  s’  impara  che  come  l > sen  g' , così 
0otg>cota  o tanga>tangg : onde  V angolo  obliquo  < 
• > 90°  eccederà  o sarà  ecceduto  dal  lato  opposto  (6ll). 

Tutte  queste  formule  si  son  disposte  per  maggior 
««modo  nelle  due  Tavole  seguenti. 
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TAVOLA  I. 

PtR  I TRIANGOLI  SFERICI  RETTANGOLI 

Tutto  è qui  come  nei  rettangoli  rettilinei.  Il  se- 
gno * indica  gli  archi  della  stessa  specie  (682),  e 
il  seguo  **  i casi  dubhj  di  cui  nell'  Applicazioni . 


Dati 

Tro- 

vare 

FORMULE 

IL 

h,g 

1 

(cosg  -cosli-.GOsg,  ovvero  \ ,,  >. 

^tallg 5/  = V tan8 i ( h ~*-g)tangj,  (h—g))  9 1 

(sena*  =z  sen  g*:  sen  h , ovvero  • VKqtì 

^ng{e,S°  ■+^a)—±^tangl{h-^g)cot^{h-~g)n  9 
/cos  a'  — tanggcot  h , ovvero  \ , , •> 

\tang  Xa'  — sen(h — g)  sen  ( h -+,£}  ) ' ' 

n 

5 

(sen  rr*  — seti  h sen  a*  ( 69 1 ) , ovvero 
vda  7i,a  ho  a'  ( 701  ),  e da  h ,a!  ho g (702) 
cot  a'zz  cos  h : cot  a ( 693  ) 
tangg  — cos  a : cot  h (694) 

m 

i 

rcosh  — cosgcosg' (692,  ),  ovvero 
'‘da^r.gr'  ko  a (704)  e da^>a  ho  li  (705) 
cot  a = cot g sen  g'  ( 696  ) 

l 

| 

(senh—seng: sena,  ovvero  \ > 

^tang(4$0  -+Xh)  = ±*/tangL{a-+g)cot  I ( a — g))  9 1 

(sen  g—  cot  a:  cotg,  ovvero  \ 

'tang(4$0-+ig')zz±^/sen{a-i-o):^/sen(a--  g)J  9 
(sen  a'— cosa:cosg,  ovvero  \ 

''tang(45°-+i‘*')=:±l'/  cot  l(a-hg)coti(a  — g)>  ' 951 

>Ac 

Sa 7 
> O 

1 

cot  h~  cos  a':  tang  g (694) 

rcos a — cosgsen a (695),  ovvero 

vda  g,a'  ho  h ( 708),  e da  g,  h ho  a (698  ) 

cotgzzcot  a:  sengf  (696) 

t,a 

D 

.cos  h~  cot  a cot  a' , ovvero  \ * . 

\tangX]l  = /J  — cos(a'  -+a):  cos  [a'  00  a)  ) ' 9°' 

(cos  g— co  sa:  sen  a!  (695),  ovvero 
Vda  a , a ho  h (71 1 ) , e da  a',  li  ho  g ( 702  ) 
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Apphcafcioni.I.  Sìa (692) h = 127° 25' 20", g—  13*  1 7' 25". 
•Foichè  cos  h >90°  è negativo  (61 1) , verrà  Z se/1370  25’ 20" — 
Zco3I3°I7'25"=  9>7954<S76  = Z — cos#  = Z — cosSl‘21' 
4l''  = Z cos  128° 38'  19"  (618),  e g'=  128° 38'  19".  I logaritmi 
di  — sen,  — cos  non  son  di  numeri  negativi  (618). 

II.  Sia  (699)  h =z  I22°25'2o",  g—  128° 38' 19";  dunque 
cos  a!—  — cot  38°  38'  19''  X — tnn£3Z°  25'  20" , e però  cos  a 
«ara  positivo  e <90°,  cioè  a~  1 6°  49' 31'.  In  questi  casi 
la  sola  attenzione  3Ì  segni  indica  la  specie  degli  archi. 

III.  Sia  (700)  ft  = 8l°I3',  arz32°i9'j  dunque  IsetiS I* 
ì3'-^lsenSZ°W  — 9,  :7M070  — Iseng  e g — 36°  4g'22",  4 
ovvero  1430  Il'32/',6  (6 1 3)  : ma  dovendo  g,  a esser  del- 
la stessa  specie , ha  luogo  il  primo  valore . S’  impari  da 
quest’  esempio  a valutare  anche  i decimi  di  secondo,  senza 
di  che  si  farebbero  spesso  errori  considerabili. 


FIG. 


IV.  Sia  (705)  g—  13°  I2'2o",  0 = 25°;  dunque  Isen  130 
12' 20"  — Isen 25°=  9,7355! 7°  — Z sen h : perciò  h — 32°,s6' 

57", 2 ovvero  h — I42°3'2",3 , ed  il  caso  è dubbio  se  per 
determinare  h non  si  sappia  la  specie  degli  angoli  obliqui 
(682).  E’  dubbio  anche  il  caso  di  a o a'  — 9o°,  e solo  si 
saprà  che  T àltr’ angolo  eguaglia  il  suo  lato  opposto:  così 
se  H=rD  = 9o°,  sarà  FD  = FH  = 90° , ed  F — DH  (ó;7)  I02, 
-indeterminato.  E’  però  raro  che  in  pratica  non  resti  la  so- 
luzione in  qualche  modo  determinata. 
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TAVOLA  II. 

PER  I TRIANGOLI  SFERICI  OBLIQUANGOLI- 

Tutto  è qui  come  negli  obliquangoli  rettilinei  e nelle. 
Tavola,  antecedente . 


Dati 

Trovate 

FORMULE 

/?=i  (g'+g'-t-g") 

713- 

g’S’S 

a 

\angl  a~  (ÓSÓ) 

a V sen  j seri  ( g - g ) ' 

LAL 

214. 

a 

g 

ftangg"  cos  azztangp  \ . , 

\cosg  — cosg'  cos{g' vsp)  : cos  ipj  ' ' 

71 5- 

g,g’>“" 

a 

(cotg-.cosa'=icotp  \tAnn\  • 

(cotartcota"  se«(£'— p):  senp  J ^ 

LLA 

... 

716. 

g>g'\a 

g** 

/t<zrtg£"cos  a ~ tang  p \ . 

\cos  (g' 00  p)  — cosgcosp:cos g"  J ' ' 

in- 

{a** 

sena' —sen g'  sen  a:  sen g (684) 

218. 

g>g\<* 

( 

(a"** 

/cot  a:  cosg'  tangp  \ . 

Vcos  ( a'7»^  4>  )— cof  ^cos 

. 

2ip- 

<2, a',  a' 

g 

I£._  aJc0S  (ot  ooaVosfwLb  a")\(686) 

21  V — cos  wi  cos  ( m (jo  a ) / 

ALA 

220. 

'*7*  ^7/7 
a ,a  ,g 

a 

(tango’  cosg  = cot  p \/rfo0. 

Vcos  a = cos  a"  se«  ( a'  - 0 ) : sen  p ) ^ * ' 

221. 

a,a',g’ 

g 

fcot  a : cosg'  = taog-p  \ f6  - 

Vcot^r^rcor^'cosf  a'  v*  p):cos p ) ' 

AAL 

/tangr a"  cos£=:  cot  p \ . , 

\se«fa — p cos  a sen  p : cos  a"  ) ' 

222. 

a '** 

723. 

a,a',g 

g"** 

sen  g"  ~sen  g sen  a"  : sen  a (684) 

224. 

g** 

tcotg:  cos  a''  — cot  p \ . 

(sera  ( g ' — p)  — cot  a sen  p : cot  a1'  ) * 
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Applicazioni.  I.  Sia (7 16)0  = 42°  !5'3">3  >g—S°*  io' 3°"» 
g"  — 1&  35'  36";  si  troverà  9 =z  72°  9' 2" , 7 , cos  (g't/5  9 ) — 
3-°  9'  o"  ìo>  caso  dubbio , non  sapendosi  se  questo  sia  il  va- 
lor di  g'  — 9 o di  0 — nel  primo  caso  32°  9' s"  ,3-+- 
p — 104°  i8'6",  nel  secondo  £'  — 9 — 32° 9' 3", 3 =39° 59' 

59">4>  perciò  è dubbia  anche  la  formula  213. 


II.  Sia  ( 220  ) a’  = 420  15'  1 


a"  = 34°  15' 3 ",S  = 


26°  35' 36"  ; si  troverà  9 = 8l°  l'  43",  8,  onde  a—p  — 
3«°  40'  29" , 5 ; di  qui  cos  a zz  — cos  58®  23'  40"  = cos  121* 
30' 20"  (618;,  onde  a—  121°  36'  20". 

IH-  Sia  (222)  a—  42°  15'  I S''  » 3 » a"—  121*  36'  2o",£r  — 
50°  io'  30"  ; poiché  tangi2l°  36' 20"'=:  — cot3i°3Ó'  20" , ver- 
rà cot  9 = — cot  43®  51'  16", 2 « f — —.43°  5»'  16"  , 2- 
Quindi  essendo  cosa"  zz  — stri  31®  36’ 20",  si  avrà  sen(a'~— 


cos 42*  15'  13^  »3X- 


■««43°  5»'  16" 
3^>'  20" 


positivo , ed  a'  — 

■—seri 31* 36'  20"  r 

p>  — 28°  6'  20"  ovvero  =;  loi°53'4o";  onde  a zz  34®  15'  3"  ,3 
ovvero  58®  2'  23" , 3 . 

IV.  Sia  (223)  a = 6l°25/,a"=:  82®36',^=:59®  4°'i  « 
troverà  — 77®  è'  1‘2"  ovvero  n 102°  54'  48" . Il  caso  per- 
ciò è dubbio  se  non  si  conosca  la  specie  di  o non  la  fis- 
si Uno  dei  due  noti  teoremi  (685.682):  ma  il  secondo  non 
serve,  perchè  a non  è medio  tra  a"  e il  suo  supplemento} 
e ben  si  vede  che  la  regola  inversa  non  ha  luogo,  perchè 
a non  è medio,  e intanto  a" , g son  della  stessa  specie. 
Neppur  serve  il  primo,  perchè  le  semisomme  dei  lati  ed 
angoli  opposti  verìgono  < 90*  con  ambedue  i valori  di  /'• 
Se  fesse  a = 29835  »3  >«  =77  0 26",#=53°  12  2 , l’a- 
no e l’ altro  teorema  toglierebbe  il  dubbio  e darebbe  g*’  zz 

52°  34'  4°"- 

V.  Sia  (724)  come  prima  a — 42°  15'  13" ,3, a"  = 

121°  3Ó'  20",£:=5oo  io'so":  avremo  cosa"  — — se«3i®36' 
20"  e 9 —-—32®  8' 50";  dunque  poiché  cot  a"  — — tanghi* 
3 6'  20" , si  avrà  seti  ( g'  — 9)  


°9' 


cot  42°  15' 13  ,3 x—sen 32  8' 50'  ..  , 

— 2 2?— 0 ?_  positivo , e g’ — 9 = 2 

— tang  3 1 36  20 
ovvero  rrio2"5i/;  onde  g*  = 40°  o'  lo"  ovvero  zz  25°  42'  io" . 

725.  Molte  di  queste  formule  si  cangiano  in  quelle  dei 
triangoli  rettilinei  col  suppor  gli  sferici  molto  piccoli,  ? pe- 
rò i seni  e le  tangenti  confuse  coi  lati,  e i coseni  con  l’u- 
nità: se  però  in  una  formula  entrino  più  coseni,  dovrà 

spesso  farsi  cosa  — I ^-aI(737),  trascurando  poi  nei  prò- 

dotti , come  infinitesime , -le  quantità  che  eccedono  il  se- 
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condo  grado.  Eccone  gli  esempj:  1°.  cosa  — . 

cosp  — cos g' cos g'3  .,a  . • . . . 

— 2 — Ti~  (687)  si  cangia  in  cosa  — 

sen  rr  seng 


ì ol  ■ 

•J,  © 


• ( X - i ^ ) ( I ~ * -4-*"* 


- Otr'o"  ^:2*’ 

8 g 28  8 

aosa ' = — (6pp)  diventa  cosa  = -f^  (643):  3°.-  cos7i  — 
t augh  a 

cosgcosg1  (703)  si  trasforma  in  1 -7i2  =:  ( 1 — —g1  )(  x- 

2 2 

“3'1)»  onde  h*=g*-+g’i  (474). 

726.  Con  tal  mezzo  si  ha  1’  error  commesso  nel  trat- 
tar come  rettilinei  i triangoli  sferici  all’uso  degli  Astrono- 
mi: poiché  prese  le  note  formule  di  sen  a , cos  a ec.  (628), 
e diviso  per  r"  (522)  il  lato  o arco  che  si  vuole  in  parti  di 
raggio,  1’  error  cercato  e moltiplicato  per  r"  (522)  verrà  e- 
apresso  in  secondi.  Cosi  dati  h,a  si  trova  1°.  scng  — senhx 

sena  (700)  cioè  (628)  g — ~g}  — sena(h — — • 7r}  ),  onde 

g3—h 5 sen3  a ( soppresse  le  più  alte  potenze  );  dunque^— 

Ti  sen  a — -J-  h*  sen  a (i  — sen1  a ) : ma  g—  h sen  a (644)  ) ; dun- 
6 

h 5 sen  a cos11  a Wsenacos^  a _ 

’ r"3  6 ór"1 

tangh  eos  a'  (702) , cioè  ( 628  ) g~+  -g-gì  — cos  a'  ( ù -f-  — 7i })  , 

3 3 

onde  g3  — h3  cos3  a' , e g—  h cos  a -t h3  cos  a>  ( I -cos*  a*-)  : 

o 

„ 7 ,,  . h3  cos  a1  sen1  a'  _ 

ma  g=hcosa>  (645);  dunque  czz :3  .cota'zz 


3 r"* 


coshtanga  (701)  = tanga(  i 7t1)(Ó28);  e poiché  a!  — 

2 

9°°  — a ( 427 . 40  ) , sarà.  cot  a'  — cot  ( 90°  <2  -4-  c)  — cot  ( 90° — 

(a  — e))  — tang{  a—  e)  (ól8  ) adunque tang(  a — e)  — tanga,'X 

(i—-  — ft*)j  ed  — h1 tanga  — t anga  — tang  (a  — e)  ~ . » . 


2 
sen  e 


(Ó2o)  = — — per  essere  e piccolissima  : per- 

cos acosy  a—  e)  f cos  a 

h1  sen  acosa  h1  senio. 


CIO 


%r 


4' 


727  Ecce 
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*5’.  Ecco  ora  alcuni  Problemi  per  esercizio. 

I.  Cerco  se  la  differenza  che  possono  aver  tra  loro  i due 
angoli  obliqui  d’un  triangolo  sferico  rettangolo,  a,bbia  alcun 
limite  in  più  e qual  sia.  Ris.  II  limite  c di  pò®. 

II.  Data  in  un  triangolo  sferico  rettangolo  la  somma 
o la  differenza  dell' ipotcnusa  h e di  un  lato  g,  e dato  l’an- 
golo adjacente  a,  determinare  h e g.  Ris.  seti  (h  — g)  ~ 
tcng*^a  scn  ( h-+g)  ovvero  seri  {h^-g)  zz:  cotz  iasen[  k — 

«•)  e quindi  h c g. 

III.  Dato  un  angolo  a"  e i due  lati  g>g'>  trovar  la 
somma  o la  differenza  degli  altri  angoli  a,  a':  e reciproca- 
mente dato  un  lato  g"  e i due  angoli  a, a',  trovar  la  som- 
ma o la  differenza  degli  altri  lati  g, g’ . Ris.  Partendo  dal 
valor  di  tang  i a (óSo),  si  troveranno  1’ equazioni 

tang  \ (a-{-a)  ~ cot  i a"  cos  ,7  (g  g ) : cos  A ( g-fg'  ) 
tang  f (nW  a ) — cot  ~ a"  sen  r,  {g'^>g')  : serl  .7  (g ’+g'  ) 
tang  (or  -+  g'  ) zz  tanni  g'>  cos  A (a  00  a ) • cos  \(a-+a') 
tang  A (g  00  o')  tang  ig"  sen  A {aooa'  ) :se«  A(  «-f  a'  ) 

IV.  Dati  o i fre  angoli  o i tre  lati  d’un  triangolo,  tro- 

varne l’area  s.  Ris.  1°.  s — a^~{-a'-^^a"—r■ISo^,  cioè  l’area 
eguaglia  il  prodotto  del  raggio  tzz.  1 nell’  arco  di  fferenza 
tra  la  somma- dei  tre  angoli  e l8o“:  3°.  tang  ^ s — 

/^/(  T — cos*g  — cos^g' — coszg' - 1-  2cosg cos g'cosg"  ) _ 

I •+  cos  g-r\-  cosg'  -+  cos  g " 

2 \J  sen  q sen  (q  — g)sen  ( q-~-  g')  sen  (q- — g"  ) 

1 - / • f 

I -f-OOSO-t- COS JT  -+cosg 

V.  Applicar  quest’  ultime  due  formule  ai  casi  1°.  di 

g’ — g"  — 90°:  2°.  di  a"~po°:  30:  di  g—g'  — g'  c di  g zzz 
g — ^"=90";  40.  di  g,g',g"  piccolissimi . Ris.  l°.s—g  ;2°. 
tang  ^ 4 — tang  ig  tang  3°.  tang  i $ — 

e in  icolKe  s=r:  . , _ 

l-r+Zcnsg  1 3 

v'gCs— /)(■?— s')(q—  g'):. 

VI.  I poli  di  due  circoli  AD, AC  son  T ,P,  e condot-  - 
ti  da  essi  per  un  punto  dato  S della  superficie  sferica  gli  ar- 

chi  P$E,TS,PTC,  si  trova  TC  = l, SE  =:  J,BD:u: s . Si  cel- 

li 


✓ 
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ca  il  valor  di  Stizza.  Bis.  sena  =z  . 


t-e/t  S so-i  Idi  cos  Icos  z y/  (cos2S — c-is4  lcos*z) 

1 — co»1 1 sui*  z 

VII.  E’  ignota  i’  inclin  tzion  di  due  circoli  AC,  AD  o sia 
l,i  distanza  dei  loie  poli  P,T:  solo  si  sa  che  condotti  da 
P , T per  un  dato  punto  S della  superficie  sferica  gli  archi 
PSE,TSB,P  TD,  si  ha  EC  = SPTz:7t,SB  = u,  BD-z.  Cer- 
casi di  determinar  TC  — Z.  Bis.  seni  zz 

cos  h co*  a seri  2z  ± Ztan  ; a \f  ( seri'  li  — cosx  a stiri 1 z ) 

‘Jscn  h cos  a ( cosz  z -+tungz  a ) 

Vili.  Dai  poli  P,  T di  due  dati  circoli  AC,  AD  la  cui 
inclinazione  è CAD  zzi,  conduco  per  un  dato  punto  S gli 
areni  PSE,TSB.  Supposto  che  sieno  dati  ABzz  «,BSzz5  ,cer- 

r Jr  e 7 r-  . r tang<\  seni-+  seri  acosi 

co  AE  zz  L ed  ESzzZ.  Bis.  tangL  zz  — ; 

cos  a 

seti  l zz  seri  J cos  i — seri  a scn  i cos  5 . 

IX.  Dato  un  piccolo  arco  di  parallelo  D/iB  e data  la  sua 
' distanza  BCzz  p dal  polo  C,  trovar  la  differenza  e dell’an- 
golo nBC  (zzQo0)  dall’angolo  wBC  fatto  dall’arco  D/*B  za 
m del  cerchio  massimo  che  passa  per  gii  stessi  punti  D,B. 
Bis.  scn  e zz  tang  A m col  p ovvero  e zz  A ni  u.ot  p . 

X.  In  un  piccolissimo  triangolo  sferico  di  cui  si  hanno 
P ipotenusa  h e un  lato  g,  si  è «trovato  g'  colle  formule  dei 
triangoli  rettilinei.  Cerco  1!  errore  e commesso  nel  valutarlo. 
llis.  Chiamando  al  solito  r"  il  raggio  della  sfera  dato  in  se- 

..  , ...  gW(^~ ir1) 

condì  (522),  si  ha  ezzz~>  v — . 

or  r 

XI.  Siasi  ora  nello  stesso  modo  e nello  stesso  triangolo 
tremato  il  valor  di  h per  mezzo  de’  due  lati  g,  y . Cerco 

l’errore  e da  correggersi.  Bis.  ezz-^y^j-—-. 

XII.  Nel  triangolo  sferico  SPT  in  cui  sieno  dati  i due 
angoli  PzzZi,  T zzi8o° — z e i due  lati  PTZZ900 — Z ,TSzz 
90“  — a,  suppongo  che  l’arco  PS  passi  in  Pr  scorrendo  l’at- 
eo Srzzdazz  q.  Cerco  1°.  la  differenza  clh  ovvero  1’  angolo 
SPr  ; 2°.  la  differenza  dS  cioè  PS  — Pr . Ris.  Fatto  . . 


— — zzp,  avremo  I . di 
cos  a 

cos  5 — p cos  l cos  h sen  $ . 


pensi  seri  li  „ 

— — - ? — , 2 . dS zz. 
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TRATTATO  ANALITICO 

DELLE  SEZIONI  CONICHE 


Nozioni  preliminari  sull'  uso  dell'  Algebra 
nella  descrizion  delle  Curve  • 

r 

728.  L-<  Algebra  applicata  alla  Geometrìa  ricerca  a fon- 
do la  Teorìa  delle  Curve,  il  cui  scopo  è di  esprimer  con 
equazioni  la  legge  ondè  una  curva  fu  descritta,  c recipro- 
camente di  descriver  le  curve  onde  si  ha  l’equazione,  e di 
rilevarne  le  proprietà.  Per  far  queste,  ogni  punto  della  cur- 
va si  riferisce  a due  rette;  Luna  chiamata  Linea  o 
dell'  ascisse , l’altra  Linea  o Asse  dell'  ordinate:  si  cerca  poi 
tra  P ascisse  e l’ordinate  un  rapporto,  la  cui  espressione  a- 
nalitica  da.  l’equazion  della  curva.  Così  yy  — 'ìax  — espri- 
mendo il  rapporto  d’  eguaglianza  tra  il  quadrato  di  ciascu- 
na ordinata  e il  rettangolo  dell’  ascisse,  appartiene  al  cir- 
colo (478). 

729.  Si  chiama  funiione  di  una  quantità  1’  espressione 
algebrica  in  cui  entra  questa  quantità . Così  1’  equazione  al 
circolo  esprime  l’egualità,  di  una  funzione  (y*)  di  ciascuna 
qrdinata.  con  una  funzione  ( tax  — x*  ) di  ciascuna  ascissa 
corrispondente . Chiamansi  poi  coordinate  P ascisse  e P or- 
dinate corrispondenti  d’ una  curva;  e poiché  la  lunghezza 
loro  varia  a ogni  punto , «i  chiaman  variabili  o indetermi- 
nate per  opposizione  alle  quantità  costanti  o determinate. 
Infine  il  punto  da  cui  cominciano  a contarsi  P ascisse , si 
chiama  V origine  dell ’ ascisse  che  può  supporsi  ove  piace, 
ma  determinata  una  veita,  resta  la  stessa  per  tutto  il  cal- 
colo. D’  ordinario  si  pone  l’origine  o al  vertice  o al  cen- 
tro della  curva  : e poiché  P ascisse  pcsson  prendersi  da  par- 
ti opposte,  si  segnan  P une  col  segno  -+  c le  altre  col  — . 
La  scelta  della  parte  positiva  è arbitraria;  ma  stabilita  una 
volta,  dee  starsi  a quella  (usS).  Lo  stesso  è dell’ ordina- 
te, che  distinguonsi  in  positive  e negative  secondo  che  son 
da  nna  part»  • dall’  altra  dell’  asse  : o normali  o oblique 
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sopra  di  e;.;o,  per  lo  più  son  parallele  tra  loro;  pur  qual- 
che volta  partono  da  un  punto  fisso . 

73 o.  Come  ogni  punto  d’  una  curva  si  riferisce  a due 
s rette  , così  ( per  dirlo  di  passaggio  ) ogni  punto  d’  una  su- 
' perfide  curva  D'PG  si  riferisce  a tre,  quantunque  non  ogni 
superficie  riferita  a tre  rette  sia  curva.  Conduco  infatti  da 
un  punto  H di  D'PG  la  normale  HF  sopra  un  dato  piano 
DTD',  e da  F nel  piano  stesso  la  normale  FM  sull’asse  DD’ ; 
è chiaro  che  fatta  OM  = x , MF  zzy  ,FK=rz,  converrà  de- 
terminare x ,y , z per  avere  il  punto  H:  e supposte  D’Y  nor- 
male a DD' , e D'Z  normale  in  D’  al  piano  DD'f  delia  Ta- 
vola, dicesi  DD  Y il  piano  delle  x,y,  DD’Z  il  piano  delle 
x,z,  cd  YD’Z  il  piano  delle  y,z.  E’  poi  facile  di  aver  l’e- 
quazion  generale  delle  superfìcie  curve  di  rivoluzione  intor- 
no ad  un  asse  DD'  (546):  poiché  congiunta  HM  , e pro- 
lungata MF  in  P onde  ÀlPm/  — MH  per  la  natura  della  ri- 
voluzione (546),  11  triangolo  MFH  rettangolo  in  F dau1  — 
jy^-t-z1,  equazione  cercata  se  vi  si  sostituisca  il  valor  dell’or- 
dinata u dato  dall’  equazion  della  curva  genitrice  DPT. 
Così  se  D'PTO  sia  un  rettangolo,  sarà  costante  MPru- 
a , e quindi  a1  = y^-4-z*,  equazione  alla  superficie  del  ci- 
lindro retto:  se  D'PTO  sia  un  triangolo  rettangolo,  si  avrà 

D O (£):  OT  («)  ::  D'M  ( i -.r  ) : MP  - u = - } e 


quindi  — — — y*  -+■  z1 , equazione  alla  superficie 


cono  retto,  che,  prese  le  x da  D', 


a x 


diviene  — — y*~+z1  : 


se  D’PTO  sia  un  quadrante  di  circolo  del  raggio  r,  verrà 
MP  =zuzzi\/  ( r1 — xz  ) , e quindi  r*  — .v*  zzy*  -+•  z1 , equazio- 
ne alla  superficie  sferica,  che,  prese  le  x da  D’,  diviene 
-t\* — x1zzyi  -+zl  cc.  D’  onde  facilmente  si  vede  che  1’  e- 
quazione  del  primo  grado  Av-q-B^-fCz-fD  — o esprime  u- 
na  superficie  piana,  giacché  quelle  delle  più  semplici  super- 
ficie curve  son  del  secondo . Torniamo  alle  linee  curve . 

731.  La  curva  dell’equazione  y1  zz  2ax  — xx  è la  cir- 
conferenza di  un  circolo  il  cui  diametro  è 2 a ; ma  quando 
non  si  sappia,  la  costruzion  di  quest’  equazione  lo  farà  co- 
noscere . Sia  a una  quantità  costante  che  suppongo  ” 5 , e 
condotta  una  retta  indefinita  BD  sulla  quale  prendo  AD  =: 
lozraa,  la  divido  in  dieci  parti  eguali  AP,PP,  ec.  Sia  A 
l’origine  dell’ ascisse , BD  il  loro  asse,  AD  la  parte  dell* 
positive , A8  sarà  quella  delle  negative  se  la  curva  cercata 
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tic  abbia . Dipoi  conducasi  al  punto  A la  perpendicolare  in- 
definita EF  che  prendo  per  asse  delle  ordinare,  e di  cui 
suppongo  positiva  la  parte  AE.  Sia  finalmente  AP  = , PM 
,y . E’  chiaro  per  l’equazione  medesima  y — ±.*J{2ax  — 
che  quando  r^:o,  si  ha  y—  o;  dunque  la  curva  ha  il  pun- 
to A comune  colla  linea  dell’  ascisse.  Se  x~i,yzz ±3;  se 
x — ‘2,y~  ±4»  e i valori  corrispondenti  di  x e di  y sono 
*■'  — o,  I,  2,  3>  4»  5>  6,  ”,  8,  9,  io 

_y  = 0,±3,±4,±V2I,±V34,:t5i±V/24>*V/2I>:i:4>±3>  °- 
I valori  di  y determinan  la  lunghezza  d’  altrettante  or- 
dinate le  cui  estremità  M son  tanti  punti  della  curva  cer- 
cata; e poiché  questi  valori  son  positivi  c negativi,  condu- 
cendo dal  purito  A due  rami  eguali,  l’uno  clic  passi  per  i 
..punti  M al  di  sopra  dell’  asse  dell’  ascisse  , e 1’  altro  per  i 
punti  corrispondenti  al  di  sotto , si  avrà,  la  curva  richiesta 
che  sarà  tanto  più  esatta  quanto  più  si  moltiplicheranno  le 
divisioni  della  linea  AD.  Cesi  può  descriversi  una  curva  ri- 
ferendo ciascun  punto  M a due  linee  BD,EF  date  di  posi- 
zione : poiché  terminato  il  parallelogrammo  APMN  delle 
coordinate , l’intersezione  di  NM  , PM  dark  il  punto  M del- 
la curva.  Nel  nostro  caso,  crescendo  i valori  y fino  a un  cer- 
to termine  che  c e decrescendo  in  seguito  colla  propor- 
zione medesima  fino  a zero,  si  dee  concludere  i°.  che  vi 


F1G. 

io?. 


è un’  ordinata  PM  maggiore  di  tutte  1’ altre  o Massima  ; 2°. 
' che  la  curva  dell’  equazione  y~  — 2ax  — xx  è rientrante  e 
■chiusa.  Non  si  stende  di  là  dal  punto  A,  poiché  allora  le 
sue  ascisse  essendo  negative , i valori  di  y sarebbero  imma~ 
.oinarj  . Cerchiamone  qualche  proprietà  . 

732.  Dal  mezzo  C della  linea  AD  conduco  delle  rett« 
CIVt  e ho  tanti  triangoli  rettangoli  CPM,  in  cuiCM’  — PM1-}- 
CP*  — .y*  H-n*  — 2cw;-t- x*  ; onde  essendo  y'  — 2ax — x2  , si 
avrà  sempre  CM=e,  cioè  tutti  i punti  M sono  ad  egual 
distanza  del  centro  C (395).  Inoltre  l’ equazione  y2  — 2ax  — 
x 2 dà  x:y::y:%a — x,  ovvero  — f AP:PM:PD;  dunque  o- 
gni  perpendicolare  PM  è media  proporzionale  tra  i due  se- 
gmenti AP,PD  (4 22).  Di  più  condotta  una  corda  AM,  si 
avrà  AM*  = onde  x : AM  : : AM:  la , cioè  nella  curva 
trovata  tutte  le  corde  condotte  dal  punto  A ad  uno  dei  pun- 
ti M son  medie  proporzionali  tra  AD  e il  segmento  corri- 
spondente AP  (4~3).  Condotta  pure  MD,  si  avrà  AM*-t- 
MD:  —4,a2  re  AD1 , proprietà  del  triangolo  rettangolo  ; dun- 
que tutti  gli  angoli  AMD  son  retti  (419) . Iscrivendo  il  qua- 
drilatero AMDM',  si  troveik  pure  che  AM  x M'D-f  AM7x 
MD  = ADxMM'  (484);  ec. 
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“33.  Si  debba  ora  descriver  la  curva  dell’equazione^*  — 
ax . Già  si  vede  che  questa  dee  tagliar  la  linea  dell’ ascisse 
nella  loro  origine,  puichè  fatta  x—o,  si  ha  anche  y — ± 
^/axzzo,  e di  più  che  dee  aver  due  ratpi  eguali,  uno  po- 
sitivo e 1’  akro  negativo.  Questi  rami  vanto  all'  infii  ito, 
allontanandosi  dall’  asse  a misura  che  x ha  valori  più  gran- 
di : ma  le  x debbono  esser  positive,  altrimenti  le  y diven- 
100.  gono  immaginarie;  onde  la  curva  avrà  la  forma  MAM'. 

734.  Sia  pure  ~ x*  — «*:  facendo  y~o,  si  ha  x — 
joq.  — a>  onde  preso  sull’ indefinita  ED  un  punto  A per  origine 
^ dell’  ascisse , e due  parti  AS,A s eguali  ad  a,  la  curva  dee 
passar  per  i punti  S,s  che  si  chiamano  i suoi  valici.  Per 
conoscer  la  direzion  de’  suoi  rami,  sia  AD  il  lato  dell’ ascis- 
se positive,  e si  avrà  j — ( x 1 — a1  ) il  che  da  due  ra- 

mi, l’uno  SM,  l’altro  SM' , che  soderanno  ambedue  all’in- 
finito finché  x > a ; essendo  minore,  y sarebbe  immagina- 
ria ; onde  se  l’ ascisse  sien  positive  , . la  curva  non  oltrepas- 
serà S.  Prendendole  negative,  I’  equazione  resta  la  stessa, 
onde  la  curva  alla  distanza  già  trovata  Ai  — a — — x ha  due 
'nuovi  rami  opposti  r*a  eguali  ai  due  primi.  L’asse  dell’  a- 
‘ scisse  è BD  , quello  dell’ ordinate  è EF , e dando  dei  valo- 
ri ad  x',  si  determineranno  l’_y  o le  PM,  e i parallelogram- 
mi delle  coordinate  daranno  i punti  M , ni  ec.  per  cui  pas- 
sa la  curva . 

bx~  -x  x1 

HO.  *235*  Cerchiamo  la  curva  dell’ equazione y1  zz — — . 

Si  ha  dunque  y — -±x\!^-  — — se  x è positiva,  ed  y zz  +: 

V a — x 

x \f se  è negativa  : onde  x positiva  non  può  ecce- 

V a-Kv  . 

dere  a , e negativa  non  può  ecceder  b ; senza  ciò  y sareb- 
be immaginaria.  Prendo  BD  per  linea  dell’ ascisse , AD  rr 
a per  la  direzione  delle  positive  , AB  — b per  quella  delle 
' negative,  il  punto  A per  la  loro  origine,  EF  per  l’asse  dell’ 
ordinate,  e ho  1°.  yzz  o quando  x~co,  onde  la  curva  pas- 
sa per  il  punto  A;  2°.  ad  ogni  valor  di  x ne  trovo  due  per 
y,  onde  vi  sono  ordinate  positive  e negative:  3*.  i due  va- 
lori PM,PM'  di  y crescon  sempre  finche  presa  x — a,  di- 
vengono infiniti,  poiché  allora  y = ±x  ^/^^—zzeo  (19"); 

cioè  bisogna  prolungare  all’  infinito  HG  perchè  incontri  i 
due  rami  della  curva  ( si  chiamano  asintoti  le  linee  , che 
sempre  più  accostandosi  ai  rami  della  curva,  non  pcsson 
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però  mai  incontrarli  );  40.  se  a-  è negativa,  y ha  due  va- 
lori finché  x<b  e la  curva  ha  due  rami  anche  in  senso 
negativo;  50.  x — b dà  y—O-,  onde  la  curva  passa  per  B, 
ma  non  può  scender  più  basso;  o°.  se  y — o , si  ha  x1  X 


(Z>  ~ ,y\ 

) rr  o , onde  x*  ( b — x)  zz  o,  che  dà  xzzo , x: 

a -+•  x) 


xz zb,  e però  la  curva  passera  una  volta  per  il  punto  B, 
e due  volte  per  A ove  formerà  un  nodo  ( quando  due,  tre 
o più  rami  della  curva  passano  per  le  stesso  punto,  questo 
si  chiama  punto  doppio , triplo , multiplo , e 1’ Algebra  inse- 
gna a discerner  questi  punti  e a conoscerne  la  moltiplici- 
tà  j;  se  bzzzo,  il  nodo  svanisce,  c l’equazione  divie- 
ne y'zz— * — che  appartiene  a una  curva  detta  Cissoide, 
a — x 

730.  Oltre  i punti  multipli  vi  sono  ancora  dei  punti 
d’  inflessione  : in  quei  di  flesso  contrario  la  curva  dopo  es- 
sere stata  convessa  in  un  senso,  comincia  ad  esserlo  nel  sen- 
so opposto,  come  MA?4  : ma  in  quelli  di  regresso  un  ramo 
della  curva  tocca  l’altro  e torna  indietro,  come  mAm' : in 
, ambedue  la  tangente  è anche  secante  nel  punto  A d’  in- 
flessione , e la  curva  è parte  di  qua  e parte  di  la  dalla 
tangente . 

73Z-  Se  1’  equazione  delle  coordinate  è del  primo  gra- 
do, ella  appartiene  sempre  a una  linea  retta,  e però  le  ret- 
te si  chiamali  linee  del  primo  genere  o del  primo  ordine  : 
se  è del  secondo  grado,  del  terzo  cc. , le  linee  si  chiaman 
dpi  secondo,  del  terzo  genere  ec. ; e le  linee  del  secondo 
si  chiamano  anche  curve  del  primo  genere,  quelle  del  ter- 
zo curve  del  secorulo  ec.  La  sola  retta  è del  primo  gene- 
re ; ve  ne  son  quattro  del  secondo  ; settantadue  del  terzo  ; 
quelle  del  quarto  sono  in  più  gran  numero  ec. 

73^-  In  questa  division  di  linee  in  varj  ordini,  si  com- 
prendono le  sole  curve  geometriche , cioè  quelle  che  han- 
no delle  rette  per  ascisse  e per  ordinate , la  cui  ragione 
può  determinarsi  geometricamente.  Una  curva  che  avesse 
per  coordinate  delle  quantità  trascendenti  (io),  non  sareb- 
be geometrica,  ma  meccanica  o trascendente . Le  geome- 
triche si  chiamano  anche  curve  algebriche  . 

739.  Ora  il  principale  oggetto  dell’  Analisi  nell’  esame 
d’una  curva  c i°.  di  trovarne  1’  equazione  quando  la  cur- 
va è data,  o di  descriverla  quando  se  ne  ha  1’  equazione: 
2°.  di  determinarne  la  tangente  : 30.  di  conoscerne  la  < tir- 
vatura  in  un  punta  dato:  40.  di  cercarne  le  massime  o mi- 


/ 


riG. 
1 ic. 


1 1 1. 


112. 
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nime  ordinate;  5 . di  trovarne  la  quadratura  6 esatta  se 
possibile,  o approssimata;  6°.  di  trovarne  la  rettificazione 
cioè  determinar  la  lunghezza  d’  una  retta  eguale  ad  un  suo 
arco  qualunque  ec. 


Orìgine  ed  Equazione  dille  Sezioni  Còniche. 


24°.  Tagliato  un  cono  BCD  con  un  piano  AMP,  si 
cerca  l’ equazion  della  curva  MAm  che  nasce  da  questa  Se-^- 
zione.  Un  piano  BCD  perpendicolare  alla  base  CD  e al  pia-, 
no  segante  AMP , dà  per  1’  intersezione  di  questi  due  piani 
una  retta  A a ; cd  un  piano  FMG  parallelo  alla  base , dà  un 
circolo  la  cui  intersezione  col  piano  AMP  c una  retta  PM 
normale  alle  rette  A#,FG  (5 36);  onde  PM  è un’  ordinata 
comune  al  circolo  e alla  sezione  MAm.  Sia  dunque  AP  zz 
x,  PM  y,  AB  ~ c,  1’  angolo  ABa  = B , 1’  angolo  BAa  — 
A:  la  proprietà  del  circolo  dà  ^*  = FPxPG,  e per  trovare 
FP  e PG , conduco  AE  parallela  a CD  e PK  parallela  aBD, 
l’una  e 1’  altra  nel  piano  BCD:  dunque  AB  : sem  AEB  ::  AE  : 

seoB  (636),  ed  AE  — ° . Inoltre  il  triangolo  APK  dà 

sen  D 

seri  AKP  ( = sen  AEB  ) : sen  APK  ( = sen  AaE  = sen  (A4B) 

( 435  ) ) : : x : AK  = -+B) . dunque  pG  _ KE  _ AE  _ 

sen  D 

...  c sen  B — x sen  ( A -4-  B ) _ . , nn. 

AK  — — — i.  Parimente  nel  triangolo  APE 

sen  D 

V CpTl  A 

si  ha  seri  AFP  (=zse/iBFG(6l3))  : sen  A:  FP=: — ;on- 

seti  L 

, . sen  A.  _ , , . _ . . 

de  y — — ? — ( ex  seti  B *—  x*  sen  (A-t-B)),  equazione. 

sen C sen D 


cercata . 

24 1.  Dunque  1°.  ad  ogni  ascissa  x corrispondono  due 
ordinate  y eguali  ed  opposte  ; onde  l’ asse  divide  in  mezzo 
la  sezione:  2*.  se  c~o,  cioè  se  il  piano  segante  passa  per 
il  vertice  B del  cono,  1’  equazione  diventa  y1  = 


sen  A seni  A -+-B)  x*  fi1**  _ fi1  . 

■ _ _ 1 ■ — — ~ — , ratto  ■ il  coefficiente 

sen  C sen  U m m 


hx 

perciò  y^.%— , equazione  alla  linea  retta  (490), 


di  x*; 
che  dk 


per 


\ 
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per  sezione  un  triangolo,  come  già  si  sapeva  (546):  30.  se 
A B < l8o°  ed  insieme  Ar  C o ArD  viene  (613) 


Frc. 

XI3- 


. ex sen B ex  stiri  B „ .... 

y zz ve-  — * o y — x~,  equazioni  alla  cur- 

sen  D seri  C 


va  circolare  (47S)  che  danno  un  circolo  per  sezione,  come 
pur  si  sapeva  (546).  Ma  oltre  il  triangolo  ed  il  circolo, 
posson  farsi  nel  Cono  tre  altre  Sezioni,  dette  propriamente 
Coniche  e che  dal  Cono  trasporteremo  in  un  piano. 

74-3.  Nella  trovata  equazion  generale  sia  primieramen- 
te Ah-B  <:  180®;  allora  il  piano  ÀMP  convergendo  col  la- 
to BD  (413),  lo  incontra,  e la  Sezione  rientrante  o chiusa 
si  chiama  Ellisse,  tatto  yzzo,  si  ha  ex  seri  B — x3  seri  ( A -t- 


„ 1 . , . c*t’«B  , 

B i — o,  cioè  x ~o  ed  x— — — — , due  punti  o verti- 

se/i(  A-t-B  ) 

ci  ove  la  curva  taglia  la  linea  dell’ascisse  (731):  la  lor  no- 
ta distanza  Aa  zz: -Jta  si  chiama  asse  prima,  maggiore  o tra - ^ ^ g 

. . , 2a  sen  ( A -S-B  ) , 

sverso  j e poiché  c zz , 1 equazione  diventa 

seti  B 

jen  A sen  ( A -fB  ) c > - r 

y — -= ^ (2ax  — x ).  Se  qui  si  faccia  x zza, 

seri  C seti  D 


viene 


yx 


seri  A.sen(  A-+- 
sen  C sen  1> 


ordinata  nota  che  passa  per 


il  mezzo  C dell’asse  trasverso  o per  il  centro  dell’ellisse; 
k ttòqcw  b ed  il  suo  doppio  Bb  — 2b  è 1’  asse  secondo , 

. . . seri  A sen  ( A -+  B ) 5*  ,, 

minor m o coniugato  ; e poiché — — -zz  — -,  l e- 

sen  L scn  D a 

t b*  , _ 2&3 

quazione  diventa  y*zz  — ( 2ax  — x ).  Or  preso  p zz  — — 

a a 

Ah% 

5—,  terza  proporzionale  dopo  il  primo  asse  ed  il  secondo, 

2a 

e detta  comunemente  parametro  dell’  asse  trasverso  , si 
ha  y*  — ( 2 ax  — x3  ) equazione  al  parametro  dell'  asse 

trasverso . 

743.  Secondariamente  nell’  equazion  generale  sia  A -+• 
Bz=i8o°;  allora  il  piano  AMp  è parallelo  al  dato  BD  (413) , Ir4* 
e la  Sezione  infinita  si  chiama  Parabola-,  e poiché  sen  (A-+- 

_ , ,,  . ..  . sen  A senio  ex  r 

B ) =0  , 1 equazione  diventa  y zz , ove  fat- 

scti  C seti  D 

Kk 
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r sen  A sen  B 

to — —p,  parametro  della  curva,  si  ha 

sen  seri  IJ  ’ 


D’  onde  è chiaro  che  la  parabola  è un’  ellisse  con  1’  asse 
trasverso  infinito;  poiché  preso  2a=oo,  l’equazione  al  pa- 
ramecro  dell’ellisse  ( I97  ) diventa  y'1—px. 

o244-  Finalmente  nell’  eguazion  generale  sia  A 4 B > 
II 5.  allora  il  piano  AMP  divergendo  dal  lato  BD  (413), 

lo  incontra  solo  nel  suo  prolungamento  oltre  il  vertice  B , 
e la  sezione  infinita , inferiore  o superiore,  si  chiama  Jper* 
boia , ambedue  Iperbole  opposte ; essendo  poi  sen  ( A4  Bl 
negativo  (613),  la  lor  comune  equazione  è y1  — . . . 
sen  A 

I^iC^D  (c*s#nB-+*  «m(A-f-B)).  Se  sopra  questa  3» 
operi  come  sull’  equazione  all’  ellisse  (742) , si  troverà  v*  =? 
-(2ax-+x1),  ed  y*  — ” ( 2a.a!*4-  **), 

u r 2fl  ■*  ■ 7 


745.  Dunque  l’equazione  y1  = JL  (2 a*  +:**)$  gene* 

rale  per  tutte  le  Curve  Coniche  : col  segno  — dk  1’  ellisse 
ed  anche  il  circolo,  se  ‘2a~p-,  col  -4  dk  l’ iperbole  ed  an- 
che 1’  equilatera,  se  parimente  jìa  ~ p:  e se  ?a  = oo;  dk  la 
parabola . 

746.  Volendo  pertanto  nella  Sezione  una  doppia  ordi- 
nata eguale  al  parametro,  verrà  2y=p—2^S-  (30*4:**), 


cioè  per  la  parabola,  fatta  2o  ir  00 , si  ha  x = e per  1’ 

4 

ellisse  ed  iperbola , posto  il  valor  di  p = — , si  ha  * —± 
II 6 a ± ) • Presa  dunque  dal  vertice  A dell’asse  pa- 


rabolico 1 ascissa  x _ AF  — ^ ; applicata  dall’  estremità  B del 

, lgf  coniugato  al  trasverso  dell’ellisse  la  BF  = B/==  AC  = a,  on- 
de  C*  '-fi— Vi*1  — b *)  ed  * = AF  rz  ÀC  — CF  pi  a — 
v(f»  — b ) ovvero  * = Af=AC-pCf=  fl  h-  J(  a*  —AM; 
12 1,  agliata  infine  dal  centro  C dell’ iperbola  sull’asse  trasver- 

A°pPIC^nga^Ia  Cf  = Cf=  BA  - V(«l  -+•  61),  onde  * ir 
Af^__hC  CA_ y/  (4--+A*  j _ a ovvero—  xzzAf—AC  -4- 
rv27a!+V  saia  nelle  tr®  sezioni  l’ordinara  D dzz 

~ P‘J 1 p“ntl  F diconsi  Fuochi:  uno  ne  ha  la  para- 
bola,ma  due  1 ellisse  e l’ iperbola , dei  quali  il  semi -inter vali» 
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X *^3  )(  fig. 

CF  si  chiama  eccentricità } la  faremo  c,  e si  avrà  CFqz; 
V(«4^i*)  = c. 

747.  E’  qui  da  notarsi  1°.  che  moltiplicando  tra  loro 
x due  trovati  valori  di  x nell’ ellisse  e nell’ iperbola , si  tro- 
va (a-V(ol-ì,)(<i4V(fl,-41J  = (^(a1441j-t-a) 
{^(a*-+b*) — a):z:64,  cioè  il  semiasse  minore  e medio 
proporzionale  tra  le  distanze  dell'  un  de'  due  fuochi  ai  due  j | 8. 

Vertici  : 2°.  che  presa  dai  fuochi  F tf  la  FI  =:  fi  — — — e 

4 121. 

i1  h4 

— , viene  AI  ( a — c q F — ) : AF  ( ± a qp  c ) i A a (2  a),  ed 


2<2 


2a 


anche  .2.  Ai  (a4c?:  — );  A f ( a -+  c ) : A a (2  a ) . Basti  que- 
llo! 

ito  piccol  saggio  d’analogìa  tra  le  tre  curve:  per  maggior 
Chiarezza  daremo  separatamente  il  seguito  delle  lor  proprietà. 


. Parabola  > 


248.  L’  eqaazione  alla  parabola  è y'—px:  onde  i qua- 
drati dell * ordinate  son  fra  loro  come  le  loro  ascisse  . Con 
questa  equazione  si  determina  p;  poiché  presa  un’  ascissa 
s: zx  ed  un’  ordinata  b ~ y t la  terza -proporzionale  dopo 
a,b  sara  il  parametro  (490). 

749.  Condotta  dalla  curva  al  fuoco  F la  retta  o raggio  ^ 

Vettore  MF , sarà.  FM=z  = y'[<y4  p )4]  — VIP*-*" 

4 

= — p — AQ-+  AG  : prolungata  dunque  LA, 

4 4 

le  si  prenda  AG  = AF  = — p>  e p et  G si  conduca  l’indefi- 

4 

nità  o direttrice  EGe  parallela  all’ordinata  MQ,  sarà,  la  nor- 
male MHsQG  = FM;  dunque  la  distanza  ■&  un  punto  qua - 
lunque  M della  parabola  dalla  direttrice  , è eguale  al  rag- 
gio vettore  MF . 

I50.  Cerco  ora  MT  tangente  al  punto  dato  M.  Immagino 
l’arco  M/«  infinitesimo  il  cui  prolungamento  MmT  è la  tan*  <•* 
gente  stessa,  e condotre  sulla  direttrice  le  normali  MQ , mq, 
le  rette  MF,/7iF  al  fuoco  F,  ed  mg  parallela  a Qq , descri- 
vo col  Centro  F e raggio  F ni  1’  arco  infinitesimo  mr  che  può 
prendersi  per  un  seno;  sarà  MQrr  MF  , mqzzmF  , ed  MQ — 
tnq  ( — M#  j ri  .MF  — mF(:=Mr).  Dunque  1 triangoli  rettan- 
goli ìAmg,  Mmr  eguali  c limili  (441  ) danno  1’  angelo  m Vir 
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o TMFrz^M/rcrrMTF;  dunque  il  triangolo  MTF  è ise*ee« 
“ le,  e peri  pre«a  FT  = FM,  la  linea  MT  condotta  per  T, M 
sarà  tangente  in  M.  D’onde  segue  che  se  MO  sia  paralle- 
la all’asse  AN  , si  avrà  l’angolo  MTFr:  LMOx FMT . 

251-  Poiché  s±FT  = FM=#h-  — p (249),  si  haFT  — 

4 

- — p~x  — AT  ; dunque  la  suttangente  PT  — 2*  è doppia 

4 

dell’  ascissa . La  tangente  MT  =z  ( px  ■+  4-rx)  — 2 \J  xz  ; e 
condotta  MN  normale  alla  parabola  o alla  sua  tangente  in 


M,  si  avrà  la  sunnormale  PN^  — — p,  e la  nor- 

PT  2x  2 

male  MN~  n — */  (px-4-  — p1)  — V Pz  ■ Se  dal  punto  N ove 

4 

la  normale  incontra  1’  asse , si  conducano  ai  raggi  vettori 
FM,OM  le  perpendicolari  NB,  NB',  i triangoli  NBM,NB'M 

eguali  (250)  daranno  BM  — MB'rzPN  — ~p  : e se  dal  pun- 

2 

to  F si  conduca  sulla  tangente  TM  la  perpendicolare  FC  = 

5,  sarà  MT:TC::MN:CF,  e poiché  TCrr—  MT  (431), 

2 

sata  C£  — q~~n^z~^/pz,  e perciò  2 jn  = n1  ~pz  ed 


»=e. 

22 

E se  sia  l’angolo  TFM  = /3  = i3o°—  2MTP  = °p,  sarà 
TP1  (4**):  MP*  (px)::  1 : t««g*MTP  ( ±:  tang*  — MFP  == 

'2t  • 

• » 

tanS 1 — ( ISO* — /3)=rcot*  p (617 )) , onde  x =:  — p tangz  p 


(610. 6\),  ed  x-b— p(=;FM=rz)  = — p ( 1 ■+  tang*  p ) = 

. , 4 4 

J.p  ip 

— j— — — 4r"S-  Perciò  se  collo  stesso  asse  e fuoco  si  de* 
cos  p cos  y /3 


scriva  un’altra  parabola  A'M'  del  parametro  p',  sarà  FM: 
FM’  : :p  :p'  : : F A : FA'  ::x:x’. 

752.  La  parallela  MO  all’  asse  si  ehiama  diametro-,  il 
HO.  punto  M ne  è 1’  origine ; le  sue  ordinate  son  le  rette  NP 
parallele  alla  tangente  in  M,  e le  ascisse  di  queste  ordina- 
te sen  le  rette  MP . Per  trovar  F equazione  alle  coordinate 
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)(  2^5  )(  FJG. 

<lcl  diametro  MO,  chiamate  MP  (*),PN  (jy) , AQ  = AT  rr  nj5_ 
n,  avremo  M Qzz  ^ ap  e fatto  p -+  40  —p  sarà  MT  PII  z= 

*J  ap'  (751  ).  Condotta  ora  NL  normale  all’  asse,  i triango- 
li simili  NRL  , MTQ  daranno  ^ ap' -y-+\/  ap  : : V ap  : NL  = 

yV  ~/~*m  V aP : : 2a:  RL  — \/— ? 2a.  Ora  AR  ~ RT — 

P - P 

AT  — x — <zy  dunque  AL  — x~+<i'+2y^/— e per  la  proprie- 

P 

ta  della  parabola,  NL*=pXAL  cioè  {y/ap-ì-y^/  :op-t- 

-px~b2py  v4->  e riducendo,  _j yzzp'x,  equazione  simile  alla 
P 

-trovata  per  1’  asse  ; perciò  qualunque  diametro  MO  divide 
in  mezzo  1’  ordinate  Nn , e il  suo  parametro  p'  —p  H-  40  è 
•quadruplo  della  distanza  dell’  origine  M dal  fuoco  F.  Con 
questi  nrincipj  si  risolvono  i problemi  seguenti. 

753.  I.  Dato  1’  asse  AL  e il  parametro  p , trovare  un 
diametro  MO  che  faccia  colle  sue  ordinate  un  angolo  dato 
MPnra.  Il  problema  si  riduce  a trovare  il  punto  Q ove 
l’ordinata  normale  MQ  incontra  1’  asse.  Sia  AQrr#;  il  tri- 


angolo MTQ  da  tanna  — ^P—  (646),  x — P-cot'a (6 io.ó*-) 
c p'  { — p H-4*)=  — — (<5io). 

seri  a 


II.  Dato  il  parametro  p'  e F origine  M del  diametro 
MO  con  1’  angolo  a delle  coordinate,  trovar  1’  asse  AL,  il 
vertice  della  curva  A,  ed  il  suo  parametro  p.  Serbando  le 
denominazioni  dc-1  problema  precedente  , abbiamo  MQ  = 

*J px  ,p'  =:  —■ p ■+  4*,  onde  p = p'  scn1  a , * — 
seri  a 

cos*  a (óIo.p’.JjMQ^i  — senacos  azz±  — se«3a(62l). 

4 4 4 


Ellisse . 

— r * ’ 

754.  L’equazione  all’ellisse  essendo  y*zz^-i(  sax-ax), 

si  avrà  y’1 : 2ax  — xz  ::  £*  :a* , cioè  PMl:  AP  xPa  : : CB1  : CA*. , 118 
e il  quadrato  dell ’ ordinata  c al  prodotto  dell ’ ascisse , come 
il  quadrato  dell'  asse  minore  al  quadrato  del  maggióre.  De- 
scritto dunque  col  centro  C e raggio  CA  un  circolo , sarà 
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5erie  di  punti  presi  sull’  ordinate  d’  un  circolo  divise  m 
parti  simili.  , 

«255.  Se  nell’  equazione  si  ponga  a — * = CP  in  luogo 

di  x=AP  , ella  diverrà. y%  zz  ~ (a1 — x*),  ove  l’ascisse  son 

CL 

prese  non  più  dal  vertice  A,  ma  dal  centro  C:  questa,  co- 
me più  semplice , è più  in  uso  ; e da  questa  ( se  sopra  Bò 

si  cali  1’  ordinata  MQ  = PC  = *)  si  ha  zz^-(b'  •— ) , ©» 

b 

quazione  al  second’  asse,  il  cui  parametro,  terzo  proporzio- 
nale dopo  ih  e 2a , sarà  v — — ~J  lap . E’  chiaro  eh# 

b p 

se  azzb,  l’equazione  all' ellisse  diventa  quella  del  circolo} 
onde  il  circolo  è un’  ellisse  e<ptilatera  o di  assi  eguali . 

756.  Prese  dunque  1*  ascisse  dal  centro  , si  avrà,  il  rag- 
gio vettore  FM  = V (PM1-+PF*)  = y/ (yz  •+  ( c — *■)*  ) — 

C ^ X ^ p £ #. 

( a1  — 1 ex  -+  -r  ) ( 74(5 ) zza , e 1’  altro  raggio  vet- 
ri a 

tore  fMzz  a ■+  — . Onde  I*  fM-+fM.zz  la,  cioè  la  som - 

CL 


ma  dei  due  raggi  vettori  eguaglia  V asse  trasverso,  : 2°.  se 
sia  1’  angolo  P/M  zz  fi,  sarà  /P  ( = c -+■  * ) zz  f M . cos  fi  (64$ ) , 

e perciò  * zzfM,  cos  fi  — c,  ed  fM  ( = a •+  — ) = ... 

ai—c2  l[aP  , a* — c* 

-=r  — come  pure  FM  zz — zz 

a — >• c cos  (3  a — c cos  (3  a — c cos  fi 

Jiap 

- — — posto  PFM  =:  fi':  30.  volendo  i raggi  vettori 

a — c cos  fi 


con  V ascisse  prese  dal  vertice , si  cangierà  * in  a — * , e 

verrà  FM  zz  a — c , fM  zz  a-+c — — : 40.  e volendo  in» 
a a 

trodurre  il  raggio  vettore  nell’  equazione  all’  ellisse , si  farà 


FM  ( zza  — — )~s  ovvero  fM  (zz  a )zz2a  — z,  onde 

a a 

* = ed  y*  zz  --  ((  2a  — sjz  — ò ). 

c c 
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1$7.  Debbisi  ora  condurre  dal  dato  punto  M la  tan*  j,g 
gente  MT.  Prolungato  /M  in  L immagino  l’arco  infinite-  '* 
simo  Mm  , e dai  fuochi  F , f conduco  i raggi  vettori  fm  , 

F m:  descritti  coi  centri  jf,  F e coi  raggi  fm  , FM  i piccoli 
archi  mr,Mg,  avrò  fm-Y  mF  zr  FM  M/',  ovvero  . — 

fmzzNlr  r;  Fw — FM^zot^:  dunque  (44I  ) i triangoli  rettan- 
goli mMg,mMr  sono  eguali  e simili,  e perciò  l’angolo 

gmM  — FMT , perchè  FMT  -j-MFm  (r-:o) ;dun- 

co 

que  FMT  — mMr  = LMT , cioè  la  retta  MT  che  dividerà 
in  mezzo  l’angolo  LMF,  sarìi  la  tangente  cercata.  D’  on- 
de segue  che  1’  angolo  LMT  = QM/"“  FMT . 

758.  Se  da  M si  alzi  sulla  tangente  la  normale  MN , 
sarà  1’  angolo  /MN  zz  NMF , ed  fM  : MF  : :fN  : NF , ovvero 

/M-fFM  (2a):FM  (c  — ~)::/N  -y  FN  (2c);FN  = c *- 

c%x  ' b%x  . „xr  c1* 

— r=c  — x *+•  ed  /N=?c-FN  = c-f- r-rcH-*  — 

o a a 

/,»* 

— dunque  poiché  f?  c ed  FP^j? — c,  si  avrò.  J*. 

a * 

la  subnormale  PN  = FN  H-FP  = — ^ : 2°.  la  normale 

a1  2 a 

MN  = n = 1 V ( a' V H- 44 * * ) = . 4 yV -, c'x')  = — y/{ 2o* - 
a u ci 

4 PM4  a%  — x4 

**)  (256):  3°.  la  suttangente  PT=-j^  = — = . , . 

~~  : 4*,  la  tangente  TM=  *J  (a4^*  -+■  i4  x%  ) . , , 

>J (a*  — x* ) ( a4  — c* x*).  Inoltre  TC  = TP -+PC=  — ,al- 
ex  x 

tro  modo  di  determinare  il  punto  T della  tangente  in  M; 

( 76<S  ) ; TN  = TP  -Y 


_a*  az  -Ycx  _ a(aa- 

~ x x x 


PN  — ——  -,  TF r-*cz  - ;TA=~  — a-,  e nel  vertic* 
b x x x x 

ai  PM.TA  ay  , la  — x 

A la  tangente  AV rr — — — rr  — *- — ~b\ . 

fa  PT  <z-F*  V oh-* 

259-  Che  se  dai  fuochi  f,  F e dal  punto  N ove  la  nor- 
male incontra  1’  asse , si  conducane  sulla  tangente  e sui  rag* 
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FIG. 

119. 


118. 


120. 


X 368  )( 

gi  vettori  le  perpendicolari  /Q  ed  FR,NB  ed  NB',  come 
pure  per  il  centro  C la  DCD'  parallela  alla  tangente  , sa- 
ri i°.  TN  (~)  :NM  ( n)  r:  TF  (-)  : FR  =2  = — :: 

T/'(----):yQ  = - (758)}  d’onde  si  ha 

N x ' a/i  z 

FU  xFQ:=  Zi*,  e la  nuova  espression  della  normale  ti  — 

3°-  M/(a-f"):^(s-F*)::/N(cH-~j:^=, 


20 


cIf  :±fJ  onde  /M -/B'  = MB'=  £ — — -MB, 


atteso  1’  angolo- /MN NMF:  30.  TF  (- — (•  a -h 

X 

— )::Cf(c):fD  = ~,  c però  DM = M/— /D  = a - D'M , 


attesi  i triangoli  simili  TFM,CFD'. 

260.  Se  dal  punto  M si  conducano  all’  asse  coniugato 
la  tangente  Mt  e la  normale  MO  prolungata  in  n , i trian- 
goli simili  MPO  , MQ»  , MQr  e la  sunnormale  PO  ( = 


daranno  per  il  second’  asse , sostituendo  il  valor  di  x * 


, v . , , n PM.MQ  a*y  p'y  . 

(75 $)>  I • sunnormale  Qn  = — p — — = -JL  — ( 74^  ) » 


2°.  la  normale  M/in:— ^ (64H-c*^*)v  3°.  1* 


suttangente  Qt  z:  — 


Zi* 


. 1 11 

— ; onde  Ct  — CQ  •+  Qt  — — e 

y - y 


perciò  CQ:CB::CB:Ct  , come  nell’asse  trasverso. 

26 1.  Una  retta  nCN  che  passando  per  il  centro  C ter- 
mina ai  due  punti  opposti  della  curva  , dicesi  diametro , e 
condotta  DCd  parallela  alla  tangente  in  N,  i diametri  DCd, 
nflN  chiamansi  conjugatiì  le  rette  MP  parallele  alla  tangen- 
te son  1’  ordinate  del  diametro  CN,  le  parti  CP  ne  son 
1’  ascisse,  e il  parametro  di  un  diametro  qualunque  è una 
terza- proporzionale  a questo  e al  suo  conjugato. 

762.  Condotte  dall1  estremità  D ,N  1’  ordinate  Di  , NQ 
all’asse  maggiore  A a,  sia  QN  —y , CQ  =:  *,ID  = u , IC — 
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z — V(b1'  — k*  ) ("55  ),  e i triangoli  simili  DIC  , NQT 

danno  NQ2  : QT2  ::  DI1  : IC2 , orvero  ~ ( a1  — a:1  ) ; 

( «*  — *’  )4  . *1  a1"*  , bx  . . , 

: ..  u : a onde  u — — ; così  si  trovereb- 

x b~  a 


bz 


be  y=~,  onde  — 


r< y 


c zn  — xy , cioè  i triangoli  DUI., 


a x 

CNQ  sono  eguali  in  superficie.  Dunque  1°.  u%  ~ . . . 

— b1  — y~  (-255  ) cd  u*-*.y  = b*i  2°.  s*  = = 

«2-*1  c z*  H- x*  — a* } 3°.  a;2  ( = DC2  ■+ 

CN1  ) — az  b" , cioè  nell'  ellisse  la  somma  dei  quadrati 
ili  due  diametri  conjugati  è sempre  eguale  alla  somma  dei 
quadrati  de’ due  assi;  40.  condorca  NO,  la  superfìcie  del 

• 1 vrrn (K  (z-hx  ) zu  xy  ttx  -+  yz 

triangolo  In  CU • — — -m  . . 

° ‘Ji  O »>  •> 

— — h”  — dunque  il  parallelogrammo  CDENrrai,  e 
2tz  2b  2 

l’intero  parallelogrammo  FEHG  = 4nZ»=:2aX2i , e però  tut- 
ti i parallelogrammi  circoscritti  all’  ellisse  sono  eguali  tra  lo- 
ro e al  rettangolo  dei  due  assi  . 

763.  Sia  ora  il  semidiametro  CN  = m,CDr:«,  l’nngo- 
lo  CPM  mDCnzrp , e saia  1°.  «i2-f ti2  rr  a1  -+bz  ; 2°.  ab  ~ 
ma  st  a p che  è 1’  espressione  della  superficie  del  parallelogram- 
mo CDNE  (644).  Ora  queste  due  equazioni  danno  subito  i 
diametri  conjugati  ed  eguali  dell’ellisse,  poiché  allora  ‘im%  — 

2 72  . / u2  — t- -Z» 2 ‘2ab  , 

« -+•  b , ovvero  m — ± A/ » 8 sen  p — — , onde 

? 2 u4i 

poiché  queste  quantità  son  sempre  reali , ogni  ellisse  ha 
due  diametri  conjugati  eguali . La  lor  posizione  dipende  dal 

a.*  — h 2 

valor  di  x,  ma  x*  -+y*  — b*  h xz  (255)  = ni1  — ». 

a 

dunque  valore  indipendente  da  b,  onde 

2 a/2 

l’ordinata  NQ  prolungata,  determinerà  i diametri  conjuga- 
ti eguali  in  tutte  le  ellissi  che  avranno  comune  l’asse  A a.- 
764.  Cerchiamo  ora  l’equazione  alle  coordinate  CP  .PM, 
e sia  CP  = *,PM=j,CQ  =t,QN  =r,NT  = z,  c TQ  = 

LI 


FIG. 

I2D. 
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)(  *70  )( 

a1— 

— - — (758)  = $.  Condotte  FK,MO  perpendicolari  all’  as- 
se , e PL  perpendicolare  ad  MQ,  i triangoli  simili  NQT, 

MLP  danno  ML  = ^,  PL  = ^,  e gli  altri  due  CPK,CN£ 
7 7 

danno  PK  zz  — , CK  onde  COr:  — — — ed  MO 

m m m q 

yy  yjp  q“ 

— H — : ma  per  la  proprietà  dell’ellisse,  MO1— a*  — 
>1  m b“ 

C0'~  ; dunque  sostituendo  , ordinando  e riflettendo  che 

—h—  — a — t*(ida.a  ) — ts,  si  avra  ( — -+  . . 

;.2  ^2 

( v. — -H -)  xzzza% . Osservo  ora  che  quando  x zz  o , si 

bz mz  ^ ’ 1 


772 


, a r s a . y „ . . 

ha  yzzn-,  dunque  -f  . =:  -- , cioè  non  può  in.  tal  case 

7 « 

avverarsi  1’  equazione  se  il  coefficiente  di  yz  non  sia  ^;al 
contrario  quando  y zz  o,  si  ha  x — m,  onde  per  la  ragione 

X 

stessa  il  coefficiente  di  xz  è — j ; dunque  avremo  -j  -{- 


— - a;1— a1,  ovvero  yz  zz  --  ( 772 1 — *l),  equazione  simile 


72 

• x*  — a‘,  ovvero  f — 

772  * - 772* 

a quella  degli  assi.  Dal  che  segue  1°.  che  ogni  diametro 
NC/2  divide  in  mezza  l’ordinare  MP/72 , e perciò  1’  ellisse 
intera:  2°.  che  ogni  diametro  N/2  è diviso  in  mezzo  nel 
centro  C perchè  ne’  punti  N , ti  si  ha  xz  zz  vi1,  onde  x zz 

± 772  . 

765.  I.  Dati  i due  semiassi  a , b trovar  due  diametri 
conjugati  che  facciano  fra  loro  un  angolo  dato  p — DC«. 

Abbiamo  mz  nz  zz  az -b  bz  , ed  mnzz  — — (763);  dunque 

senp 

772 1 -+  72 1 ± 2/7272  ZZ  U~  -+ b*  ± \ ed  TU’  dfc  TI  ZZ  ( 22*  -i*Ì*  ± 

. Sf!72  /i 

- ),  d’  onde  sommando  e sottraendo  si  ha  m ed  n.  Per 

senp  , 

determinar  ls  direzione  di  un  de’  diametri  o l’  angolo  ACN 
che  chiamo  c,  il  triangolo  CNT  dii  ( 414 . 636)  seri  {p~  t)  : 
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I 

m::senp:  CT  = ^ (758  )—  oade  CQ  = . . . 

CQ  sen(p — cj 

- SCn  --- — ; si  ha  dunque  nel  triangolo  rettangolo  CNQ 

JW  /> 

g g~\  »t  • \ / y v ri  sen  ( p ci  , 

( preso  CN  per  raggio  ) (045)  mcoscir: - -,ch« 

m san  p 

dà  ni1  scn  p cos  c rr  a*  sen  ( p — c)^r(til4)a1  sen  p ctìs  c — 


« sene  cos  p,  ovvero  — — sen  pcosc  —sene  cósp',  e per- 

ii 

. a*  — vi2 

feio  (0I0.2‘  ) tarUczz ~~  tangp . 

a~  " 


■’óó.  TI:  Dati  i semidiametri  corrugati  m,n  e l’ angolo  p 
che  ranno  tra  loro,  trovare  i due  as.->i  e la  lor  direzione. 
Dall’  equazioni  mn  sen  p rz  ab  ed  a1  -(-  zzmx  -4-  ;i2  ton  un 
calcolo  simile  al  precedente  si  determina  a e h.  L’angolo 
eùe  da  la  direzione  degli  assi  si  trova  come  prima. 


Iperbato. . 

fa  * 

2ó~.  Nell’  equazione  all’ iperbola  (744)  y~  — ( iax-\- 

a 

*2  ) se  * sia  negativa  , si  ha  y — ± — y/(  x*  — ìax  ) , im- 

^ 1» 

migmaria  finche  x<2a;  onde  tra  x~o  ed  x — 'la  non  vi 
è curva:  ma  se  x > la , lordinatc  saranno  reali,  e 1’  iper- 
bol.i  negativa  eguale  alla  positiva.  Infatti  posta  aP  =r', 

tara  *=2a4*'  ed  y*  — {'lax'-+x  2 ) equazione  per  M'rnn' 

limile  a quella  di  MA/n. 

368.  Da  y*  — (iax-t-x2  ) si  ha  FM2  : APxFa  ::CB2: 

Cl 

G A2,  e il  quadrato  dell'  Ordinata  è al  rettangolo  dal!  ascis- 
se ( prese  fino  ai  due  vertici  A, a ) come  il  quadrato  del 
secorid'  asse  al  quadrato  del  primo.  Se  Si  ponga  x — a in 

b* 

luogo  di  *~AP,  r equazione  diventa  y*  — ■ ( x*  — a2), 

•ve  * = CP>  e 1’  ascisse  s*n  prese  dal  centro:  di  qui  *2  = 

\ 


120. 
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ria.  4 X a7 ^ X 

11  f- — (i1 -t-ji*),  equazione  al  second’ asse , il  cui  parametri 

è p'  come  nell’  ellisse  (755).  In  tutte  queste  equazioni  fat- 
to a—b,  viene  yz  — 2ax-+xz,y'l^:xz — a*  , xzzzaz  •+yz,  * 
allora  1’  ipcrbola  è equilatera  . 

769.  Prese  dunque  1’  ascisse  dal  centro,  si  avrà,  il  rag- 
gio vettore  FMcr  V'CPM*  -+  PF*J  =:  y'  (y*  -+  (*’ — c)z ) — 

^ ^—7 2 cx-t-  c*  ^ — ~ — a,  ed  fM.  ~ — -+  a.  Onde  1°. 

f M — MA  ~ la  , cioè  la  differenza  de ’ due  raggi  vettori  e- 

guagliera  V asse  trasverso  : 2°.  se  sia  1*  angolo  AFM  — /S, 

a 

x c» a 

verrà,  come  nell’  ellisse  (756),  FM  =r = . . . 

a -4-  c cos  fi 

f gp 

ir  + c cos  (ì 

770.  Per  condur  la  tangente  MT  a un  punto  M deli* 
iperbola , preso  F arco  Mt»  infinitesimo , e condotti  i raggi 
vettori  fm. Fot,  si  proverà  presso  a poco  come  nell’ellisse 
(752)  che  gli  angoli  mM/,FMni  son  eguali,  e che  perciò 
diviso  in  mezzo  ì’  angol*  fMF  colla  retta  MT,  questa  sa- 
rà la  tangente  cercata.  Dunque  nel  triangolo  jfMF  si  ha 

(4"l)_/*M  : MF::jfT:TF,ovveroyM-4-FM(  :/M  ( = 


122. 


ex- 


— )::/T-f-FT(  = 2c):/T  = — -+ c.  Dun- 


que fT — c — CT  rr  — , altro  modo  di  determinare  il  pun- 
x 

to  T della  tangente  in  M . 

771.  Quindi  se  MN  sia  la  normale,  si  avrà  la  suttan- 
gente  PT  = CP—  CT  = * — — = 


x-  —a' 


; la  tangente  MF 
V ( TP*  -f  PM*  ) — -ì-  (a’*  — et*  )(  c*x*  — a4  ) ; U sunnor - 


male  PN—  — — — — ; > In  normale  zi  — v/ (PM*  PN*):e 
-^^(c*** — a4).  E se , come  nell’ellisse  (759)»  •*  con- 

Ct 

ducano  le  perpendicolari  NI3,NB'  ai  raggi  vettori,  ed  FS, 
fs  alla  tangente,  a cui  «ia  parallela  CD,  si  troverà  col  ra* 

v * 
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EicCinio  medesimo  1°.  MB'=z  — p—  MB;  5*.  FS  xfs~  b*  ; 

2 • 

3°. n =p~-,  4°.  DM  = a. 

22 

212.  Osservo  ora  che  CT  :=  — (770)  è positiva  finché 

Io  c *;  onde  tutte  le  tangeati  daglian  1’  asse  tra  A c C. 
Ma  poiché  crescendo  1’  ascissa,  scema  CT,  e se  quella  è 
infinita,  questa  si  fa  infinitesima  : potranno  condursi  dal  cen- 
tro C due  rette  CX,C.s  che  saranno  i limiti  delle  tangen- 
ti o gli  asintoti  dell’  iperboli . Infatti  ATz:a — CT  — a — 

— ; e condotta  AS  parallela  ad  MP,  si  avra  AS  = . . . 
* 

AT.PM  ay  .x — a c ...  v 

_■ — -■=—  — =r  — — — bv • Supposta  * infinita  , sara 

TP  x -+•  a x-+a 

- — - — — — I , onde  AS  — b‘,  e però  condotte  AD  , Ad  per- 
°o  r 1 

pendicolari  a CA  ed  eguali  ciascuna  al  semiasse  minore  b, 
le  rette  CD,  Cd  che  passano  per  i punti  D,d  e per  il  cen- 
tro C,  saranno  gli  asintoti  dell’  iperbola  MAM',  che  pro- 
lungati in  X',x'  saranno  quelli  dell’  iperbola  opposta.  Se 
T iperbola  è equilatera,  P angolo  DCd  fatto  dagli  asintoti, 
è retto;  poiché  allora  DA  = Ad  — CA.  L*  iperbola  riferita 
agli  asintoti  ha  molte  proprietà, 

223-  Se  per  un  punto  N dell’  asintoto  si  conduca  la  ret- 
ta N/i  parallela  alla  retta  D d,  sarà  CA  [a]  : DA[b]  ::  CP 

f x ] ; NP  = — . Dunque  NM  ==  ^ — y , ed  Mn  - y 

a a a 

onde  NMxMnz — y1  — b2  :rrQA*  ; e poiché  NP1  = 

~ ed  MP1  = —~  — b\  si  ha  sempre  NP;>PM,  e pe- 
ri a 

rò  1’  iperbola  non  può  mai  confondersi  con  1’  asintoto  ; 
per  altro  sempre  più  vi  si  avvicina , mentre  crescendo  1’  a- 

, j-rr  61**  b'x*  ,% 

scissa , scema  la  differenza  tra  — — e — b , e svani- 
ti a 

•ce  affatto  quando  x~so. 

274-  Condotte  MQ,AL  parallele  all’asintoto  Cd,  i tri- 
angoli DLA , LCA  sono  isosceli  ; onde  fatta  AI.  = DL  = CL  =2 

e cendotta  MK  parallela  a perciò  egua- 


FK2. 

122. 


123. 
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X X 


le  a CQ, i triangoli  cimili  L>i-A,  NQM,MKn  danno  MN : 
DA::Q/\Ì:LA  ed  Mn:DA  ::  MK  : L)L , e però  NMx  M/z  : 
DA1  : : QM  X MK  :.LA  x DL  z_  AL1  ; ma  NM  X M/i  =z  DA* 
( 273  ) > dunque  xy  — m1,  equazione  all’  ipei  boia  tra  gli  a - 


tintoti , in  cui  ta~  ( zz  — ) si  chiama  la  potenza  dell* 


ipcrbola . 

11 5.  Se  due  parallele  F f,Gp,  terminare  agli  asintoti  tà- 
*34"  glino  un’ iperbola  nei  punti  n:th,p, K e sieno  MotN,P//Q 
per  «.  ul  dolati  all’  asse,  si  avrii  Fot  : Mot  ::  G p : P p,  e*l  mf: 
mNiS/^jpQ,  e però  FmXffi/:AlmXmN  irGpXRg^PpXpQ  5 
mi  ( i 13  ; fp  X/>  ,>  zzo*  zz  M ni  x «N  ; dunque  Fot  x mf—  GpX’ 
pg , dunque  a nell  e g lv  x K.G  —fli  X hp . 

0.  Se  1 punti  p , K coincidano  in  un  sol  punto  D,  la 
retta  TOt  sarà  tangente  in  D,  e si  avrà  Fw  X mf  — TDx 
Dr  — JH  X hV , onde  fli  ( lun  -H-  otP  ) — F m ( mh  hf)  > e 
pero  j k — Fot  e TD:z:D/;  ma  condotta  D.-  parallela  a Ct , 
i mang  ili  simili  TDE , TrC  danno  Th^tC  ; dunque  la  tan- 
gente à un  punto  L)  dell  iperbola  si  ha  conducendo  Di-  pa- 
rallela all’asintoto,  prendendo  ET  zz  LC,  e per  T,D  con- 
ducendo la  retta  TDr . 

IH.  Dall’  esser sempre  fh  rr  F<n  si  ha  la  maniera  di 
descrivere  un’  ipcrbola  tra  due  dati  asintoti ‘CT  , Ct  j cne 
passi  per  un  dato  punto  m , poiché  condotte  per  m le  rette 
F ft  MN  , si  farà  fh  zz  Fot oN  =1  M/n  e i punti  m ,n,h  sa- 
ranno nell’  iperbola . 

778.  Poiché  la  tangente  TMt  é divisa  in  mezzo  nel 
?25  •punto  M (ll6) , se  si  conduca  MCM',  questa  retta  ci  chia- 
ma diametro  trasverso  o primo,  il  cui  coniugata  o secondo 
è DC d o la  tangente  T \it , I’ ordinate  sono  otQot'  paralle- 
le al  conjugato  DG  d,  e il  parainetio  è una  terza -propor- 
zionale al  diametro  e al  suo  coniugato. 

779.  Un  diametro  divide  in  mezzo  tutte  le  sue  ordina- 
te •,  poiché  NQ  :Q/i  : : T l : Mt  ed  Not  zz  m'n  ; se  dunque  CM  — 
ni , CD  zz  MT  zz  n , CQ  x , Qot  zz  y , sarà  ih  : n : : * : NQ  zz 


— :=z«Q;  onde  Not  ~ v — y ed  mn  — - X -f-  y : ma  TMlzz 

MI  HI  111 

NmXmn  (777);  dunque  ri1  — " — y1 , ed  >2zz  — f x1 - 

«1  m 

mi*],  equazione  cimile  a quella  delle  coordinate  all’ as«é 


trasverso,  «ha  dà  x1  zz 


(/■+«*). 


A 9 


X 2 75  )( 


. PJG. 

^80.  Sia  ora  aCA  il  primo  asse  dell’  inerbola , e rappre- 
tenti  BA  la  meta  del  seco  :do  ; condotte  DE  , T(j  ,MPK  per-  ^ * 
pcndicolan  a CA,  rd  ML  e tK  parallele  a la  stessa  CA  , i 
triangoli  MTL  , MtK  , ODE  saranno  eguali  e simili  ; fatta 
dunque  CP  =1  ii , P vi  zz  z , CE  zr  tK  — ML  zz  r , MK  zz  DE  zr 
TL  — s , e C 'l  — m , TM  sz  n , CA  — a , AB  zz  b , si  avrà. 

TG  (a  -H  »•  ) :CG  ( «-t-r)  : : b : a e perciò  az  -+  as  — hit  •+  bri 

inoltra  TL  (s j:  LIVI  ^r)  : : MP  (a)  : PS=  — = *- — — (ni)  — 

a2 a1  , , a*  sz  . . 

— — f 26*  i onde  r rz  — — ; e sostituendo  questo  valore 

b u o IL 

nell’  equazione  aa  -A-  as  rz  bit  -+br,  3Ì  ha  ( bu  — as)  ( bu  — 
az  ) zz  o ; ma  bu  — az  sz  o da  a : b : : u : z il  che  è sempre 
assurdo  fuorché  nell’  infinito;  dunque  ( 1^8 ) bu  — a$  zz:  o, 
bu  — as , onde  <zzzz  £r,  e quindi  a:  b : : u : s ::  r : z , cioè  CP  : 

DE  : : Cb  : MP  . 

■j8i.  Dunque  1°.  i triangoli  CED,CJMP  sono  eguali  in 
superficie  : 2*.  condotta  DM,  sarà.  DMC  o ~ CQTM  zz  al 

trapezio  DMPE  rz  — (s4s)(u-  r )—-L  (su  -i-  uz  sr-^ 

2 2 

• a),  cioè  ( poiché  u:s::r:z,  onde  uz  — sr~o)  =z  — (su  — 

2 

rz);  ed  essendosi  trovato  bu  zz  as,  «d  azzzbr,  sarà  s sz 

bu  az  ..  bu 2 az2  . i 

— , r — - , e perciò $u  = — , rz  — — , onde  — CDTMz; 
a b & o 2 

: ma  1’  equazion  dell’  iperbola  dà  s1  zz  — (u2  — 

•2ab  a 

a2  ) e però  b * u2  — a1  z*  = a 1 b * i dunque  -i  CDTM  = 

— - — — ; dunque  il  parallelogrammo  TT'  formato  dai  dia - 

,2  ab  2 ’ 

metri  coniugati  e eguale  al  rettangolo  degli  assi  : 3*.  DE*  — 

* l • 

z*  = i*-EPM»  ( per  1’  equazione  all  iper- 

a 1 n ' 

boia  );  dunque  DE1  — PM*  = 6a:  4°.  CE*  = r*  zz^-zrn1, 

b 

a2  — CP1  — a2  ; dunque  CP1  — CE1  zi  a*;  5*.  a1  — b2  zz 
Cp»_^p.\li  — DE1  — CE*zzCM1 — CD1,  e però  la  di' feten- 
za dei  quadrati  di  due  diametri  conjugati  è eguale  alla  dif-. 


' I 
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ferenza  de  quadrati  dei  due  assi:  onde  nell’  iperboli  'equi- 
latera , qualunque  diametro  eguaglia  il  suo  conjugato. 

782.  I.  Dati  gli  assi  a , b d’  un’  iperbola , trovar  due 
diametri  conjugati  che  faccian  tra  loro  il  dato  angolo  p — 
DC.M.  Abbiamo  mn  senpza  ab  ed  m~  — n1  — a1  — 6*,  che 
danno  m ed  ri  ; e per  trovar  la  direzione  di  un  de’  diame- 
tri o l’angolo  MCP  che  chiamo  c , il  triangolo  CMP  da 
(644)  MP  — ni scr.  c j dunque  essendo  (2S0)  fr:a:^MP:CE, 


tara.  CEr^— , ma  nel  triangolo  DCE  (645)  si  haCE  = 
b 


ncos  (jp-f  t );  dunque  sene  — cosa  cos  c-  senp  sene  (615), 

bn 


.v  sene  bn  cosp  . . , 

e perciò — tango  — — — : e poiché  a — . 

cose  am-’rbnscnp 

mnsenp  , b!’cotp 

~t>  » sara  tan3c—  ^r~ -fi- 

li. Dati  i semidiametri  conjugati  m , n d’un’iperbola  e P 
angolo  p che  fanno  tra  loro,  trovare  i due  assi  e la  lor  dire- 
zione . Ciò  potrebbe  aversi  con  le  due  equazioni  e col  razicr 
cinio  del  passato  problema  : c però  più  semplice  1’  usare  gii 
asintoti.  Per  1*  estremità  M del  primo  diametro  CM  condotta 
TMr  che  farà  con  MQ  1’  angolo  TMQrap,  e presa  TMrr 
M t — n,  si  condurranno  CT,Ct:  quindi  diviso  l’angolo  TCt 
in  mezzo  con  CA,  si  avrà  la  direzione  del  primo  asse. 

La  rettificazione , la  quadratura  ed  altre  proprietà  di  queste 
e delle  seguenti  Curve,  ,si  troveranno  nel  Calcolo  Integrale. 


ALTRE  CURVE. 


QlLtre  le  Sezioni  Coniche , Curve  di-tanto  uso  in  Geo- 
metrìa , ve  ne  sono  più  altre  di  cui  è bene  il  far  men- 
zione . 

783.  1°.  La  Concoide  di  Nicomede.  Se  per  un  punto  B 
preso  fuori  di  una  retta  GII,  si  conducano  delle  rette  BQM, 
BAD  ec.  tali  che  le  parti  QM,AD  ec.  sieno  eguali,  la  cur- 
va MDM'  che  passa  per  i punti  M , D ec.  si  chiama  C iri - 
coide . Il  punto  B è il  polo  r la  retta  GH  la  direttrice,  e pie- 
se  sotto  GH  le  parti  eguali  Q/n , Ad  ec. , la  curva  ’mdri  è la 
' concoide 


WG. 


T n T 

gOl* 


XwX 

concoide  inferiore  o la  parte  inferiore  d’  una  stessa  concoi- 
de. Onde  1°.  GH.  ne  c l’asintoto;  2°.  Dei  normale  a GH  j 
ne  misura  la  massima  larghezza;  30.  se  BA>JA,  la  cur-  **“ 
va  è qual  si  vede  alla  fig.  131.  ; se  BA  <.dA,  ha  un  nodo  C 
B ndri , e allora  si  chiama  concoide  annodata-,  se  BA—  ciA,  1 33 
il  nodo  svanisce  e resta  un-  punto  di  regresso  in  B. 

784.  Per  saper  se  la  concoide  è curva  algebrica , si  con- 
duca PM  perpendicolare  ad  AP  e sia  AD“  QM  = <z  , AB  = 
b , AP  = x,  PM  = y,  si  avrà.  PQ  : PM  ::  AQ  : AB,  ovvero 
y/  (a* — y*  ):y  ::  x -^/{  a*  — .jr*-)  \b  onde  xy  — ( b-¥y  ) ^ (a1 — 
y~~),  equazione  alla  concoide  superiore:  lo  stesso  calcolo  da 
xyzz(b — y)y/{&*  — yz)  per  l’inferiore,  e l’equazione  è 
la  stessa  per  l'  annodata;  c se  si  facesse  xrr AR  ed^— IlM, 
si  verrebbe  a cangiare  x in  y ed  y in  x,  e l’equazione  sa- 
rebbe xy~  (6-+-  x)  y/(a*  — x 2);  dunque  la  curva  è algebri- 
ca del  terz’ ordine . Essa  può  descriversi  con  la  /Continua 
intersezione  d’  una  riga  BCM  mobile  intorno  a B,  e il’un  ( 
circolo  descritto  col  raggio  CM  — a,  che  ci  farli  muovere  1 
in  modo  che  il  centro  C sia  sempre  in  HG  ; basta  allora 
che  Ja  riga  passi  costantemente  per  il  centro  del  circolo . 

785.  Possono  anzi  formarsi  infinite  concoidi  differenti 
sostituendo  al  circolo  una  curva  qualunque  CM  e al  centro 
di  esso  un  punto  fisso  Q dell’asse  di  lei.  Troviamone  l'e- 
quazione. Condotte  MP,AB  perpendicolari  alla  direttrice, 
e fatta  AP  = ,r,PM  — y,  CP  = a,  CQ  a,  AB  zz  b,  saia 
PQ(* — a):  PM(y  ) ::  AQ(*  •+  a — z)  : AB  (b  j;  onde  z — 

a4~*i  valore  che  sostituito  nell’  equazione  della  curva 

hr¥y 


»35- 


CM,  dk  quella  della  concoide  MD.  Per  esempio,  se  la  cur- 
va CM  è un  circolo  il  cui  centro  sia  Q , si  ha  y*  zz  2 a%  — 
a*  , che  dk  xy  — {b  -+■  y)  (a*  — y*  ) come  sopra  : e se  la 
curva  CM  è una  parabola  dell’equazione^*  ~pz,  allora yi  • 4- 
by'1  — apy  — apb  —px$  è 1’ equazion  della  concoide  parabo- 
lica , di  cui  fece  uso  Cartesio  per  risolvere  un’  equazion  ge- 
nerale del  sesto  grado  . 

786.  IT.  La  Cissoide  di  Diocle.  Sia  il  circolo  ANBn 
col  diametro  AB.  Se  condotta  la  tangente  QB;  al  punto  B 0 
e le  rette  AQ  a varj  punti  di  essa,  si  prenda  QM  n AN, 

la  curva  MAm  che  passa  per  i punti  M,m  così  determina- 
ti, si  chiama  Cissoide. 

787.  Per  trovarne  1’  equazione  , conduco  OM  parallela 
ad  AP  , ed  MP  , NG  perpendicolari  ; fatta  AP  zr:  x , PM  — 
v,  e AB  =:  a diametro  del  circolo  genitore,  essendo  AN  zz 

M in 
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FIG. 


)(  )( 


i •'6.  » sar^  AGrtPB , ed  AG  ( a — x)  : GN  (\/[  ax  — **  ] ):  ! 

*•'  / 3 

AP  (*);  PM  ( y)  = -77—^ — onde  yl  =r  — — , equazio- 
V(a  — x ) a — x 


ne  cercata,  da  cui  si  vede  1°.  che  quando  #=ro,  anche 
y±zo,  e però  la  curva  passa  per  l’origine  dell’  ascisse  j 2°. 

che  se  x = — a,  si  ha  y = ± — a,  cioè  i due  rami  della  cis- 
2 J 2 

goide  tagliano  la  circonferenza  a distanze  eguali  da  A e B; 
3°.  che  se  x~a,y  è infinita,  e che  perciò  BQ  è 1’  asinto- 
to della  curva  ec.  (335). 

78S.  111°.  La  Logaritmica.  Preso  un  punto  A sull’ in- 
0 * definita  HG  e alzate  dell’ ordinate  PM  che  abbian  per  lo- 
garitmi le  loro  ascisse  AP,  la  curva  BMtu  che  passa  per 
1’  estremità  di  queste  ordinate,  dicesi  Logaritmica.  Sia  AP  =: 
a-,PMr_)i,  A al  modulo,  e — 2,7182818  il  cui  logaritmo 


iperbolico  è 1 (308);  sarà  * =: Aly  — xle , onde  _yA  ex,  che 

x 

dà  y — eA,  equazion  della  logaritmica.  Ella  mostra  1°.  che 
questa  curva  è trascendente  (738):  2°.  che  l’ ascisse  x,x' 
della  stessa  ordinata  y in  diverse  logaritmiche,  o i logarit- 
mi dello  stesso  numero  in  diversi  sistemi,  son  come  i mo- 
duli A,  A';  30.  che  quando  x—O,  si  ha  yzz  I =r  AB  ; 49. 

1 ‘ 

che  se  x ~ AE  :z:  AB  ~ I , si  Iia_yzaEF  = cA,  e però  se  in 

x j_  > " • 

y~eA  , ad  eA  si  costituisca  FF  — a,  sarà  sempre  y — a*\ 
onde  se  P ascisse  forman  la  progressione  aritmetica  -f  1,2, 3, 4, 
cc.,  l’ordinate  formeranno  la  geometrica-^-  a‘,al,aJ,a4 
ec. , e però  la  logaritmica  va  all’infinito  di  là  da  AP.  Ma 
prese  verso  AQ  V ascisse  negative  x ==  — I , — 2 ec.,  P ordi- 
nate diverranno  — ,~  ec. , cioè  la  curva  ha  un  ramo  in- 
a a 
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finito  BO  di  cui  la  direttrice  o asse  GH  è l’ asintoti . 

789.  IV*.  La  Cicloide.  Se  un  circolo  AG  giri  sopra  u- 
na  retta  A a finche  il  punto  che  toccava  sul  principio  que- 
sta retta  in  A,  la  tocchi  un’altra  volta  in  «,  questo  punto 
descriverà  una  curva  chiamata  Cicloide  o Trocoide.  Ella  è 
ordinaria  quando  il  circolo  genitore  non  ha  altro  moto  che 
quello  della  sua  rivoluzione  : ma  se  ha  di  più  un  moto  di 
traslazione  o nel  medesimo  senso  o in  senso  contrario  , ella 
è o accorciata  o allungata . Nell’  ordinaria  la  base  A a e- 
guaglia  la  circonferenza  del  cjjcolo  genitore  j è più  corta 


)(  a?9  )(  FIG. 

•eli’ accorciata , maggiore  nell’ allungata . II  diametro  BC  T ng, 
del  circolo  genitore  si  chiama  asse  della  cicloide  quando  è ° . 
normale  al  mezzo  della  sua  base  : il  punto  B è il  suo  ver-  e 
«tee,  e BC  la  sua  altezza  maggiore.  - 1 40, 

790.  Posto  ciò,  condotte  MP  normale  a BC,  e le  cor-  q 
de  eguali  MF,OC,  avremo  FC^iMO;  dunque  poiché  FC  — ® 
AC  — AF  = BIOC  — FK.M  = BIOC  — OLC=:  BIO,  la  parte 
MO  dell’ordinata  MP  è sempre  eguale  all’  arco  corrispon- 
dente BIO  del  circolo  genitore.  Inoltre  il  resto  OP  è il  se- 
no del  medesimo  arco;  dunque  chiamando  MP  (y) , BIO 
(ir),  si  avrà  per  equazione  alla  cicloide  ordinaria,  y—u-p 

senu,.  Per  generalizzarla  si  fara  MO  = ~ BIO,  il  che  con- 

a 


viene  alla  cicloide  o ordinaria  o accorciata  o allungata,  se- 
condo che  b è eguale  o minore  o maggiore  di  a , c si  n- 

Vrà  y=z  — u-+  sen  u . La  cicloide  è dunque  una  curva  tra- 
rr 


scendente  (73S). 

791.  Se  il  punto  per  descriver  la  cicloide  si  prenda  den- 
tro o fuori  della  circonferenza,  la  curva  descritta  sarti  un’ 
altra  specie  di  cicloide;  e se  il  circolo  si  faccia  girare  sulla 
circonferenza  d’un  altro  circolo,  k curva  descritta  da  uno 
de’  suoi  punti , sarà  un’  Epicicloide  . 

792.  V°.  La  Quadkatbice  di  Dimostrato,  Se  la  retta 
AG  tangente  al  circolo  in  A si  muova  uniformemente  c pa- 
rallelamente a se  stessa  lungo  il  diametro  A a mentre  il  rag- 
gio AC  gira  uniformemente  intorno  al  centro  C verso  il 
punto  E , in  modo  che  AG  e AC  si  confondano  con  CE  nel 
momento  stesso  ; l’ intersezione  continua  di  queste  due  rette 
da  la  curva  AMD , chiamata  Quadratricc , dalla  cui  descri- 
zione segue  che  uno  spazio  qualunque  AP  percorso  dalla 
retta  AG  sta  all’  arco  circolare  AB  descritto  nel  tempo  stes- 
so dall’estremità  del  raggio,  come  un  altro  spazio  AC  per- 
corso da  quella  retta , all’  arco  corrispondente  ABE  descrit- 
to dal  raggio.  Fatta  dunque  AP  ina: , PM“.y,  ABrru,  AC“ 
r — I , ABE  ~ 90*  r:  c,  si  avrà  i°  x : u : : I : c , onde  u ar 
ex  ; 2°.  CP  : PM  : : C A : AG  , ovvero  1 — x :y  : : 1 : tang  u , on- 
de y — (l — x)  tang ex,  equazione  alla  quadratrice  quando  1’ 
origine  dell’ ascisse  è in  A. 

793.  Se  sia  in  C,  cangio  x in  1 — *,  ed  fho  u=c{l  — 
x~  ) ed  y zz  x tang  c(l  — ^ ~ $ J 8 ) a-'  cot  c*  x:  ( 628 ) 

c 


* 


142. 
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142.  L_± !_i_  — ec.  : onde  quando  i^o,  sarà.  * z=  CD  ìé 

3 3-5 

JL,  « però  se  si  conoscesse  la  base  CD  della  quadratrice, 
c 

si  avrebbe  subito  la  quadratura  del  circolo;  di  qui  è venu* 
to  il  nome  alla  curva. 

794.  Se  sia  descritto  col  centro  C e raggio  CD  il  qua- 
drante DLK  , sarà  (508)  — : DLK  : : 1 ; c ; dunque  DLK  = 

c 

I — CA . Così  PC  n all’  arco  LD , perchè  — : KL  : : I : c ( 1 — 

c 

x ) ; onde  KL  rr  1 — x rr  AP , e PC  — LD  . 

795.  Prese  le  ascisse  negative  AP',  e sostituito  il  loro 

valore  nella  prima  equazione,  avremo  — (IM- x) tangcx, 

che  dà  l’ordinate  negative  P'M'.  Quindi  la  curva  ha  un  ra- 
mo AM',  di  cui  la  retta  QN  condotta  alla  distanza  AQ=r 
r—  I , è l'asintoto;  poiché  fatto  x=i,  viene  y — — 2<*. 

Ben  si  vede  1°.  che  la  retta  AG  e il  raggio  CA  segui- 
tando a muoversi  dopo  essersi  confusi  in  CE , formano  la 
, parte  Da  della  quadratrice:  20.  che  se  la  curva  fosse  geo- 
metrica , si  avrebbe  qualunque  angolo  d’  un  dato  numero 

n O p 

di  gradi,  come  di  - — , bastando  dividere  AC  in  P onde  AP: 

771 

AC  : : I : m , e condur  1’  ordinata  PM  e il  raggio  CB  ; 1’  an- 
golo ACB  sarebbe  r=  — , poiché  xi  I ::  u:c::  I :m. 
ni 

14''.  7JNS.  VI°.  La  Spirare  d’ Archimede.  Si  chiama  così  la 
curva  CKMA  descritta  da  un  punto  C che  si  muove  uni- 
formemente lungo  il  raggio  CA,  mentre  il  raggio  stesso  si 
muove  uniformemente  intorno  al  centro  C , in  maniera  che 
quando  il  raggio  ha  percorsa  la  circonferenza  intera,  que- 
sto punto  si  trovi  confuso  col  punto  A . Se  prolungato  il 
raggio  CA,  gli  si  faccia  fare  una  seconda  rivoluzione,  men- 
tre il  punto  C continua  ad  allontanarsi  dall’  origine  del  suo 
movimento,  si  descriverà  una  seconda  spirale,  poi  una  rt-r* 
la  ec. , o piuttosto  queste  spirali  saranno  una  sola  curva  le 
cui  rivoluzioni  possono  accrescersi  in  infinito. 

792*  Posto  ciò,  l’ordinata  CM  (y)  : raggio  CA  (a):.* 
arco  ÀDBN,  ascissa  corrispondente  (x  ) : circonferenza  ADBNA 
(/>);  dunque  l’equazione  alla  spirale  d’  Archimede  è y — 

2°.  pasra  per  il  ceft- 


V %.#. 

fM 


— ; onde  1°.  la  curva  c trascendente; 
P 


/ 


)(a8i)( 

txo  C,  poiché  x—o  dìi  y —o-,  30.  passa  altresì  per  A,  poi- 
thè  x—p  da  y — a\  40.  fatto  x — p - t-  x',  1’  equazione  di- 

QX 

venta  y=z  aH , e perciò  dati  ad  x'  i valori  che  ?on  tra 

- J»  i 

o e p , la  spirale  fa  una  seconda  rivoluzione  che  termina 
all’ estremità  d’  un  raggio  doppio  del  primo;  e nc  fa  una  ter- 
za, una  quarta  ec.  se  x~2p-bx",x—3p-i-x'"  cc. 

798.  VII°.  La  Spirale  Parabolica.  Presa  sopra  un  rag- 
gio CN  una  media  proporzionale  NM  tra  1’  arco  AN  e una 
retta  data  g,  la  curva  che  passera  per  i punti  M determinati 
dosi , sara  la  Spirale  Parabolica . Sia  dunque  AN— a: , CM  , 
AC  = a,  ed  avremo y — a — */gx,  equazione  in  cui  sostituen- 
do/) -Ha-, ec.  in  luogo  di  x,  troviamo  che  questa  cur- 
va può  fare  un’infinita  di  rivoluzioni  intorno  al  centro  C,e 
che  perciò  è del  numero  delle  spirali . 

799.  Vili0.  La  Spirale  Iperbolica.  Suppongo  che  dal  pun- 
to C preso  per  centro  sull’indefinita  CP  si  descrivano  degli 
archi  AG,QM,PO  ec.  eguali  in  lunghezza,  e che  per  le  loro 
estremità  G,M,0  ec.  si  faccia  passare  una  curva  CKGMO. 
Questa  sarà  una  Spirale  Iperbolica-,  e ben  si  vede  che  presa 
CB  — AGrr  QM=:PO ec.  ed  alzata  BR  parallela  a CP,  ella  ne 
sarà  l’asintoto,  perchè  può  solamente  incontrarla  quando  il 
•raggio  CM  sia  infinito. 

800.  Sia  il  raggio  CA=ra,AN=:a;,  AG=QM 

«c.  — b ; si  avrà  x : b : : a : y , onde  xy~ab.  Ora  sostituiti  ad  * 
dei  valori/j  •+x,2p-+-x.  ..inp-t- x,si avrà  successivamente y — 

, y — . . . .y— ; onde  crescendo  l’ascissa  , 

p-+x  J 2p~\rx  J mp-\-x 


FIG. 
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scema  l’ordinata , la  quale  diviene  zero  sol  quando  m è infi- 
nita; dunque  la  spirale  iperbolica  fa  un'  infinita  di  fu  i intor- 
no al  centro  prima  di  giungervi . 

801.  IX®.  La  Spirale  Logaritmica. Si  chiama  Spirale  Lo- 
garitmica la  curva  che  taglia  sotto  uno  stesso  angolo  tutti  i 
raggi  CM  condotti  dal  suo  centro  C,  cosicché  la  tangente 
MT  fa  sempre  un  angolo  stesso  col  raggio  CM.  Questa  curva 
ha  molte  proprietà  che  non  possono  ben  dettagliarsi  senza  il 
calcolo  differenziale  ed  integrale . 

802.  X°.  Curve  a doppia  curvatura.  Se  sopra  la.  curva 

si  alzassero  dell’ ordinate  ST  normali  al  piano  aBC  in  modo  che 
la  relazione  tra  1’ ascisse  o archi  aS~s  e l’ordinate  STcrz 
fosse  espressa  da  un’equazione  , la  linea  aQ  che  passasse  per 
tutti  1 punti  T,  sarebbe  curva  in  due  sensi,  e perciò  direbbesi 
Curva  a doppia  curvatura  : ma  poiché  questa  nuova  maniera 
di  concepir  tali  curve  ( che  per  altro  ci  sarà  utile  altrove  ) 
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jng,  non  da  facilmente  la  relazione  finita  tra  $ e e,  ecco  Comi 
° d’ordinario  si  concepiscono.  Se  sopra  le-  curve  aB,aN  de» 
scritte  con  la  stessa  origine  a nei  piani  DaC  delle  x ,y  e 
DaH  delle  y,z  (23°),  si  intendano  alzarsi  normalmente  e 
segarsi  due  superficie  curve  , la  loro  comnn  sezione  aQ  sa- 
rà una  Curva  a doppia  curvatura  , e le  curve  generatrici 
aB , oN  che  scambievolmente  sarebbero  generate  da  lei  con- 
ducendo da  ogni  suo  punto  le  normali  TS,TV  sui  piani 
DaC,DaH,  si  chiamano  curve  di  projezione , alle  quali  se 
ne  può  aggiungere  una  terza  che  si  formerebbe  nel  modò 
stesso  sul  piano  CaH  delle  x , s ■ Onde  1°.  la  curva  a dop- 
pia curvatura  non  può  descriveisi  in  un  piano  : 2°.  i suoi 
punti  son  determinati  da  due  delle  tre  curve  di  projezione , 
le  cui  equazioni  perciò  esprimono  la  natura  della  curva  e 
danno  il  modo  di  descriverla.  Sieno  aB , aN  due  parabole 
dell’ equazioni  I.  y2—px.  II.  z*zz:qy,  posto  nella  li  il  va- 
lor di  y preso  dalla  I.,  verrà  III.  z*  — pq2x , equazione  del- 
la curva  di  projezione  sul  piano  delle  x,z : dalla  I.  si  ha 

4 

y = ^px,  dalla  III.  z z=*/pq2x,  onde  dati  ad  x diversi  va- 
lori, se  ne  hanno  altrettanti  per  y e per  e si  descrive 
la  curva  aQ. 

803.  Date  ora  due  superficie  curve  con  le  stesse  coor- 
dinate x,y,z,  se  ne  avrà,  la  comun  sezione  o la  curva  a 
doppia  curvatura  sol  che  dall’  equazioni  alle  superficie  si 
deducan  quelle  di  due  delle  tre  curve  di  projezione.  Sieno 
date  le  superficie  d’  un  solido  parabolico  e d’  un  cono  ret- 
to che  col  vertice  stesso  abbian  gli  assi  delle  x c delle  y 
scambievolmente  normali  : dalle  loro  equazioni  (730)  I.  px  zz 

a*yl 

y*-i-z2 , II.  — j-  z1  ( cangiato  nel  cono  a;  in  yt  «A 

alv* 

y in  * come  esige  il  dato  ) si  ha  III.  — = x1-t-px  — >*» 

b 

IV. — *■  — xa-3-z*,  equazioni  alle  curve  di  projezio* 

nc  ( un’  iperbola  ed  un’  ellisse  ) che  determinano  la  curva 
cercata  a doppia  curvatura.  E’  chiaro  i°.  che  se  la  III.  0 
IV.  sieno  impossibili  o si  riducano  ad  un  sol  punto , r.on  si 
avrà  comun  sezione  e perciò  nemrnen  curva:  2°-  che  se  so- 
stituito nella  II.  il  valor  di  z preso  non  più  dalla  1.  ni 
dall’equazion  generale  d’  un  piano  Ax  By  -!-  Lz  -i-  D = 
(730),  possan  determinarsi' A, B,C,D  in  modo  clic  c<  in 
prima  ne  risulti  la  III,,  non  sarà,  la  sezione  una  curva 


)(  2^3  )(  FIG 

doppia  curvatura,  ma  una  curva  semplice  che  £otrà  de- 
scriversi  sul  piano  dell’  equazion  determinata  Ax  -t-  By  -+  ° 
Ca  D — o . 


LUOGHI  GEOMETRICI. 


V/Ósrruendo  1’  equazione  y*  ~ lax — x‘  si  trovò  (73 1 ) 
che  ne  risultava  un  circolo:  questo  circolo  si  chiama  ù Luo- 
go G comctrico  dell’ equazione  y*  — 2ax — x* . 

804.  In  generale  il  luogo  d' un'  equazione  è la  linea  de- 
scritta secondo  il  rapporto  delle  x e delle  y che  V equazione 
contiene,  rapporto  che  somministra  le  costruzioni  geometri- 
che dell’  equazioni  indeterminate  ; così  si  chiamano  tutte  1’ 
equazioni  a due  variabili , e se  ne  distinguono  i gradi  dalle 
più  alte  potenze  di  queste  variabili.  Cominciamo  dal  primo 
grado . 

805.  Ogni  equazione  di  questo  genere  può  esser  rap- 


presentata  da  ayzzbx~{-cm , cioè  y — 1 : si  tratta  di  tro- 

a a 

vaine  il  luogo  geometrico.  Sia  AP  = * la  linea  dell’ ascisse 
di  cui  pongo  l’origine  in  A ; sia  PM  un’ordinata  y che  fac- 
eia  con  AP  un  angolo  dato  APM.  Presa  ora  sopra  AP  una 
determinata  AB  zza  e parallelamente  a PM  condotta  BDzz 
b , i triangoli  simili  ABD  , APN  daranno  a:b::x:  PN  zz 

— ; dunque  se  la  data  equazione  fosse  y=~  » la  linea  AN 


sarebbe  il  luogo  cercato . Ma  poiché  il  secondo  membro  ha  di 

CHI 

più  — , le  PN  debbono  essere  accresciute  di  questa  quantità; 

CHI 

perciò  alzata  sopra  AP  parallelamente  a PM  Una  AE  = — e 

condotta  per  E l’ indefinita  M'M  parallela  ad  AN,sar‘a  PAIzz 

>zPN-l-NMz-4  — , onde  la  retta  M'M  è il  luogo  del- 
a a 

Ja  data  equazione . Se™  fosse  negativa,  le  PN  dovrebbe- 

r-4  £ ; « 
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ji-t  ro  diminuirsi  di  questa  quantità,  il  che  si  fa  conducendo 
AE'  sotto  ad  AP  c pei  E'  una  parallela  MM"  ad  AN , ed 

Jj  £ Qftl 

MM"  è il  luogo  dell’equazione  vz: : la  parte  OM 

a a 

corrisponde  al  valor  positivo  di  y,  e il  suo  prolungamento 
OM"  a quello  di  — y\  onde  può  concludersi  in  generale 
che  la  linea  retta  è il  luogo  geometrico  di  tutte  V equa- 
zioni indeterminate  del  primo  grado. 

806  Quelle  del  secondo  posson  tutte  ridursi  alla  for- 
mula 

y * -+  axy  -+  bx*  •+  ex  -+  dy  •+  fzz  o 

la  cui'  costruzione  da  la  natura  delle  curve  espresse  da  e- 
quazioni  del  secondo  grado,  qualunque  sia  1’  angolo  delie 
coordinate.  Risolvo  pertanto  quest’equazione,  presa  y per 

incognita.  (189),  e poi  fatto  y-\-~ax~\-~  d — u , trovo 

, ; sa 

s . , , ad.  - d1  _ 

« 4 i ).v  -h  (c — zzo.  Or  per  co-. 

‘4  a 4 

•fruir  -1’  equazione  y -p  ~ ax  -t-  — d — u,  supposte  le  coor- 

r'  « «f  2 

148  t^nate  AP  = a? , PM  — nel  dato  angolo,  conduco  AB  zz 
149.  ~dl parallela  a PM  ( sotto  AP  se  d è positivo),  e per  mez- 

1 5°<  ^ - ! 

151.  zo  di  BO  parallela  ad  AP  ottengo  MO  zz  y h d.  Sopra 

2 

BO  prendo  ad  arbitrio  BE  zz  1 , e condotta  EFzz — a paral- 

3 

lela  a PM,  e per  B ed  F P indefinita  BFN,  i triangoli  si-. 

WKili  BEF,BON  danno  ON  — — ax , e perciò  MN  — u . Ma 

3- 

le  coordinate  APzr  .r,MNzzu  non  sono  in  angolo  tra  loro 

come  bisogna;  e però  per  ridurvele  vsia  BN  za  e la  retta 

— . / ; 

nota  BFr:n  (652);  si  avrà,  ri:  I ssixzz  — , ed  u1  -h  (b  — 

. ' - ti 

^ \ " t cid . 2 „ d1  % i-o 

— )l^lc ) t-  / — — “ o.  Qui  può  accader  I . 

4 fi-*-  \ ■ - 2 n 4. 

* ? * che 
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FIG. 


che  bzz , nel  qual  caso  y2  -+  axy  H-  bxl  è un  quadrato 
4 

% 

perfetto  -,  2°.  che  b > — - ; 30.  che  b <.  — : sicché  questa  e- 

quazione  è suscettibile  delle  tre  seguenti  forme,  I.  u2  — 
— o,  II.  u2 -+ gz2 — rz — szzo , III.  uz — gz2 — rz — 

szzo . 

807.  Onde  i°.  se  nella  Ia.  u'zzgz  — r — — — ) si 

; £ 

faccia  z = t , sara  u2  zz  gt , equazione  alla  parabola 

8 

(748)  che  col  parametro  g , coll’  angolo  MNC  delle  coor- 
dinate , e coll’  origine  C dei  diametro , determinata  dal  ca- 
so di  tzzo  che  da  z — — zz  BC,  facilmente  si  descrive  (753)  : 

ù 

2°.  se  nella  II*.  u2-+gz* — rz  — s- - — b a* — — — - — 

£>  < r o 

0 © O 

y*^  yXt  T ^ s 

- — zz  o sì  faccia  **  — 1 t2 , saia  u*  = 

42  48  £ 48 

g(— — — t2  ) , equazione  all’  ellisse  che  paragonata 

, ; . « . 

all’  altra  ( 7Ó4  ) y 1 zz  ^(m2  — x1),  da  --  = ^r,  ed  mf  -t 


148. 


, onde  m zz  — V ( r*  -+  40J  ) — CD  ed  nzz  m\f  gzz 


iVC  - h 45  ^ = CG  , coi  quali  semidiametri  e col  centro 

C determinato  djl  caso  di  t zz  o da  cui  si  ha  z — — zz 

Off 

BC  , è facile  descriver  la  curva  ( 764  ) : 30.  se  nella  III*. 

u2  , rz  s r~  r*  . c . . . rz 

z2 H r = o si  faccia  a ■+• t- 

8 8 2 43*  4o  8 

y1  dffj  — y* 

— -zzt2,  sarà,  u2  zz  g { t2  -4-  — — -• — ),  equazione  all’iper- 

4 8 42 

boia  il  cui  centro  C è determinato  dal  caso  di  t — o da  cui 
si  ha  zzz — BC;  e quanro  ai  semidiametri,  se  ai>s>- 

2g  2 

r2 , paragonata  1’ equazione  alla  sua  analoga  (779)  y 2 = 

N n 


*49- 


150. 
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FIG.  _ )(  *86  )( 

( a?1  -+  «2  ),  avremo  n — — V(  4S3  — r*  ) ed  ”*  = . i 

-7^/ ^4y — ~):  ma  sc  4#*  < »'*>  l’equazione  di  confron- 

* /2*  j ' 

to  sarà.  ( 779  ) yì  — — - ( x*  — m*  ) che  da  m ~ — \/  ( r*  — 

771 

435)  ed  7x  — 4S  ) ’ ondc  k1  curva  si  potrà  sem- 

pre descrivere  (782).  Che  se  nell’ equazione  primitiva  (806) 
manchi  y 2 , si  libererà  x*  dal  suo  coefficiente , e si  avrà. 
11  n’  equazione  xl  -+  ayx  -4-  bx  -+  py  -+  q — x2  -+  ( ay  -+  b ) x -+ 

H-S+  (3L±*)‘  = o,  c fatto 


Z>  ) x -4- =zrx*,  1’  equazione  u2 — -4-pj  -f- 


ay-+£\* 


5 = 0 Sara  all’iperbola  e si  costruirà  come  la  terza  formu- 
la. Infine  se  manchi  anche  bx *,  liberato  xy  dal  suo  coeffi- 
ciente, resterà,  un’equazione  xy  ax-\-by — p — o,  ove  fat- 
to b-\-  xzz.li , si  ha  yn  -4-  au  — ab — p zzo,  e fatto  y -+  a zz 
z,  viene  uz  — ab-¥p,  equazione  all’  iperbola  tra  gli  asin-  ; 

Vr>  toti:  onde  poste  le  coordinate  AP,PM  nel  dato  angolo  APM, 
prolungata  AP  verso  D finché  sia  AD  —b,  c condotta  DCrz 
a parallela  a PM,  si  descriverà  tra  gli  asintoti  CQ,CK  1’  i- 
pérbola  della  potenza  ab-\-p  ( 774.782),  e sarà  a -4- 

yzzz,  QC  zzb  ~\r  xzzu  e QM  X VC  — uz  zz  ab  -i-  p . 

808.  Segue  da  tutto  ciò  che  qualunque  equazione  inde- 
terminata del  secondo  grado  appartiene  a una  sezione  co- 
nica, e che  la  sua  specie  dipende  dai  tre  primi  termini 
y1  -4*  axy -4-  bxr  della  formula  generale  . Perciò 

I®.  Se  questi  tre  termini  formano  un  quadrato  perfet- 

a1  , • . . 

to,  cioè  se  6= — , o se  non  resta  dei  tre  primi  termini 

4 

altro  che  y 2 o x2,  l’equazione  apparterrà  alla  parabola. 

II0.  Se  b > — , 1’  equazione  è all’  ellisse  che  per  altro 

4 , - • 

diviene  un  circolo  quando  CD  = in  zz  CG~  71  — m y/g Y 807  ) 

*4 9‘  cioè  g — 1 , e 1’  angolo  BNM  è retto;  allora  BE2  1 — 

BF*-f  FE2 zz  nz  (8oó);  e peichc  gzz  ^ b — — — I , 
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a* 

si  ha  6 = naH — =1,  e 1’  equazione  primitiva  diventa  y1 

mxy  -4-  x1  H-  ex  H-  dy  -\-f—  O . 

et* 

111°.  Se  b < — , T equazione  è all’  iperbola  quand’  an- 

• _ 4 

„ che  b sia  negativa;  e se  Z>  rr  1 , l’ iperbola  è equilatera.  Se 
manca  uno  dei  quadrati^1,**,  restando  il  rettangolo  xy , 
la  curva  è egualmente  iperbola;  c se  y*  fX*  mancano  nel 
tempo  stesso , 1’  equazione  è agli  asintoti . 

809.  Può  accadere  che  1’  equazione  proposta  non  sia 

realmente  del  secondo  grado:  tale  è y*  — xy-y- — - a8;  la 

4 

sezione  conica  eh’  essa  rappresenta , degenera  in  linea  ret- 
ta , come  dee  succedere  per  una  parabola  il  cui  parametro 
sia  nullo,  e che  perciò  si  confonda  col  suo  asse.  Che  se 
1’  equazione  proposta  implichi  contradizione , il  calcolo  lo  fa- 
rà conoscere  colle  operazioni  che  indicherà,  come  condu- 
«endo  a descrivere  un  circolo  di  raggio  immaginario  cc. 


Problemi  indeterminali  del  secondo  grado . 


Sto.  I.  Dati  i due  punti  A e B,  trovar  la  curva  AMB  j - -, 
tale  che  conducendo  da  qualunque  suo  punto  M le  rette  '■5o 
MA,  MB,  1’  angolo  AMB  sia  sempre  lo  stesso.  Condotta  MP 
normale  ad  AB,  sia  AP  nx.PMrr^AB^a  , rangAMB  — 


f,  avremo  (646)  tang  AMP  — — , erang-BMPzo- — Dun- 

, x ^ a — x 

que  (615)  t — — — -i  il  che  dà  yz  H*  x*  — a? 1 — 

X'i'a  — x) 

1 / * 

equazione  al  circolo  (808).  Ne  compisco  i due 

, , / a.  1 , [ \*  a*  a1 

quadrati  e saia  — - j -+  ^ - a — ~ r » F°l 

divido  AB  in  mezzo  nel  punto  F,  dal  quale  alzo  r-  — 

d 

--  perpendicolare  alla  stessa  AB , e col  centro  E e , 

AE=  y/ ^derive  N circolo  AMB,  c : .* 
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J53  equazione  ; poiché  condotta  EQ  parallela  ad  AB, 

ho  EQ  z;  — a—  x , MQ  —y  — ~~  ; dunque  cc.  Or  poiché  EF  tz 


, deve  essere  1’  angolo  AEF  z:  AMB  : infatti  essendo 

• * 

EF  ( z:  :FA^zifl  j::R(  = i):tz  tana  AEF  ( 646  ) , 

i due  angoli  AMB  ed  AEF  hanno  un<t  stessa  tangente  t\ 
dunque  condotta  AT  in  modo  che  l’angolo  TAB  sia  egua- 
le all’angolo  AMB,  la  retta  AE  perpendicolare  sopra  AT 
incontrerà  EF  nel  centro  del  circolo  cercato . 

Sii.  II.  La  data  retta  AB  si  muova  nell’  angolo  acuto 
BCA  in  modo  che  le  sue  estremità  A e B stiano  sempre 
sui  lati  dell’  angolo  dato  : cerco  la  curva  descritta  da  un  da- 
to punto  M di  AB . Condotta  PM  parallela  ad  AC , sia  CP  ~ 
*,PM— y , AM  = «,BMzn,  cos  ACBztoosMPB  — c:  avrò 

BPz:— , e il  triangolo  MPB  darà  (651)  — = J»1  * nz  ~h 
iji  m 

n~x 1 . 2 nexy  rilx%  , _ . 1t, 

ovvero  v -h n*  — o,  equazione  all 

rn*  m ni* 

n2c*  « t * 

ellisse  •,  poiché  — - > — — - cioè  1 > c ( 808  ) . Faccio  y — 

772  771 

C rìx . . t j vi  * . » , n j r 2 

—u,e  posto  seti  MPB  ~ s , si  àvra  u -i n — 

rii  ni 

cri 

o . Presa  dunque  CE  = 1 , e condotta  EF  = — parallela  ad 


AC,  se  si  conduce  CFQ,  si  avrà  QMzru.  Sia  dunque  CF  z: 

_ , . r 2 , , n*A*  /)'-  ni' 

f , CQ  z:  z ; si  avra  x — dunque  u — — — "i 

z*  ).  Quindi  i semidiametri  conjugati  CO  e CG  saranno 


fin  . 

respettiv^mente  espressi  per  — e per  o,  e poiché  si  co- 
nosce 1’  angolo  GCO,  è facile  descriver  l’ellisse  (466).  Se 
1’  angolo  ACB  sia  retto,  1’ equazioii  primitiva  diventerà  yx  — 

n * 

— - (ni* — **),  e apparterrà  a un’ellisse  dei  semiassi  m,n. 


Quindi  dati  gli  assi  potrà  descriversi  1’  ellisse  ; essendo  il 
maggiore  2a,  il  minore  zb,  prendo  AM  = a,  MB = b e muo- 
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VO  AB  tra  i lati  d*  una  squadra  ; il  punto  M descriverà  il 
quarto  d’ellisse  richiesta. 

812.  III.  Data  la  parabola  NAK , trovare  il  luogo  di  tut- 
ti i punti  M tali  che  le  due  tangenti  NM,KM  faccian  sem- 
pre l’angolo  stesso  NMK.  Condotte  MP,KL,NQ  normali 
all’  asse  AQ  , sia  AP  * , PM  = y , NQ  = % , KL  — u , il  para- 
metro della  parabola—  p,  tang NMK  —t , onde  — AT  — 


EI8. 

I54- 

15St 


-,  AL  = AS  = ~(248.25Ì)>QT=  — , LS=^\  e at- 

P P P P 

tesi  i triangoli  simili  TPM,TQN,  ed  SPM,SLK,  avremo 

11^ 

— — * : y e anche  - — : u : : * : y , e di  qui  % — 

P P P P 

y •+  V(y*~+Px) * n — — y *+*/(  v1  ~+px j>«  -4-  % —isi 

px  ) ed  uz  — px . Ora  NMK  cz  NTQ  -+  KSL  (425),  e per- 


chè ( 646)  tang  NTQzc  ^-  e tang- KSL n — , sarà  (614)  t — 

2«  *2,11 

, e posti  per  u -+  2 ed  uz  i lor  valori , t ~ . . , 

à,Uil p 

e quadrando, |^x— — ^rj>e<lua* 
zione  all’  iperbola  (808).  Sia  x — — — verrà y1  — 

a * 

f - £ <pl  — ( t1  ■+  1 ) J che  paragonata  con  yz  =z  — - ( x1  — *• 

> , 4*  m 

m 1 ) (So^)  e chiamato  s il  seno  dell’  angolo  NMK,  dà  m =: 


1)  — (610)  — ed  n — onde  diminuendo 
2t*  2 ts  2 S 

le  x di  AC  = — — h — -,  1’  iperbola  del  centro  C e dei  se- 
4 2t* 

miassi  CDr:m,CG  —n,  sarà  il  luogo  dell’  equazione.  E fi 
osservi  1°.  che  se  l’angolo  NMK  sia  ottuso,  la  tangente  e 
shra  negativa:  ma  ciò  nulla  cangia  nell’equazione  che  con-1 
tiene  sole  potenze  pari  di  t:  onde  dei  due  rami  iperbolici 
MDot  , M'dm'  quello  soddisfa,  al  problema  quando  il  dato  an- 
golo è acuto,  questo  quando  è ottuso:  2°.  che,  se  il  dato 
angolo  è retto,  si  ha  f — so  (610),  onde  la  linea  cercata  è 
la  direttrice  della  stessa  parabola  (197. 249 )>  cosicché  due 
tangenti  della  parabola  che  partono  da  un  punto  della  di- 
rettrice, forman  sempre  un  angolo  rttto. 
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ic.6  813.  IV.  Far  passare  una  Sezione  conica  per  cinque  pun- 
**  ' ti  dati  A,G,D,B,E.  Per  due  di  questi  punti  conduco 
AB  e dagli  altri  punti  le  perpendicolari  CF,DH,GE  sopra 
di  essa  , e poi  suppongo  che  l’ equazione  della  sezione  conica  cer- 
cata sia  afL-\rhxy-¥  ex1  -t-  dx-{-  fy  — g—O  e faccio  AFzrp , FC— 
2 , AG  -p\  GE  =z  q,  AH = p" , DH  = 2" , AB  =zp'".  Quando  * = 
o»  sara  zzo,onde^^o  , e però  l’equazione  si  riduce  ada^*-4- 
bxy  H-  ex1  -4-  dx  -+fy  — o . Quindi  secondo  che  x ~p  , —p',zx: 
p'' , z=p'"t  si  ha.y~q,  — — q',  — q'',  — o : sicché  si  hanno  le  quat- 
tro equazioni,  aq1  -4-  bpq  -4-  cp~-p  cip -+fq  — o . . . aq  q — 
bp'  q'-+  cp  p'  -4 -dp'  — fq  z^O ...  aq"q'  *4-  bp"  q"-4-  cp"  p”  -4-  d.p"~ìr 
jq"  — o . . . cp"'p" -+■  dp"'  = o,  da  cui  si  avranno  i valori  di 
b ,c,d,f,  che  sostituiti  in  ay 1 -4-  bxy  -+  ex 1 -4-  dx-^-fy  zzz  o , 
danno  l’equazione  della  curva  cercata.  Il  metodo  può  appli- 
carsi a risolvere  un  somigliante  problema  per  le  linee  del  ter- 
zo , e del  quarto  grado  ec. 

814.  Così  si  trova  per  approssimazione  la  legge  di  più 
quantità  legate  insieme  con  certi  rapporti.  Suppongo  per  esem- 
pio  le  tre  quantità  BC,DE,FG  dipendenti  da  tre  altre  AB, 
AD  , AF-,  si  vuole  in  generale  una  legge  che  unisca  queste  sci 
quantità..  Immagino  l’ indefinita  AF , e riguardo  le  sue  parti 
AB,  AD,  AF come  l’ ascisse  d’una  curva  CEMG  -,suppongochc 
ogni  ordinata  y sia  una  funzione  indeterminata  A -f-  B.r  *4- 
C.v*  -4-  cc.  dell’ascissa  corrispondente  ( se  le  date  quantità  fos- 
sero quattro  BC  , DE  , PM  , FG,  prenderei  quattro  termini 
per  esprimere  questa  funzione  ).  Or  giacche  si  ha  yzz  A-r 
Ux  -4-  C.t\  faccio  AB  = a , BC  = b , AD  =r  a , DE=:  b' , AF—  a!', 
FG  — b",  onde  le  tre  equazioni  b~  A-4-Ba  -f  Cu*  ...  b'-~- 
A H-Ba'-fCa'  a . ,.br ’zr  A -4*  Ba"-t- Ca"  a"  , con  cui  si  de- 
terminano i coefficienti  A,B,C  e l’equazione  approssimata 
della  curva  CM,  ove  una  quantità  AP  dipende  da  un’altra 
PM,  come  AB  dipende  da  BC , AD  da  DE  ec.  Tale  è il  Me- 
todo dell'  Interpolazioni . 

815.  Con  questo  si  ha  1’  equazione  approssimata  d’  una 
curva  segnata  a caso  sulla  carta.  Basta  iJ.  abbassar  delle  per- 
pendicolari da  varj  punti  di  questa  curva  ( e in  particolare 
da  quelli  ove  cangia  molto  di  concavità  jsopra  una  retta  pre- 
sa per  retta  dell’ ascisse  : 2°.  supporre  che  l’equazione  della 
curva  sia  y — A -4- B.v -4- Cx1 -f  Do.5  ec.  in  cui  si  fanno  entrar 
tanti  coefficienti  indeterminati  quante  son  le  perpendicolari 
abbassate  : 30.  determinar  come  «opra  i cpcfficiqnti  A,  B,  C,  D ec. 


1 
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Problemi  determinati  fino  al  quarto  grado. 


816.  I luoghi  di  due  equazioni  indeterminate  del  secondo 

grado  posso  11  costruirsi  sulla  stessa  retta  dell’  ascisse  , con  la  stes- 
sa origine  e nello  stesso  angolo  delle  coordinate  .Intalcaso  le  due 
curve  si  taglieranno  in  punti  tali  che  l’ordinate  corrispondenti  a 
questi,  saranno  le  radici  dell’equazione  determinata  che  si  avreb- 
be riunendo  ledue  equazioniin  una  che  non  contenesse  altro  che 
k o y . Reciprocamente  se  un’  equazione  determinata  del  terzo 
o quarto  grado  si  divida  in  due  che  contengano  x ed  y,  co- 
sicché eliminando  x o y si  ritrovi  la  data,  c chiaro  che  co- 
struendole come  sopra,!  punti  d’intersezione  delle  due  curve 
avranno  per  coordinate  i valori  dell’incognita:  così  se  nell’ 
equazione  ax1  -+bx*  -(-c.vH-cZ  — o si  faccia  * 1 zzpy , 

sarà  pljr*  -+•  apxy-i-  bpy-+-cx  -+d  — o,  equazione  a una  sezio- 
ne conica  che  costruita  con  la  parabola  dell’equazione  a;1  za 
py , raglierà  questa  curva  in  dei  punti,  le  cui  ascisse  corri- 
spondenti saranno  i valori  di  x.  Quando  la  data  equazione  ha 
quattro  radici  reali , le  due  curve  si  tagliano  in  quattro  pun- 
ti ; quando  ne  ha  due  sole,  si  tagliano  in  due  ; se  tutte  sono 
immaginarie  , non  si  ha  intersezione;  con  radici  eguali  , le 
curve  si  toccano;  e perchè  s’incontrino  in  un  numero  di 
punti  eguale  a quello  delle  radici  reali  ed  ineguali,  si  pren- 
de l’equazione  d’ una  delle  due  curve  con  y alla  sola  prima 
dimensione.  Del  resto,  il  metodo,  sì  bello  in  teorica , è sta- 
to in  pratiea  quasi  abbandonato  per  l’ impossibilità  di  descri- 
vere esattamente  le  Curve. 

817.  I.  Date  due  rette  a,b , trovar  tra  esse  due  medie 
proporzionali  x,y.  Poiché  per  ipotesi  a:  x:y:b,  sarà  x*  za 
ay , ed  y^  — bx',  onde  costruite  le  parabole  di  queste  equa- 
zioni con  la  stessa  retta  dell’ ascisse,  Io  stesso  vertice  e lo 
stesso  angolo  delle  coordinate  (che  ordinariamente  si  suppo- 
ne retto  ),  esse  daranno  con  le  loro  intersezioni  i valori  cer- 
cati di  x,y. 

Ma  non  deve  in  generale  costruirsi  un’equazione  del 
terzo  o quarto  grado  senza  far  uso  del  circolo,  curva  tanro 
più  comoda  a descriversi.  Che  se  per  introdurre  il  circolo 
nelle  soluzioni  di  questo  genere,  occorre  talvolta  una  certa 
destrezza,  vi  sono  anche  certi  casi,  in  cui  si  presenta  da  se . 
Per  esempio,  sommando  le  due  equazioni  x* — ay  — o^y1  — 
bx ~o,  c supposte  le  coordinate  in  angolo  retto,  nasce  1’ 
equazione  al  circolo  .v1-!-;,* — ay  — óx  z;o . Descritta  dunque 
una  parabola  AM  del  parametro  b sull’  asse  AP , ella  sarà  il 
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I 58.  lU0g0  dell’ equazione  y*~bx.  Per  trovar  quello  di  y1  — 

i I . I j . 

ay — bx—0,  sia  * 1>—  u,ey a — z:  avremo  u ■+ 

2 2 

e*  er  — (al4  b2  ) , e condotta  da  A perpendicolarmente  ad 

n 4 

AP  la  retta  AB  = -— a,  e per  B l’ indefinita  BCQ  parallela  ad 

2 

AP,  se  pieso  CB  — -^-b  si  descriva  un  circolo  col  raggio  CA  , 

egli  taglierà  la  parabola  in  un  punto  M tale  che  condotta  la 
perpendicolare  PM,  le  coordinate  AP,PM  saranno  le  due 
medie-proporzionali  cercate . 

Supposto  b zz  ‘la , il  cubo  fatto  sopra  AP  sarebbe  doppio 
del  cubo  a3  (214),  ciò  che  risolve  con  poco  il  problema  della 
duplicazione  del  cubo  sì  famoso  tra  gli  Antichi.  Anzi  può 

generalizzarsi  questo  problema  prendendo  bzz'—  pertrovare 

ma} 

un  cubo  AP3  ~ che  sia  ad  un  dato  cubo  a3  nella  ra- 

' n 
gione  m:rt. 

818.  II.  Dividere  in  tre  parti  eguali  un  arco  di  circolo  BF. 
Suppongo  MF  il  terzo  dell’  arco  BF  e oltre  le  normali 
BOG , MPffi  sul  raggio  AF,  conduco  B m ed  «iR  normale  a 

BG . Poi  fatto  AP  ss  x , PM  ~y , AM  a , AO  zr6,BO^c,i 
triangoli  simili  AMP,  BmR  daranno  x :y:  : c -+y  : x — £,cioè 
y2  —xz  -+cy-\-bx zzo  , equazione  all’iperbola  equilatera  (808  ) 
che  costruendosi  determinerà  il  punto  M nel  quale  il  circolo 
e l’ iperbola  si  taglieranno.  Ora  ella  può  mettersi  sotto  questa 

forma  ^ -t- -i- c ^ = — c*  — -ìfi1  ; dunque 

( 807  ) se  c > b , 1’  equazione  apparterrà  al  second’  asse , e se 
e <.b,  al  primo.  In  quest’  ultima  supposizione  , dal  centro  A 

si  conduca  AD=r—  c normale  ad  AF , e da  D si  tiri  DC=:  - b 
3 a 

parallela  ad  AO  ; il  punto  C S3rà  il  centro  dell’ iperbola,  e 

se  si  prenda  CL  = CKzz  ~ ^ (b2  — c*),  e si  descriva  sull* 

asse  LK  un’ iperbola  KM,  ella  taglierà  il  circolo  nel  punto 
cercato  M.  L’ iperbola  opposta  M'LM"  taglia  il  circolo  m 
due  punti  M'  ed  M",  il  primo  dei  quali  dà  (635)  1’  arco 
F'M'  terza  parte  di  F'Vl'B,  ed  il  secondo  determina  1’  arco 
F'Al"  terza  parte  di  F'M"GFB  ; il  punto  G non  dà  soluzio- 
ne ; 
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ne  * itfa  la  radica  G0“  — c è quella  per  cui  può  dividersi 
V equazione  4_y4-H- 4CJ,J — 3a*y2 — 2a*  cy-f-  ax  c*  — o che  ri-  *9* 
sulta  dai  due  luoghi^1  — a*-+a:  * — o ,y%  — x*  -h  cy  -+  bx  — o. 

QuegtL  luoghi  sommati  danno  y 1 •+  ±bx  -+■  ~cy  — 

1 a 1 , equazione  alla  parabola . Perciò  condotta  dal  punto  A 
parallelamente  a BG  la  retta  AD  zz  -|c,  si  conduca  DC  — I^°* 
t c a 

• — 7**—-  parallela  ad  AF,  e si  descriva  col  vertice  C e as- 
b 

se  CD  una  parabola  del  parametro  ì£  ; essa  taglierà  il  cir- 


colo ne*  punti  cercati  Posson  variarsi  queste  so- 

luzioni in  molte  maniere,  moltiplicando  le  due  eqùarioni 
del  problema  per  delle  quantità,  indeterminate , e somman- 
done o sottraendone  i prodotti  : il  che  conduce  a delle  se- 
zioni coniche  differenti , tutte  egualmente  prpprie  a risolve- 
re il  problema.  Così  per  risolverlo  coll’ellisse,  basterà  mol- 
tiplicar 1’  equazione  yz  ■+  x*  — azz z o , per  l’ indeterminata  m , 
e aggiungerne  il  prodotto  alla  seconda  equazione  ; si  avrà 

* . ( m — I ) x%  -4-  bx  A-  cy — a1  m • ; , 

y -+• — — — che  appartiene  all  el- 


lisse quando  ra>  l o positiva,  ed  all’ iperbola  quando m<  l* 
o negativa . Si  può  inoltre  determinare  m con  una  condi- 
zione arbitraria*,  per  esempio,  se  si  volesse  che  gli  assi 
dell’  ellisse  fossero  tra  loro  in  ragione  di  p: %,  dovrebbe  eg- 


ra — i 

sere — 

m -b  I 


, il  che  dà  m 

1 


tstPl 

r—p'' 


819.  IH.  Dividere  Io  spazio  parabolico  ACB  con  una 
retta  CM  in  due  settori  eguali  ACM,BCM.  Condotra  MP  IOI* 
normale  ad  AC,  sia  AP  zz  *,PM  r^,  AC  zz' st,EC  = b,  il 
parametro  della  parabola  zz  p ; avremo , come  ben  presto  si 

vedrà  , * xy  -4-  \ y ( a — x ) izz  ACM  re  i ACB  — ì al  , ov- 
3 * ^ t A d 

vero  xy  -+■  £ay  z:  “ìab , equazione  all’  iperbola  tra  gli  asinto- 
ti. Prolungata  AP  verso  F,  onde  sia  AF  ~ 3 AC  e condotta 
FK  perpendicolare  ad  FA , tra  gli  asintoti  FK , FA  si  de- 
scriva una  iperbola  equilatera  della  potenza  2ai  essa  sarà 
il  luogo  dell’equazione  xy-v^ay  — 'iab  e taglierà  la  para- 
bola nel  punto  richiesto  M. 

Volendosi  servir  del  circolo,  poiché  Z>*  zz  ap  ed  y 1 zz 


px , sarà  x zz 


valore  che  sostituito  nell’  equazio- 


ne xy  H-3<ry  = 2 ab,  la  cangierà  in  y ’ -+3òtt>  — 2&5  zzo:  la 

O 0 
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161.  moltiplico  P«r  y e diviene  y+-¥  3 blyz  — zb*y  =r  o,  da  cui, 

. . b*x  , , , 2a* 

sostituito  — ad  y , ricavo  x -4*3ax — y~o:  a questa 

a.  b 

aggiungo  y%  — px  zz  o,  ed  ho  y*  -+  xz  -+  (3a  — p)*  — 


equazione  al  circolo.  Alzata  dal  punto  A nor- 
b 

malmente  ad  AP  una  retta  AD  = ^-,  si  conduca  ad  AD 

b 


dalla  parte  opposta  al  punta  M una  perpendicolare  DC'  = 
~ ( 3a ~~ P ) ( <luì  si  suppone  3 a > p),  e col  raggio  C'A  e 
centro  C'  si  descriva,  un. arco  di  circolo;  quest’  arco  taglie- 
rà. la  parabola  nel  punto  richiesto  M;  e PM  zzb[  y(l  -4- 
Va)  — 1/(—  IH- Va)]. 

820.  IV.  Trovar  le  radici  dell’equazione  del  quarto  gra- 
do x4 — pzxz  •+ pzqx p*  r zz  o per  mezzo  d’un  circolo  e d* 
una  parabola.  Patto  al  solito  xzzzpy,  viene  yz  •+  qx  py  -h 
pr  — o ; vi  unisco  x1 — py zzo  c nasce  1’  equazione  al  circolo 
x1-^y% — 2py  -4-  <]x -4-pr  zz  o . Descritta  dunque  col  parametrop 
la  parabola  M'AW"'  che  abbia  AQ  per  asse  perpendicolare 
ad  AP,  e presa  ADiccp,  DC  — iq  normale  ad  AD  dalla  par- 
te in  cni  è nella  figura  ( si  prenderebbe  dall’  altra  se  fosse 
negativo  ) , si  troverà  che  un  circolo  del  centro  C e rag- 
gio y/  ( CA*  — Pr  ) taglierà  la  parabola  ne’ punti 
M'",  che  determineranno  le  radici  dell’  equazione,  due  po- 
sitive, cioè  1’ altre  negative.  Se  1’  equazione  da 

costruirsi  fosse  x4-t-p2x2 — pzqx  -4-pJr  n o,  presa  al  solito 
xzzzpy,  si  avrebbe  yz-\-xg — qx-+przz  o,  equazione  al  cir- 
colo come  nel  caso  passato,  ma  più  facile  a costruirsi. 

Si  cerchino  ora  le  radici  dell’  equazione  x4  . — pqxz  -+ 
pzrx  •+pzmz  zz  o per  mezzo  di  un  circolo  e d’ un’ iperbola 
tra  gli  asintoti.  Presa  xyzzpm,  viene  x4  — pqxz  -+  pzrx~b 

11  , , pzr  . , pry 

xyz  — o zz  m -+y  —no  -4-  - — =x  -4- v — pg-4-  — , equa- 

x m 

zionc  al  circolo.  Tra  gli  asintoti  perpendicolari  QAQ ',P'"AP' 
descritte  1’  iperbole  equilatere  della  potenza  pm , prendo  sot- 
to AP  la  retta  AC  — — , e il  circolo  del  centro  C , col 
, 2 m 

raggio  ^/(  AC1  -+pq) , taglierà  l’iperbole  opposte  nei  quat- 
tro punti  M , M',  M",  M"' , i quali  determineranno  come 
sopra  i quattro  valori  di  x con  le  ascisse  AP,  AP',  AP  ",  AP'" . 
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FIS. 


ELEMENTI 


»EL  CALCOLO  DIFFERENZIALE  ED  INTEGRALI  . 

Fondamenti  di  questi  due  Calcoli-. 

$21.  Le  quantità,  si  dividono  in  costanti  ed  in  va- 
riabili : le  costanti  che  sogliono  indicarsi  con  le  pri- 
me lettere  a,6,c  ec.,  non  crescono  nè  scemano-,  le 
variabili  che  si  esprimono  con  1’  ultime  x,y,z  cc. , 
crescono  o scemano  continuamente.  Gosì  il  diametro 
del  circolo  è una  quantità  costante  , mentre  le  sue 
ascisse  e le  sue  ordinate  son  quantità  variabili  (4"S), 
che  hanno  anche  una  relazione  scambievole  (729): 
se  questa  non  vi  fosse  si  direbbero  indipendenti  tra  - 
loro  . La  porzione  finita  di  cui  una  variabile  x o y 
cresce  o scema , si  chiama  differenza  finita  e si  scri- 
ve <Lv  ( differenza  di  x ) 0 fy  ( differenza  di  y ) ; 
cosicché  x t+:  $x  è la  variabile  accresciuta  o diminui- 
ta delia  sua  differenza , e ^ è il  segno  con  cui  si  in- 
dica il  cangiamento  finito  di  essa  , il  quale  avrà  -4- 
se  ella  cresce,  e — se  scema,  onde  (x-+y  ) non 
significa  qui  moltiplicazione , ma  la  differenza  $x  -+ 

£y  di  x-+  y . 

Generalmente  tf(  x*y  ) ] ec  s>Dni" 

ficano  la  differenza  d’  una  funzione  q>  di  x o di  una  ' 
funzione  f di  x , y ec.  : ove  per  funzione  «i  inten- 
de qui  una  quantità  composta  di  x e di  costanti  , o 
di  x ,y  e di  costanti , ma  tanto  generale  che  rap- 
presenta tutte  le  infinite  quantità  particolari  che  pos- 
son  formarsi  con  x o con  x , y e con  delle  costanti . 

822.  Sia  la  curva  CMG  con  le  coordinate  AB  j£~. 
e BG , AD  e DE  , AF  ed  FG  ec.  ; se  AB  =c  .v  e 
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15^  IÌC==v»  sarà  AD  = AB-+-BD  = Af-+-^.v-=^',  ÌDE== 
Da  h*  aE  —y  -4-  by  =y  , AF  = AD-f  DF  ==  x'A-  $x'  — 
x"  ,FG  = Fb  -h  bG  — y'  -h  by'  —y"  ec.  ; dunque  x — 
X — bx  » x"  — x'  — bx' , frx'  b'x  ===  b ( x'  — X ) = 
b ( bx  ) = bbx  — b*x  : del  pari  y — -y  — by  > y"  — 
y = by , by'  > — = ^*y . ‘Ora  le  quantità  b*x,b*y 

ec.  diconsi  differenze  seconde,  e bìx,bìy  sarebbero 
le  terze  ec.,  ove  si  osservi  che  b*x  è molto  diverso 
da  bx2 , perchè  b*x  è la  differenza  secohda  di  „v  , 
mentre  bx2  è il  quadrato  della  prima  bx  . Ordina- 
riamente 1’  una  delle  due  differenze  prime  , by  si 
riguarda  come  costante -,  supponendo  per  esempio  BD  — 
bx  — DF  = FI  ec.  : ma  non  potranno  farsi  costanti 
ambedue,  poiché  allora  sarebbe  il  triangolo  CaE  — 
EfcG»  e la  curva  CG  si  supporrebbe  una  retta. 

Solo  per  render  più  semplici  i calcoli  si  fa  Costante  *5* 
o 5 y ’■>  del  resto , o si  faccia  o no , il  risultato  è lo  stesso . 
Sia  BC— y,  DE  —y' , FG  —y"  —y'-+  5y'  — y h-  25y -4-  5*y  > ed 
y — x*:  verrà.  5y  — 2*5*  -+  5**  (827),  e presa  costante  5*  — 
BD  = DF  > sarà  5*y  25** , e I.  FG  rr  **  -4-  4*5*  -4*  45**  . 

Ma  se  BPz^5*,  PF  = 5*',  avremo  5y  = 2*5*  H-  5**»5*>  = 
25**  ■+  2*5**  -+  45*5**  -4-  5***  (834),  e II.  FG  =r** -4*4*5  *-*• 
45**-4-2*$**-4-45*S**-4-5***ì  Ora  avendosi  sempre  5*-4- 
5*' = 2S*-4-5**  — BP -4-PF=zBD -4-DF  rr  25*,  se  questo  va- 
lore di  25*  si  ponga  nella  I.,  verrà  esattamente  là  II.  j on- 
de la  I.  ove  5*  è costante,  non  differisce  dalla  II.  ove 
! non  lo  è. 


823.  Dall’ equazioni  y'  = y -4-  by  , y"  = y *4*  $ y' , 
y"'  =y"  by"  ec. , by  = by  ■+  b \y , b / = by  -+  b V , 

b'y  = b*y-*-  b*y  ec. , si  ricava  facilmente  che  presa 
b x costante,  all’  asoissa  x = *•  -+  bx  corrisponde  l’or- 
dinata y'=y  *+  by  > all’ascissa  x"  x ■+  zbx  corri- 
sponde l’ordinata y"  =y-+2.by-+biy>  all’ ascissa x"/= 
x -+$bx  corrisponde  l’ordinata  y'"=y-+  $by  •*-  $b\y~+ 
bly  ec-,  ove  i coefficienti  dei  termini  son  quelli  del- 
le varie  potenze  d’  un  binomio  ; dunque  in  generale 
all’  ascissa  x -4-  nbx  corrisponderà  un’  ordinata  Y = 

y *+  nby  -*•  n . ^-z~-b*y  ■+  n . — — b'y  -+■  ec-  * 


4 


/ 
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teorema  di  cui  può  farsi  un  buon  uso  per  sommar 
le  serie . 

Se  $x,  S>  divengano  dx  ,dy  (842)*  e si  suppónga  ndx  — 
±a  quantità  finita,  sarà  (197)  n zz  co  zz  n — x = n — 2 


. XT  j.odfy  ady  , astZJy  . . - 

cd  Y —y±~  h ± — r-^-4-ec.,  nuovo teo- 

' dx  2dxJ  2.3  da:3 


rema  di  cui  parleremo  altrove.  E’  chiaro  thè  a può  anche 
supporsi  infinitesima  purché  allora  si  riguardi  dx  come  infi- 
nitesima del  second’  ordine  . 


fìg. 


824.  Che  se  sia  ora  IH  = y , FG  = 'jy,  DE  == 
"jy,BG  = '"y  ec.  premettendo  1’  accento  per  indica- 
re  il  progresso  dell’  ordinate  all’  indietro , avremo 
He  — fr'y , Gb  = f'y , E«  — ¥"y  ec.;  onde  y — h y — 
’y , ’y  — r\y  — "y , "y  — f"y  = '"y  ec. , e‘  però  y = 
è y -r'y  — é'y  -+  ¥'y  -+"y  = è y -+-  è 'y  -+  $ "y  -+'"y  ec.  == 
$ ( y “*■  "y  *+  "y  ec-  ) » altro  teorema  importante  da 
cui  si  ha  che  un’  ordinata  ? o in  generale  una  fun- 
zione qualunque  di  y è sempre  la  differenza  della 
somma  dei  termini  che  la  precedono.  Dunque  i°.  lo 
spazio  Ili)  1’  arco  H/i  ec. , tutte  funzioni  di  y come 
vedremo,  son  la  differenza  della  somma  degli  spazj 
GI,EF  ec-  o degli  archi  GH,EG  ec.,  ovvero  d’uno* 
spazio  qualunque  CI  o di  un  qualunque  arco  CH  ec.  : 
2°.  supposta  costante  fry  = $ ’y  = 'y  ec-  = 1 , sarà 
y = (J-  ( y — 1 -+■  y — 2 -+  y — 3 -+  ec-  ) : in  tal  caso  se 
x è funzione  di  y,  la  serie  ec.  '"x , "x , 'x , *• , x , x"  -, 

x"  ec.  si  scrive  da  molti  x ,x  ,x  .....  x^  n,x  , , 

o 1 2 y — J y — * 


'yVi'Vs 


ec.  : noi  non  useremo  questa  nota- 


zione i 


825.  Come  il  cercar  la  differenza  d’  una  varia- 
bile dicesi  differenziare,  così  il  risalir  dalla  differen- 
za alla  variabile  stessa  chiamasi  sommare  o -integra- 
re ; e come  la  differenza  si  indica  con  £ , così  la  som- 
ma può  indicarsi  con  <r;  onde  <r^x,ryx  ec.  vuol  dir 
la  somma  di  cui  £x  o $lx  son  la  differenza.  Ma  qtiì 
si  rifletta  1°.  che  tanto  è <ra$x  che  a<r$x  perchè  1’ 
integrazione  non  riguarda  mai  le  costanti  ; onde  *é 
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$x  sia  costante  (822),  si  avrà  rìxzxifrxri  eó.:  2*. 
che  $x  tanto  è differenza  di  x che  di  x =±  a , giac- 
ché a essendo  costante  non  ha  differenza,  cioè  non 
cresce  nè  scema  (821);  onde  l’eguaglianza  della  dif- 
ferenziale di  due  variabili  non  prova  già  che  le  va- 
riabili sono  eguali,  ma  solo  che  posson  differire  d’u- 
na  costante , la  quale  sparisce  differenziando , e poi 
si  supplisce  sommando  coll’  aggiungere  alla  somma 
f indeterminata  C ( costante  ) da  determinarsi  secon- 
do le  circostanze  : così  <r£x  = x •+  G , rfr*x  — $x  •+ 
C ec.  Tra  poco  faremo  sentire  anche  meglio  la  ne- 
cessita e 1’  uso  di  quest’  aggiunta  : solo  osservo  che 
può  darsi  alla  costante  una  forma  che  l’ assomigli  a- 
gli  altri  termini;  poiché  se,  per  esempio,  nell  equa- 
zione y — axn  h-  C sia  b il  valor  di  x che  rende  y = 
o,  si  avrà  aZ>n-4-C  = o,  e G = — abn,  onde  y — 

a ( x — b ) . Passiamo  al  calcolo  delle  differenze 
finite  . 

826.  Vogliasi  la  differenza  finita  di  a*  •+  bx 
cy  —fi  = u ; avremo  (82 1 ) u -+  = a*  -+  bx  =t  bfrx 

cy  =t  c$y  —fi  — u , onde  u — u = $11  = 

b$x  z±  cfry  . Dunque  all’  opposto  <r  ( b$x 

c$y  — ) — bx  -v  cy  — fi  -f  G . . 

823.  Sia  da  differenziarsi  x = u ; avremo  u -+• 


— ( x =t  $x)  — u , ed  u — u = (J ■u  — ?±nxn~~1X 
$x-+n.  — - x ztn.  — . 

23 

ec.  : così  £ ( x*  ) = zxfrx  }x' , ^ ( *}  ) = -t- 


$xfrx'  -+  $x* , ec.  Dunque  <r(  ^x-^n.  — x 

x $x*z£GC')  — x •+  G . Sia  $x  costante  e j°. 
n = 1 ; dunque  c rfrx  = (825)  $x<n  =s  a-,  e m = 

— : 2*.  n = 2;  dunque.  <r  (2^-+  J a?1)  = 2$x<rx  -4- 
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fx*<ri  =x* , e <rx  — :—x  — — : 3’.  n = 3;  dunque 
«■(  -*•  -+  ) = 3$x<rx*  -+■  3^*  *<r*  -+ 


x$x 


3 tri  = x* , e ff*1  — — — - — •+  -g-  ec.  ec.  : onde  se 

. $x—  I , verrà  <ri  = x , ex  = § ( x*  — x ),  <rx*  — 
— jix*-+  %x,  ec.  ec.  E nel  modo  stesso  dalle  se- 
guenti differenze  dei  rotti , dei  radicali , delle  fun- 
zioni circolari  ec.  si  otterranno  le  respettive  somme 
che  lasceremo  ormai  di  notare , bastandoci  di  avver- 
tire in  generale  che  per  aver  le  somme  bisogna  ri- 
fletter molto  sulle  differenze  . 


828.  Si  voglia  la  differenza  di = u ; avre- 

° a-¥x 

» (xi  Jx)  / ■ . / . 

no  u -r  d'u  = — — --r-  — » ? onde  u — u = fu  =; 

a Hr  X Jl  ÙX 

zt  ( 2CX-4-X1  ) 5X  -4-  ( a -4-  x ) S’x*  ±(2  ax-+x2)$x 

( a -V  x )a  ± ( a -+  x ) Jx  ( <2  -+  x )*  :fc  ( a + 

— — • , cioè  riducendo  in  serie  questi  rotti  (2^3) 

a *i*  x I £ 

, , . - 2axH-x4)  Jx 

e sommando  le  serie,  #u  = — -, — ; — 3 »-  . . . 

(a-t-x)* 

• a2Sx2  a*y.vJ 

( <z  -t-  x)J  (a-h  x )+ 

829.  Sia  da  differenziarsi  V(a-hx)  = u;  avre- 
mo u~r  fra  — V ( a -i-  xz±  iJ'v)  = ut  onde  u — a — 
£ u — V ( a x z±  $x  ) — V (a  -+x):  raa(i6i)V(a-4- 

^ v t ‘ \ .1  S* 

, xz±dx)=^{a-jrx)  =t: T 3 ec.  ; 

2(a-4-xP  8(a-fx)2 


i L 

dunque  $u  = — ( a •+■  x ) ■+  ( a-hx) 1 =t 


Jx 


2(a-+x):i 

S~  S*a  _ . 

ec.  = ~± 7 ^ ec.  JJel  pan  . . . 

2 ( a x ) ^ 8 ( « •+  x ) a 

>(v-:-)^”= 
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a #ax-4-x*±xSx) — ( ax -+  xa ± a Jx ± x$x ) . . , 

v-(3r^j «oè  nd„- 

cendo  in  serie  i tre  radicali  (16 1)  e poi  il  rotto  che 
ne  resulta  (273),  $u  = — — * 7 -+ 

2x  ( ax  -4-  x*  ) 2 

( 3a*  -4*  i\ax  ) Jx* ( $a  1 -+  I 2a*x  -4-  Sax 1 ) SxJ 

8x(axH-.x*)2  lóx(  a*  -4- a:1  )* 

830.  Sia  da  differenziarsi  senx  e cos*.  Suppo-i 
sto  ' x -+  $x  — z , sen  x -+  $ ( sen  x ) = seti  z e cos  x -+• 
£ ( cos  x ) = cos  z , si  avrà  ^ ( sen  x)  = sen  z — sen  x =z, 
( 620  ) a sen  tj^.v  cos  ( x *+  ^}x  ) e J(  cos  x ) =;  cos  z — . 
cos  x = ( óao  ) — 2 sen  sen  ( x -+•  ) • Si  troverà 

nel  modo  stesso  (620)  ^(tangx :)  = -, c — 

v ° ' • cos  x cos  ( x-+ dx  ; 

. , . sen  Sx 

e d ( cor  *•  ) = — 7 — '-5.—. . 

* \ • 7 sen  x sen  ( x -4-  d x ) 

Anche  in  altro  modo  posson  differenziarsi  senx  e cos x.. 
Poiché  fatto  x — n , avremo  m -+  5it=rsen  ( x ± Sx ) — u' , 

, onde  ir  — u zz  Su  zz.  sen  ( x q:  Sx  ) — sen  x : ma  ( 6 1 4 ) seri  ( x db 

£x5 

Sx  ) zz  senx  cos  5x  ± seri  Sxcosx.  e senSx  rr  Sx — h . . 

.23 

— ‘ - — ec. , cos  Sxzz  1 — — -+  ec.  (628)  ; dunque  Su  — 
23  4-5  2 2.3.4 

, Sx*-  . . x-  5x’ 

— sen  x -1-  sen  x ( I — 1-  ec.  ) ± cos  x ( ò x h ec.  ) zz 

2 2.3  ' 

. 3xasenx  5xJcosx  Sx^senx  _ , 

db  ìx  cos  x 1 +: H do  ec.  Del  pan 

2 2.3  2.3.4- 

volendo  la  differenza  di  cos  x z r u,  verrebbe  Su  zz  cos[  x db 
■*  Sx1 

Sx  ) — cos'x  ~ — cos  x t4*  cos  x ( 1 ec.  ) qp  sen  x ( 5x  — 

3 

Sx5  \ *■  1 v x ^ I v . 

— • ec.  ) “ + sen  x jx  cos  x ± — dx5  sen  x ec. 

23  2 23 

831.  Sia  da  differenziarsi  l,x—ut  intendendo  per  / il  lo^ 
• garitmo  naturale  di  x;  avremo  u -4-  Su  zz  l (x  ± 5*  )—  «'  oii*. 

de  u—% 


Digitized  by  Google 


X 3°1  X 


dt  «'  — h~5k~ì(*±.^*)  — Ixzzl (I ± — (303 ) ±-~  — 

* * 

+ ec 
2*1  ~ 3-%’ 

832.  Vogliasi  differenziare  una  quantità  con  Riponente 

fariabile  o V esponenziale  a’nX,^z  u;  avremo  u-t-Ju  — . . . 

/ 

mx~±  mSx  , , , mx^tmSx  mx 

a — u , onde  u — u — òtizza  — a : ma 


, . nix  ± mix  mx  ztmSx  , ±mSx 

(I43)  a — a .a  ed  a 


— 1 ± m$x  la  -+• 


~mlSxll'la±  ec.  (30;);  dunque  Su  — — amx -+-  a’1X  ( I ± 

..  I « k «il  ■ \ . TJIX  k • I I71X 

m$xla-\ m ùx  l a ± ec.  ) ± ina  dxZa-4 ma 

2 2 
ix*l*a  ± ec. 

833-  Con  egual  facilità  si  differenziano  i pro- 
dotti di  più  variabili  x,y  ec.  Ma  si  osservi  che  se  *■ 
cresce  mentre  y scema,  dovrà  sostituirsi  all'  uno  x -+• 
frx,  all^ltro  y — $y,  e se  scemino  ambedue  nel  tem- 
po stesso,  ad  ambedue  si  sostituirà  a1  — $x,y — $y 
( 821  ) : noi  supporremo  che  nel  tempo  stesso  cresca- 
no ambedue.  Voglia  differenziarsi  xy  = u;  avremo 
u ■+  fra  = ( x -+■  frx  ) (y  -+■  $y  ) = xy  -+  xfry  -+•  y$x  -+ 
$-x$y  = u , onde  u — il  — £11  =■  x}y  -+  y$x  ■+  frxà'y . 
Così  si  troverà  ^ ( ax 3 -+bx1y  -+  cxy 1 -t-  trty 5 -+■  ev1  -+ 
*+  gy*  -+  hx  ■+  ny  -+•  /:)  = ( ga*1*  26x7  -+  cy*  -+- 

2eA  -+jy-¥h  ) $~x-+  ( %ax-+by  -+  e)  frx* ■+  a$'xì~i-(bxì ~b 
Qcxy  -+  3 my%-*-Jx  -+  2 gy  -¥n)$y-+(cx-+  %my  -+  g ) £y  ’ 
mfry*  -+■  (2 bx  -4-  2 :y  -+f)$X$y  H-  b^y^x*  -+  cfrxà-y*  + 

xSy  / .ySx-xSy 

= (aZ3)  — i--- 


x ^ x\ x-+-5x  x ySx 

C°S1  £ V — y-^Yy  - 7 — y+ySy 


{y'SxSy  — xySy1  ) 


ec. 


834.  In  fine  vogliasi  la  differenza  seconda,  ter- 
za. ec.  di  xn  supposta  frx  costante  (822):  la  prima 

differenza  è nxH  1 $x  •+  n . — xn  ~ 2 $x*~^n . — — . 

2 2 

Vp 
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' £x'  ec.  (823),  c tutto  si  ridurrà  a trq* 


var  le  differenze  di  jr"  1 , xn  ~,xn  ^ ec.  Ora  1*. 

ò ( x’l~~  1 ) — {n-  1 ) xn~~  ' $x-\-(n-  i)n——xTt~3$x2-i- 

zi 


(a — 1) — - — -—a?”  ec.  che  si  moltiplicherà 

*y  t 

per  n$x  : 2°.  <5'  ( ) — ( n — 2)  xn~~  ^ £x  -*•  (n  — 

2)~  — xn~~^  $x2  ec.  che  si  moltiplicherà  per  nx 

àx1  : 30.  a/2- 3)  = (rc- 3 )/  ~ ^ $x  ec.  che  si 

moltiplicherà  per  n.  -r . — ~~  èxì  ec.  Fatte  1’  ope- 
razioui,  la  differenza  seconda  sarà  n(n-  1 ) ;/z*  "(J' *•*-*- 


n ( n - I ) ( n - 2 ) X71  J ^.v 1 ■+  n . 


òx* 


ec. , e col  metodo  stesso  si  avrà  la  terza  , la  quar- 
ta ec.  : così  essendo  ^ (.v4)  = 2x$'x  -+  àx2  , sarà 
1 ( at1  ) = 2^.v4  •>  ina  non  prendendo  costante  $x,  si 
troverà  £2( x2  ) = 2$'x'  h-  ( 2x-¥\^x  -+  $2x  ) <$ \v.  Nel- 
la medesima  ipotesi  di  $x  costante , si  troverà  che  la 
differenza  seconda  di  xy  ( ricordandosi  che  ày  di- 
viene $y  -+  2.y  ) è 2$x$'y  •+  2y  -+  2$x$  %y . 

$35.  Riguardo  alle  funzioni  <p  (x),f(x, yX  ec.  (821), 
, poiché  la  differenza  di  qualunque  funzione  di  x , di  y ec.  è 
cone  si  c visto  finota,  una  nuova  funzione  di  x , di  y cc. 
moltiplicata  per  $x , per  5y  ec. , avremo  5 [ p ( x ) pr  > x)y 

àlf{xyy)ì  — $ (x>y)^(x,y)  «c.j-del  pari=52  [p(*)J  = 
presa  Sx  costante  ec. 


Prime  Regole  de  due  Calcoli . 

836.  Una  grandezza  variabile  G ha  per  limite 
un’  altra  grandezza  L quando  G o sempre  crescendo 
o compre  scemando  può  accostarsi  al  valor  di  L ia~ 
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definitamente  o ad  arbitrio  , senza  poter  mai  egua- 
gliarlo di  fatto  (512):  così  se  G accostandosi  ad  fi 
giunga  a differirne  della  quantità  w , sarà  G = 12-  u , é 
tanto  più  si  avvicinerà  Gal  valor  di  dì  quanto  più  sceme- 
rà w;  cosicché  se  divenisse  u = o,  si  avrebbe  realmente 
G = fi  ; in  tal  caso  fi  si  chiama  il  limite  di  G . 

Onde  i per  avite  il  limite  d una  grandezza,  bi- 
sognò. Jar e zero  la  differenza  tra  essa  e la  grandezza  et 
cui  sempre  si  accosta:  20.  accostandosi  G alle  gran- 
dezze L , A fino  a differirne  delle  quantità  / a , si. 
avrà  G = L — l,  e G = A — X,  onde  I*-/==À-X,ie 
fatto  /==o j \c=o,  saranno  L,À  due  limiti  di  G,  e 
verrà  L — A , cioè  i limiti  d’  una  stessa  grandezza  G 
sono  eguali  : 3°.  Se  le  grandezze  G , f conservando 
tra  loro  la  stessa  invariabil  ragione  m : n , si  accosti- 
no ad  L,A  fido  a differirne  delle  quantità  l,k,  si 
avrà  G =.  L-l,  r = a - x , ed  L — / : À - X : : m : u : : 
G : T , cioè  se  G , r si  accostino  proporzionalmente  ai 
limiti  L , A > le  grandezze  e i limiti  staranno  tra  loro 
nella  stessa  ragione  : 40.  una  grandezza  G continua- 
mente  accostandosi  al  limite  L , può  riguardarsi  ( se 
basti  una  certa  approssimazione  ) come  eguale  ad  L 
Quando  è giunta  allo  stalo  che  0 immediatanìeiìie  pre- 
cede L'  eguaglianza  perfetta  0 nè  è anche  un  poco  più 
remoto , conseguenza  che  talvolta  ha  luogo  nelle  stes- 
sè Scienze  Matematiche,  come  nella  somma  delle  se- 
rie convergenti  (291):  e ne  ha  poi  moltissimo  in  tut- 
te le  scienze  fisiche:  50.  poiché  la  grandezza  G si 
può  tanto  accostare  al  limite  L da  giungere  à diffe- 
rirne inassegnabilmente  , ciò  che  si  dimostra  di  G Site- 
rà dimostrato  anche  di  L . 

837.  Ora  il  Calcolo  differenziale  è il  metodo'  di 
trovare  i limiti  della  relazione  tra  le  differenze  del- 
le quantità  variabili:  il  metodo  inverso  che  consiste 
nel  risalire  da  questi  limiti  alla  relazione  stessa  del- 
le quantità,  si  chinina  Calcolo  integrale.  Alcuni  Ose uir 
pi  renderanno  chiare  queste  nozioni  » 
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838.  Condotte  nella  curva  AM m 1’  ottimate 
PM , pm,  la  corda  mM  prolungata  in  S,  ecl  Mr  pa- 
rallela ad  A p , sia  1’  arco  AM  = s , M m'tn  — , 

AP  = x , PM  «=  y , Pp  = Mr  = frx  , mr  — Ajy  , onde 

Mot  = V ( $x~  -+  £y*  ) : è chiaro  che  ^ ^ -±$y_)  » 


e che  quanto  più  m si  accosta  ad  M , cioè  quanto 
più  scema  £x , tanto  meno  differiranno  tra  loro  quel- 
le due  ragioni  ; dunque  la  ragione  ^ è il  limite  dell’ 
altra (836).  Similmente  condotta  ad  M 


la  tangente  MT,  i triangoli  simili  MPS,  mrM  dan- 
MP  mr  Sy  . , s MP’  MP  v MP 

no  PS  — M C P°lcllè  PT  > PS  » sara  PT  > 

~ , e quanto  più  m si  accosta  ad  M , tanto  meno  dif- 
feriranno tra  loro  le  due  ragioni  ^ dunque  l’ li- 


na è il  limite  dell’altra,  e per  determinar  la  prima 
basta  trovare  una  nuova  espressione  del  limite  della 
seconda  : così  se  AMm  è un  circolo  dell  equazione 
y*  zziax-x*  (478),  presa  la  differenza  (82 1)  2 y$y-+ 


$y*  =z2.a$x-2xfrx  - frxz , sarà  ^==—  — ove 

5*  3y-4 -òy 

quanto  più  scemano  frxtfry,  tanto  più  la  ragione 


2*  — ?.v- 


Sx 


jr  si  accosta  a 


2 a — CL X 

quella  di  • — = ; dunque 

Qy  y 


- — - è il  limite  di  , dunque  (836)  ^ = p^f  — 


CL  — ■ — *q 

-,  e però  PT  — come  già  si  sapeva  (4^8). 

y q x 

839.  Per  convincersi  poi  che  , frx  anche  di- 
venendo zero,  serban  tra  loro  una  ragione,  sia  — 
a 1 — .v* , $x  =■  a — x , e si  supponga  x = a : in  tal 


/ 

\ 
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caso  si  avrà  $y  = o e $~x  = o ; eppure  ìntantQ 
= - — — = a -4-  x = 2a . Similmente  se  nel  trian- 

ix  a — x 

gola  PBE  sia  PB  — a , BE  = & , e sull*  ascissa  BI  = 

x si  conduca  1’  ordinata  IG  — y parallela  a BE  , si 
avrà  PB  ( a •)  : BE  ( b ) : : PI  (a  — x ) : IG  ( y ) , onde 
ay  — ab  — bx  ; e prese  le  differenze  , osservando  che 
1 una  delle  coordinate  scema  mentre  1’  altra  cresce , 
sarà  +=  a$y  = +=■  bfrx,  ovvero  a$~y  — b£x , e però 
Sy  b . 

jr  = — > cioè  le  differenze  $y,£x  anche  annullando- 
si , come  avviene  in  Gl , conservan  tra  loro  la  ra- 
gion costante  b : a delle  quantità  primitive  y , a — x 
a cui  appartengono . Tale  è l’ idea  che  bisogna  farsi 
del  calcolo  differenziale . 

840.  Quanto  all’  integrale , egli  è f opposto  del 
differenziale  ( 83^  ) ed  ogni  integrazione  esige  1’  ag- 
giunta d una  costante  ( 825).  Per  dare  anche  di  que- 
sto un’  esempio , sia  OD  una  linea  retta  o curva  con 
due  coordinate  HC  = .*’,CD  = y in  angolo  retto,  e 
presa  Cc  = <5'jc,  si  conduca  1’  ordinata  cd  = cr  -+  rd  = 
y-+§y,  è chiaro  ( 824  ) che  lo  spazio  C i sarà  la  dif- 
ferenza di  qualunque  spazio  corrispondente  HD , l’ ar- 
co D d di  qualunque  arco  corrispondente  OD,  la  su- 
perficie descritta  da  Dà  della  descritta  da  OD  nella  ri- 
yoluzion  della  figura  sull’  asse  HG , il  solido  genera- 
to da  Cd  del  solido  generato  da  HD  ec.  ; cosicché  som- 
mate secondo  il  bisogno  queste  differenze,  il  calcolo 
integrale  determinerà  la  quadratura  degli  spazj , la 
lunghezza  delle  linee  e la  dimensione  delle  superficie 
curve , la  cubatura  dei  solidi  ec. 

841.  Supposta  dunque  per  ora  OD  una  retta, 
sia  PII  e la  normale  HO  = h;  avremo  perciò  a : 

. b : : a -+•  x : y = b , onde  differenziando , = 

bSx 

, e lo  spazio  differenziale  CJ==Cr-t-Drd  = ^^x 


FIG. 


45* 
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44  v -4-  = --  ( afr  x -4  ~-  );'  quindi  per  a rei: 

la  quadratura  di  uno  spazio  corrispondente  HD  o PCD , 

bisogna  integrar  quest’ ultima  equazione:  ma  tra$x  — 

Sx*  . . 

àx  e <r  ( x$x  -+—)=*=  -a*’  ( Sa?  ) -,  dunque  l' integra- 

le  completo  con  l’aggiunta  della  costante  sarà<r(Gd)  = 

-x(aH-^-)-4-C.  Ora  come  1’  area  del  trapezio  HD  è 

diversa  da  quella  del  triangolo  PCD  , così  la  costan- 
te G avrà  nei  due  casi  un  diverso  valore:  infatti  il 
trapezio  è nullo  quando  1 ascissa  è ridotta  al  puntoH, 
eioè  quando  x — o1,  ma  il  triangolo  è nullo  quando  1 a- 
scissa  è ridotti  al  punto  Pj  cioè  quando  x -4-  a = o 
ovvero  x = -.  a ; dunque  supposti  nulli  i due  spazj  e 
sostituito  nell'  integrale  il  doppio  valore  di  *•,  verrà 
i°.  o = o-4- G,  e però  C = o;  2°.  o = - b(a  - ~a)  -h 

C,  e però  G = ^j  onde  <r(Gif)  = HD=~  ( a •+ 


OC  X 

) = — (6-4- come  ben  si  sapeva  (51?)  e <r(Ci)  = 

PCD  = ~ ( a -4-  *2  ) -+•  ~ — ly  ( a -4-  x ) , come  pure  si 

sapevi  (515).  Tale  è l’idea  che  bisogna  farsi  del  cal- 
colo integrale  * 

842.  Ciò  supposto,  si  è convenuto  di  esprimere 


dy 


h 


cori  il  limite  della  relazione  o ragione  tra  le  diffe- 


d~  y 

renze  prime  delle  variabili  y , x : con  — o ~ i limi- 

ti  delle  ragioni  ^ 0 ^ tra  le  lor  differenze  seconde 

ec.  ; e i termini  dy^dx  del  limite  ~ si  son  chiamati 
differenziali  del  p rim  ordine , i termini  d*y,d'x,dx a 

dei  limiti  jX  , differenziali  del  sccond  ordine  ec*l 


Digitized  by  Googli 


)(  3°7  X 

QUtle  differenziar  le  quantità  significa  ora  cercare  il  1J* 
mite  della  ragione  tra  le  ldr  differenze  ; e dicesi  quan- 
tità ed  equazione  differenziale  quella  che  nasce  dalla 

differenziazione . All  incontro  il  carattere  o segno ^posto 

avanti  ad  una  differenziale  , indica  somma  o integra- 
zione . Del  resto  molti  Geometri  a cui  piace  di  ab- 
bracciare sotto  .il  coinun  nome  di  Calcolo  Infinitesi- 
male i due  Calcoli  di  cui  trattiamo , concepiscono  u- 
na  variabile  aumentata  o diminuita  d’  una  quantità  in- 
finitamente piccola  dy  o dx , e chiamano  dy , dx  infi- 
nitamente piccoli  o infinitesimi  del  pritn  ordine , d*y, 
d*x,dx'  infinitesimi  del  secondo  ec. , riguardando  in- 
tanto 1’  integrazione  come  il  ritorno  dagli  infinitesimi 
ai  finiti.  Altri  danno  a dy,dzy,dìy  ec.  il  nome  di 
flussioni  del  primo,  secondo,  terzo  ec.  ordine,  e chia- 
mano fluenti  le  quantità  che  si  ritrovano  col  calcolo 
integrale.  Queste  idee  eri  espressioni,  benché  poco  e- 
satte , sono  assai  comuni,  e noi  non  lasceremo  di  far- 
ne uso  dopo  aver  derivate  dai  fondamenti  già  stabiliti 
le  prime  regole  dei  due  calcoli , nelle  quali  supporremo 
tutte  le  variabili  crescenti , giacche  in  caso  diverso  si 
sa  come  bisogna  condursi  (833). 

843.  Abbiam  veduto  ( 836  ) che  il  limite  d’  una 
ragione  si  ottiene  col  fare  zero  la  differenza  tra  essa  e 
quella  a cui  sempre  si  accosta.  Dunque  1*.  per  diffe- 
renziar 61  -+  aX—  u,  si  avrà  £u  — a$x  ( 8±6  ) , onde 
Su 
Sx 


a , ove  non  essendo  differenza  alcuna , sarà  a il 

Su  da 

j.-,  e però  anche 


limite  di  e però  anche  -r-  = a , t.du,=xadx . Quinr. 


di  per  differenziare  a"  -+bx-*-cy-fz  — u,  sarà(8e6) 


Su c3 y /Ss 

Sx  Sx  Sx 


ma  — divenendo  anche  7^ 
Sx  dx  Sx 


e 


debbon  divenire  v-  > t 

S-t  dx  dx 


dz  , du  _ cdy 

; dunque  -r  = t -+  1r- 
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^ , e però  du  = bdx  •+  cdy  -fdz,  cioè  le  variabili  al 

primq  grado  si  di  fferenziano  come  nel  calcolo  delle  dij £ 
Jerenze  finite , sostituendo  ad  esse  le  lor  di  fferenziali  <s 
scancellando  le  costanti  se  vi  sono . 

844.  Dunque  11°.  per  differenziare  xn  = u,  avre- 
mo prima  $u=nxn~l$x-*rn.’-—~-xn~'J< 5kjfIec.(8a‘2), 

_ Su  n — I n— I n — 2 » ' . 

onde  — — nx  -t-n. x ax  ec. , e poi  tatta 

2 

».  v cltt  ^2  j j n ^ I j • \ • 

#x  = o 7 verrà  -jr  = nx  e au  — nx  dx  cioè  si 


differenzia  lina  variabile  a qualunque  grado  diminuendo- 
ne /’  esponente  <i’  un’  unità  e moltiplicandola  per  il  pro- 
dotto dell ’ esponente  primitivo  nella  sua  differenziale  ; 
così  d(x*)  = 2xdx,  d(x*  ) = %x1dx  ec. 

845.  Da  ciò  si  raccoglie  che  d[v^  ( a -4-  jc  ) ] = 


JL 

v’a 


d(a-+x)  — > come  può  dedursi  anche  dalla 

dottrina  dei  limiti  ( 829  ) ; à [ V'  ( aj  -+  jy*  ) ] = d ( ay  -+ 

/ )a  = » e in  generale  d[V(ax-+x')  1 


1 ^2  — {-  ) dx 

— — —,  cioè  si  dijffereazia  un  radicale  del  gì 


ra- 


m^{ax-+ »*) 


do  m dividendo  la  differenziale  della  quantità  sotto  al 
segno  per  il  prodotto  dell'  esponente  m nella  radice  m 
di  questa  quantità  alzata  alla  potenza  m — 1. 

846.  Dunque  IH*,  per  differenziare  xy  — u , si 
avrà  prima  $u  — xfry  -+y^x-\-^y^x  (833),  onde 

— „ . s du-xdy 

— -- — — y -+•  o'y , e poi  fatto  fry  — o , verrà  — = 


y,  e du  — xdy  -4-  ydx , cioè  si  differenzia  un  prodotto 
di  variabili  sommando  i prodotti  della  differenziale  di 

ciascuna 
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ciascuna  variabile  per  tutte  /’  altre  : cosi  cf(zfu)  = Qtadz  -+ 
zudp~+  zpd<*>  ; d(x>y)x=z  $yx~dx  -ì-  x'dy  ,ec. 

841-  Dal  che  segue  che  volendo  differenziare 

= u , si  avra  x = uy , dx  — X-y-  -+  ydu  e du  = . . . 

**— ' — -ff—  ( 833  ) cioè  si  differenzia  un  rotto  prendendo 

il  prodotto  del  denominatore  per  la  differenziale  del  nu- 
meratore, sottraendone  quello  del  numeratore  per  la  dif- 
ferenziale del  denominatore , e dividendo  il  resto  per  il 

quadrato  del  denominatore  : così *i(~)  = — 

(2  a*-+*l)dx  , /a-+x  — adx  . . 

ir — r — 7» — » d v — ~ — >7 — ~t.  > come  risulta  an- 

( a -+  x ) V x ■ 2*y  {ax  -+  * ) 

cora  dalla  consueta  dottrina  dei  limiti  (828  • 829  ) ec. 

848.  Dunque  XV.  per  differenziar  senx  e cosx  , 
fatto  nelle  formule  (830)  frx  infinitesimo,  svanirà 
in  confronto  di  x e sen  §~x  si  confonderà  con  1’  arco 
( 629  ) ; dunque  d(sen  x ) = dx  cosx  , e d ( cos  x)=- 
dxsenx , cioè  si  differenzia  il  seno  o coseno  d'  un  ar- 
co moltiplicando  la  differenziale  dell'  arco  positiva  o 
negativa  nel  suo  coseno  o seno  respettivamcnte  . 

Parimente  posto  senx—u,  verrà  prima  (830)  $u~SxX 

■s 

$x1senx  , S«  SxSenx  . e 

cos  x — ec.  onde  — zzcosx ec.  e poi  tat- 

2 $x  2 

to  Jxzz  o , verrà  — — cosx  e du—d  [sen  x)—  dx  cos  x\'t  d(cos  *)z: 

— dx  sen  x ( 830  ) • Così  d ( serffx  ) — m sen  ” * xdx  cos  x’, 

d ( sen  mx  ) — mdx  cos  mx  ; d ( cos  nix  ) — — mdx  sen  mx\  d{tcn  *X 

, , , , . , /(  I -4-cotx) 

cos*) zza*  cos  x-dx  sen  x — dx  cos 2* (o2l);  a y — 

d(  coj  — *)  (Ó22)~ — dxsen  -i-x  , d [ ( a%  — b sen  * ) ] zz 

a (a1  — bsenx)^—  — ce.  : e si  osservi  che  se 

2y  (a" — bscnx ) 

U raggio  non  fosse  1 ma  a,  avrebbe  sempre  luogo  la  rego- 
la data  altrove  (609). 

Q<i 
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SCT1  X 

849.  Dal  che  si  ha  i°.  d ( tangx)  zz.  d — — ~ ( 847  ) 

-(6lo)  ~~  : 2 d{cotx)  = d~—  =; 

cos*x  coi  x tangx 

IT-^— =3(610) — : 30.  d(secx)=  df——)  = . . 

ros1x . tang'x  sen*x  \cosx  / 

clxtangx_  t 0 d (cQSec  x)-d(  $°.d(sen.v.x)  33 

cosar  \aenx'  senx 

d(l  — cosa:)  r=d*5e/i  x:  6°.  d (cos  t>.  *)  = <2(  I — sen  * ) rz  — 

dx  cos  x . 

850.  Onde  se  * è un  arco  qualunque  e p il  suo  seno 
o coseno  o tangente  ec. , saia  1°.  dx  = d{  arco  il  cui  seno 

è p)=  — — — — = -/f—T;  : 2°.  dx  = d ( are,  cosp  ) = . . 
r cos  x y (I  -p  ) 

^2^cw_*)_ _SZÉ.P_  30  da,  — d ( are.  farzjp)  = cos1*. 
seri * " v(*  ”P  ) 

. d (tangx)  dp  0 . , 

d(  tangx)  — — ~ = 4 dxzzd(arc.cotp)=z  — 

v * l-htano'x  IH-p 

. ■*  d ( cot  x ) - dp  0 , * # v 

.d(cot*)=.— ,-=  rrrrì:5  .dx-d{arc.secp)=z 
' IH- cot  x IH-p* 

1 sx.d(secx) d ( sec  x ) dp 


$en*x 


C OS 


’sec  xy^sec1? — 1}  py(p* — I) 
— seti x .d(  cosec x ) 

d ( are.  cosecp  ) = — -7 


-dS™*fLXJ ■-  -T*?—  : i°.dx-d(arc.senv.p)=i 

cotec  {cosec* x — I)  pv^tp1’1) 

difenv.x)___dp . g •.  dx  = d (are.  cos  v.  p)  = . . . 

sen*  <y/(  2p — P*) 

— d ( cos  v.  x ) — dp 

posa:  Vl2P  — P*  ) 

851.  Dunque  V°.  per  differenziare  Ix  — u,  si  avrà  pn- 
(S3,)  = «„  onde  «,  « P°> 

0 7 ( 

fatto  Jx=:o,  verrà  i-  — — , e du — d {lx)zz  , cioè  si  di f 
dx  x x 

fetenzia  il  logaritmo  d’  una  variabile  dividendo  per  essa  lq 
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imi  differenziale;  e poiché  si  ha  dx-xd(lx),  è chiaro  thè 
la  differenziale  d’  una  quantità  X è il  prodotto  di  essa  nel- 
la differenziale  del  suo  logaritmo , il  che  da  uh  nuovo  me- 
todo di  differenziare . Si  noti  ancora  che  per  un  sistema  del 

Tìldx 

modulo  mi  si  avrebbe  d(lx)zz ; ma  noi  parleremo  dei 

X 

soli  logaritmi  naturali  ii  cui  modulo  è i:  cosi  d ( lxn  ) — 

d ( j =°i-'  j a < fa,  ) = 3-— --i  -.gii  i - ds  -, 

x xy  \ y t xy 

d [ i < a ' - *•  ) ] = _ _ ,d(l , d [ ; y (a-. 


£*•  )']  = — <(  n(a-»4**)j  = ~ -Élidii—- — ")=: 

m m(a-\-bx")  ' -+x*)J 

( 84Z  ) —r~~n  » d ( cos  lx  ) = ( 84S  ) — dlx  Seti  lx  = — 

^ *(*“*■*  ) 

— setilx  ec.  Del  pari  volendo  differenziar  potenze  di  loga- 
ritmi, si  troverebbe  d{lmx)  ~ (846)  mlm  * 1 x id{x'n  lU x)— 

x 

(844)  mx  dxl  x-+nx  dxl  x~x  dx  l xX 
(n  •+ mix):  e per  differenziare  un  logaritmo  di  logaritmo 
come  llx  — u , si  farà  Ix  — t e sarà  llx~ltzzu,  oaàedxzx. 

dt  _d{lx)  _ dx 
t lx  ~ xlx" 

8 5‘i.  Dunque  VI°.  per  differenziare  amx  =r  « , si  avrà 


mX. 


prima  ( 833  ) $u  — ma  Sxla 


-* amx$xJl*a 


Su 


tu  t-  U 1 

ec. , onde  tz 

2 5x 

mx.  m1a"*$xlta  • /•  ».  v du 

ma  la -4- ec. , e por  fatto  Sx  — o,  verrà  = 

2 _ a* 

ma  X la  e du  ~ ma.mXdxla:  ondese  sia  1 —Ì2,?l  82818  (308}  ~ 
le,  cioè  se  si  chiami  e il  numero  il  cui  logaritmo  naturale 


è ] , sarà  d(e*  )zz  exdxle  — exdji  ; d ( e ) — - me  X dx  ; 
e d(cX)  — dx(  308).  Del  pari  d ( ) — ( 851  ) d (ylx  ) = 

(dylx  e per  differenziare  #Zi  esponenziali  ili  st- 
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cond'  ordine , come  x — «»  si  farà,  y1 — t esara#  x — 
«,  onde  *»d(tZ*)  = xy'd[y'lx)=xyX[y'{dzlylx+-^.)‘+ 

= (dzlxly+“~y~  -X~);  se  = > = e,  sava 


ci  (e  ) = « e'dz. 

853.  Dunque  VII0,  la  differenziale  prima  delle  funzioni 
<p  (x)  ,f<  x ,y  ) , F f ay  -+  xl  ) «c.  sark  dxp'  {x),d{x  ,y)f  (*,.)■)  , 
(adyA-2xdx)V  {ay-+xz),  ec.:  e la  seconda,  prendendo  co- 
stante dx,  sark  dxl<p"(x)  ec.  (835)-  . 

854.  Dunque  VIII°.  per  differeniiar  la  seconda 

volta  x’  — u , o per  trovarne,  presa  dx  costante,  ia 
differenziale  seconda,  si  avrà  primieramente  (834) 

JVt=n(n  — I )xn~2}x'-\-n(n-i){n-2.)xn''3£x'  ec. 


onde  — — 1 ) xn  "-+n(n— i)(n  2) a*  ® &x 

. s , x n— 2 

ec-,  e poi  fatto  $x  — o,  verrà  = — i)a- 


e ci1ti=n(ri — i)#  ; così  ^ ( ^ ) — adx  ; 

ci1  (a-3)  = óavìv1  ec.  Ma  se  dv  non  sia  costante,  sic- 
come d(x*)  = 2ixdx  (844)  avremo  d'  ( ) = d(2xdx ) «r 

(846)  Qdx'-i-zxd'x:  in  generale,  poiché  d(*?1)  ** 

nxn~~  Idx,  sarà  d*  (xn)  = d (nxn  ldx)  = n(n-~- 

1 )xn~~2dxz  -+  nxn'1d*x.  Similmente  essendo  d(xy)  * 
jrify  -+  yd*  , sarà  d 1 ( .vy  ) = tfd^  •+  zdxdy  -+  yd  x ; 


= — e in  generale,  suppo- 

sto Y = axm yn  -+bxp yq  ■+  ec. , dY  = Pd*  h-  Qdy  — 
( amynxm  1 *+  bpy^x^  1 *■+•  ec.  ) dx  -+•  ( anx  y *+ 


m j 

bqxPy<1  " 1 -t-  ec.  ) dy,  onde  P = amynx  -+-... 
bpylx?  ~~ 1 cc. , e Q = anxmyn  ~~ 1 •+  bqxpy^  1 -+ 
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* ec.  , sarà  dP  = [ am  ( m — i )ynxm  ““  3 -+  bp(p  *— 
1 )ylxP  ~~  2 *4'  ec>  ] dx  -+•  ( amnxm  ~ lyn~1  -4-  bpqx?~~ 1 x 
y1  ~ 1 -+  ec.  ) dy , e dQ  — ( anmy1 1 xm~x-±  bpqy^~ 1 x 


1 -+  ec.  ) d*  -4-  [ an  ( n — I ) xmyn  2 -+  bq(q  — 

I )xPyt  3-+  co-  ] dy  ; d’  onde  è facile  di  avere  il  va- 
lor di  d*Y  = dVdx  -t-  VJ*x  -i-  dQdy  •+  Qd*jy , e si  vede 
frattanto  che  il  coefficiente  di  dy  in  dP  è sempre  lo 
stesso  del  coefficiente  di  dx  in  dQ.  Prendendo  costan- 
te dx  o dy , vanno  a zero  i termini  ove  è d*x  o d*y  : 
e col  metodo  istesso  si  hanno  le  differenziali  terze  ec- 
855.  Da  quanto  si  ò detto  facilmente  si  compren- 
deranno le  prime  regole  del  calcolo  integrale  : co- 
sì Jadx=zax-+  0(843);  Jnxn~l  dx  = xn-+  G (844), 


e quindi  J 'xn  1 dx=  — •+  C;  dunque  fatto  n - 1 
m,  sarà  J' vmdx  ■ 


m -+  I 


771 -H  I 


G,  cioè  si  integra  una  dif 


Jèrenziale  monomia  accrescendo  d'  un  unità  l'  esponen- 
te della  variabile , c dividendola  per  la  sua  differenzia- 

. . . r dx 

le  moltiplicata  nell  esp>onenteaccresciuto:cosìJ — 


L 


rdx(a-+x)  dx(a-+-x) 

= — a riùT  =V(a-*-*)-t-C(84$)ec. 

856.  Nel  caso  però  di  772  = — I la  regola  non  ha  luo- 
go, ma  allora  xm  dx  — x 1 dxzzC—  , e si  sa  cb 
C f S 5 1 ) : ciò  si  avverrà  per  sempre. 

857.  Talora  si  integra  più  facilmente  per  mezzo 

d’  una  sostituzion»  : così  volendo  a Jxri  1 dx  ( b -+• 
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j/1  )”*  , fatto  b -+  xn  ===  z e però  nx11  1 dx  = dz  eu 

■ , mA  m-Yl 

„ _ . , da  s - / * dz  az 

x 1 dx  = - , verrà  a/——  — ~r-~~7\ 

« J n n\m  H- 1 ) 

n m~+  l . 

—r^£^ry t*  C ec.  Bisogni  però  preparar , se  oc- 

corra i tali  sostituzioni  : così  dx  \/  (a'x%-+x*)e(3<.ix'- +• 
' 4^4  ) dx  V ( ax -4-  a-1  ) si  ridurranno  prima  a xdx\'(a*-4- 
) e a ( 3 a**  H*  4*}  ) dx  </(«*’  ■+  *4),  e pòi  fatto 
V(u*-+**)==z  e </(a*J  -f*4)  = z,  si  integrerà  fa- 
cilmente * 

858.  In  generale  j' xndx{a-¥bxm)r  può  aversi  in 

tre  casi  : 1°.  se  r è numero  intero  e positivo  ; poiché  svi- 
luppando là  differenziale  e integrandone  ciascun  termi- 

1 

ne , si  ha  j\  a xn dx  -4  rar  ~~  1 bxm  n dx  -4  ec.  j ==  G -4 


r n-Y  I 
a x 


r — I , m-i-n-Yt 
ra  bx 


. . e ec. , espressione  finità 

n -+  I m-Yn-Yi  r 

nel  nostro  caso  ( 156).  II0.  se  n = m (c-t- 1 ) — 1 , es- 
sendo c zero  o intero  ; poiché  fatto  a -4  bxm  =.z,xr‘ 


z — a 
— ’ * 


m~'dx=%  ver- 

7710  ,C4I 

mb 


rà  j ~ xndx(a-+bxm)r  = —^-—^fzrdz{z — a)c,  che  svi- 
mi ' 

InppatO  s’integrerà  (I°.)-IH°.  sé  n=-m  (c  -4  r ) - 1 # 
cioè  n -+  mr  = — me  — 1 , essendo  c intero  ; poiché 

■xndx(a  -+  bxm)r=xnxmrdx(—J-Y==xn 


mr 


dx  (b  -+  ax  m )r , e fatto  i -4  ax  m — z , x m =r. . 

dz,.  1 _ dz 

ma  ‘ 


2 — b 

, * 


TU I , — 1 . **•"  v 

d x .= , * dx=  — ; — —,  verrà 

— ma  * in  ( z - o ) 
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fi  " **  mrd*  ( b ■+  a*~~  m Y — “4 'f*dx  ( z - b )c-r  : così 

_ i. 

* ) 3 dà  n==>- 3 ,£  ==  i ? m ==  3 , r :=* 

— - , n -f  mr  = — 7 = — gc  — 1 , onde  c = 2 ; quin- 

41 Ì :?R*~ìdz-z~Kiz)=^.±±  = ■ . • 

3.r’-f2  a 


FIG. 


r—  aa^^a-t-x1  )* 

859.  Infine  è manifesto  che  fdx  cos  x sen  x -+ 
Cifdx  senxzsz-  cos  *-t-C  (848)  ec. 

860.  Egualmente  j—L^  = are.  senp  C (850  ) ec. , 

rdxlni r Zn"+"Ijf  /V*  „ r dx 

J x n-+i  J xlx  J xlxllx 

P ( 85 1 ) ec.  ; corno  pure  J^aXdxla  = 0*-+  C , ( cfyZ*  -4- . . . 

,~fJ=:x^-t-C(853)  ec.;  e parimente  J~dxp'{  x ) = * ) ; 

>y)f{*>y)—Ax,y)  ec.  (853).  Tra  poco  daremo 
?ltre  regole  del  calcolo  integrale . 


Applicazioni  del  calcolo  differenziale. 

Tangenti . 

861.  Dei  problemi  da  sciogliersi  sopra  una  curva,  il 
più  semplice  è di  condurre  una  tangente  a un  punto  della 
medesima.  Ora  abbiamo  già  trovato  che  se  sia  AP  = * , l0i’ 
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PM=^,  AM  = (,  le  ragioni  ~ c*-'  sono  i limiti  divedi 

(838)ì  &=£•  5 = 


ydx 


(842),  e la  suttangente  PT  — ~ ; l’elemento  della  curva 

dji 

AM m o V arco  infinitesimo  M»i  — y/  ( M>*  -+  rm~  ) — ds  zz 
zy/  ( dx*  •+  dyx  ) ; la  tangente  MT  zz  y/  ( PM*  -4-  PT1  ) zz 

*v  vds  PAI1 

— J (dy‘l  dx1)—- — - — t ; la  sunnormale  PN  zz  - — tzz 
dy  dy  1 I 

la  no)WeMNzzv'(PMi-l-PN1)=  J (dy* -+  dx*)zz 
d X dx 

e se  per  A si  conduca  AQ  parallela  a MP , si  a- 
dx 

via  C — x ( zz:  AT):  \y  :AQ  zzy  — Con  ciò  si  tro- 

dydy  dx 

vano  i valori  di  queste  varie  linee  in  ciascuna  curva,  ri- 
cavando dalla  sua  equazion  differenziata  il  valor  di  ciascu- 
na formula  differenziale , e per  avere  gli  asintoti  facendo  x 
infinira  in  AT,AQ.  Ecco  gli  esempj. 

862.  I.  L’  equazione  al  circolo  è y1—a 1 — dunque 

3dy  = -,i,,  e SL*=-t-'=-(-2-‘-ll>  = PT(U«g„o- 
dy  x x 

indica  che  la  suttangente  dev’  esser  presa  nel  senso  stesso 
dell’ascissa,  perchè  nella  costruzion  della  formula  si  c pre- 
sa in  senso  contrario,  c dall’equazione  y*zz2ax — x1  si  c 

yely 

avuto  un  risultato  positivo  (838)):  la  sunnormale  — — 

dx 

x\  la  normale  «/  (yx  ) — ■%/(>*  -+  ) = a = al  rag- 

gio, come  dev’  «ssere;  1’  arco  M m zz  y/ { dxx  H-  dyx  ) = 
adx ady 

~y  _~~~x 

II.  Nella  parabola  ,yxtzpx  ; dunque  ^^zz  — , e zzo*. 

dx  2 dy 

III.  Nell’  ellisse  , yz  ~ ~ ( a1  — x*  ) ; dunque  ydy  zz 


~(-***)  4*  = ed  4=zZÌaÌZj!’J. 

or  dx  a dy  x 


IV. 
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JV.  Nell’  iperboli , y — f non  -+  xx ) ; 1 dunque  1 

a dx 

Ir  . . ydx.  lax  -4-  xx  „ ydx 

— ( a •+  x ) , e J — zz . Si  ha  ancora  AT  zz  — • — 

«"■  ' dy  a-+x  dy 

x — —-X—,  espressione  zza  quando  x è influirà  ; come  AQzz- 
a -4-  x 

b 

—y—  ya~¥x)-  — - = y — 

dx  a y ay  v 2u-l-ar 

Questi  valori  di  AT,AQ  danno  gli  asintoti  (22‘-0- 

V.  Nella  logaritmica,  x — Alogy(  ~SS  ) e dx———,  on- 

ydx  ' ■ y 

de-7  —A,  e però  la  suttangcntc  eguaglia  il  modulo. 

dy 

. ,,r  0.  m n m — n,  . , , 

803.  VI.  Sia  y —x  a ; ai  avrà  nix  -+•  [m — n)lazz 

. , "dx  mdy  . ydx  mx  _ 

mly  , onde  (851)  — — — - , e la svtrange nte  ■ — — . — . Tut- 
x y dy  zi 


xdy  h x b x / b x ... 

«.  — —.r  — y — — - ( a -4-  a;  ) — — zz  \J , si  riduce  a ± b. 

' a ’y  ay  V 1 a -H  x 


tc  le  curve  rappresentate  dall’  equazion  generale  y™  zz  x”  x 

a"  H si  chiamar,  parabole  quando  m , a son  positive  : se 
mrz2,  11—  I , si  ha  y%  — ax,  equazione  alla  parabola  ordina- 
ria; se  m —3  ,ti—  l,  si  ha  yì=azx,  equazione  alla  prima 
parabola  cubica;  se  w z: 3 , n — 2,  si  ha  zz  ax1 , equazio- 
ne alla  seconda  parabola  cubica  ec.  Che  se  n è negativa, 

le  parabole  divengono  iperbole  la  cui  equazione  è y‘n  zz 
m -4-  n 


— n m-+  n a . „ n m 

x a — — — , cioè  x y : 


m-+n 

a ; onde  la  sut- 


tangente  di  queste  curve  è in  generale 


nix 


, cioè  dee 


pre.ndfrsi  nel  senso  stesso  delle  x..  Se  tozzo— 1,  si  ha  l’i- 
perbola  ordinaria  la  cui  suttangente  zz.*— .j?  (226) 

VII..  Nf Ila  quadratrice , prese  1’  ascisse  dal  centro  e 
condotte  mp  infinitamente  vicina  ad  MP  , ed  • mr , BV  paral- 
lele ad  MO  , si,  ha.  mr  (dx):  rM  ( — dy)::  MO.(  * ) : OT  zz  r 4®1 

— - P—  ; e poiché-  (223 )y  — xeotex  e dy  — dxeotex  — ... 
dx  x 

— v*—  , viene  y H-  OT  = CT  = - : ora  VB  ( sen  ex  ) : 

Seri' ex  sen  ex  ' 

Rr 
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42- 


X 


BC  ( i ) ::  OM(*):  MC  n — - — ; dunque  CT  = e . CM*  = 

sen  ex 


CM* 

CD 


(193)* 

Vili.  Sia  la  curva  aQ  a doppia  curvatura:  poiché  in  es« 

sa  x è s,  ed  y è z (802),  diverrà.  ( dx%  -+ 

dy  dz  , dz 

dy*).  Così  se  le  sue  equazioni  sieno  y*  ~px,  qyt  ver- 


rà z 


+.  /n  . , ndx  , qdy  pqdx  z 
= VM l*  (So2j, dy-  -f-- , dz  = ,di= 


‘Wpj 


2 y/v 


4* 


e */ (dx*  -+•  dfj*  ) — da:  — - •,  dunque  la  suttangen- 

te  ~ V ( dx1-+dy*  ) — 4*  v/ — 2y/  ( 4*1 -fp*  ). 
uz  t 4jv 

864.  Siano  due  ctuve  BI0C,BMA  tali  che  prolungan- 
do 1’  ordinate  OP  dell  Aprima  fino  alla  seconda,  la  retta  MO 
sia  una  funzione  qualunque  dell’ arce  BIO,  c dchba  condursi 
la  tangente  MT  Immagino  l’ordinata  mp  infinitamente  vi- 
cina, ad  MP,  ed  Mr  parallela  alla  tangente  TO  : fatto  BIO  — 
»,MO~u,  saia  (842,1  hi»  — dii , rM  — Oo  — dz , e du:dz:x 

a:OT  = -^-,  che  determina  il  punto  T. 
au 

c bz  - , bdz  . — _ adz  _ 

/ Sia  per  esempio  n ir  — , saia  dii—- — , cd  ul  — , 

a « du. 


4v/>,2 


1 4 t 


z n BIO . Se  BIOC  c un  arco  di  circolo,  AMD  è una  ci- 
cloide, che  se  sia  ordinaria,  ha  una  costruzione  più  sempli- 
ce; poiché  essendo  MOr  BIO  n OT  , si  ha  1’  angolo  TOP  — 
2BOP  (418.419)  = 2T1MO  (425),  onde  BOP  = TMO,  ed 
MT  parallela  alla  corda  OB,  è tangente  in  M. 

TI''.  865.  C°n  un  raggio  CA  descritto  un  circolo,  sia  una 

0 curva  CK.Vl  tale  che  condotto  il  raggio  CMM  , la  linea  CM 
sia  una  funzione  dell’  arco  ADBN  ; condurre  una  tangente 
MT  al  dato  punto  M.  Immagino  due  raggi  infinitamente 
vicini  CMN,  Cinti,  e il  piccolo  arco  Mi*  descritto  dal  cen- 
tro C col  raggio  CM , e conduco  CT  perpendicolare  a CM 
Sia  ora  CM  — y , ADBN  — x , CA  n a , c si  avrà  a : y 

N/i  {dx)  : Mr  = , cd  rat  ( dy  ; : y—  : :y  : CT  ~ . . 

* a ' a 


( 
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E-  - . Sia  per  esempio  y — — , la  curva  CKM  saia  la  sp i- 
ady  x 

tale  d’  Archimede,  e si  avrk  ^X-  — — , CT  rz  zz  — — 

dy  a a a 

OEQM. 

Sia  la  spirale  iperbolica,  in  cui  xy  — ab  ; si  avrk  xdy -*r 

ydx  — o , ydx  — — xdy  , CT  = — --y?  = — *'■ '■  = — b . 

ady  a 

866.  Nella  spirale  logaritmica  , ove  1*  angolo  CMT  è 
costante,  immagino  i raggi  infinitamente  vicini  CM,C/r,  c 
descritto  dal  centro  C con  un  raggio  CN  un  circolo,  fac- 
cio e segnato  sulla  circonferenza  del  cir- 

colo un  punto  fisso  A,  suppongo  l’ascissa  AN  =:«,  il  che 

seri  M/»r 

ora  tang  \hnr  tz  t zc  — — — zz 
a ° cosivi  .72  r 

— — yd-  onde  zz  — — d ( ly)  ( 851  ) : dunque  ly  zz  --  -V- 

mr  ady  ut  y at 

C.  Ora  quest’  equazione  fa  vedere  i°.  che  la  spirale  fa  un’ 
infinita  di  rivoluzioni  intorno  al  suo  centro  tauro  per  acco- 
starsene quanto  per  allontanarsene;  poiché  in  luogo  di  x 
può  sostituirsi  successivamente  a H-  3r  , or  -+■  2*- , x -4-  3?r  ec. , 

— 7r-l-a',  — ^tr-pi'cc.,  essendo  tt  la  circonferenza  AiNlJ:  ja. 


HG. 

>43- 


mi  da  a : dx  : : y : Mi  . 


145* 

146. 


che  facendo  CtzZC',  si  avrk  — (S52)  oVvc* 

C ut  ut 


io  ^r,  — e.at  cA  y — C' e“"  -,  dunque  nel  punto  A ove  x zz  o, 

si  ha  Cl)— — C'  : 30.  che  1*  ascisse  AN  crescendo  in  pro- 
gressione aritmetica  x,  2x  ,3*  ec. , 1’  orili  nate  formano  la 


~x  Gy  \ 

progressione  geometrica  C'  <?a'  , C'  r-u  , C'eG‘  ec.  : 40.  che 
se  (z»,  si  ha  JfsC',  proprietà  del  circolo  che  raglia  ad 
angoli  retti  rutti  i suoi  raggi  come  si  sa. 


Evolute  . 

862.  Se  un  filo  ABC  applicato  sopra  urm  curva  BC , nel-  j£S. 
la  cui  origine  B è le.  tangente  AG , si  sviluppi  tenendolo 
sempre  egualmente  teso  , la  sua  estremità  A descriverà  una 
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l68-  curva  AM  in  cui  i°.  MC  sarà  eguale  ad  AB  -h  l’arco  BC: 
2°.  1’  arco  infinitesimo  Mot  potrà  riguardarsi  come  uh  arco 
di  circolo  descritto  dal  centro  C col  raggio  GM  : 30.  onde 
nel  punto  C si  riuniranno  le  due  normali  infinitamente  vi- 
cine MN,mn:e  40.  la  tangente  MG  della  curva  BC  sar'a  sem- 
pre normale  alla  curva  AM.  Ora  la  curva  BC  dicesi  Vi'. vir- 
ilità della  curva  AM-,  ed  MC  è il  lìarriio  Osculatore  o di 
Curvatura , che  si  tratta  di  determinare,  supposta  nota  la 
curva  AM  . 

868.  Sieno  MP  ,mp  due  perpendicolari  all’asse  A Q in- 
finitamente vicine,  e CO , Mr  parallele  allo  stesso  asse:  fat- 
ta MO  — « , AP  zz  x , PMzz^  , Mot  — ( dx1  -f  dy1  ) — ds- , c 

dxjdx  -+-  djddy  — dsddò  , saia  ( 435)  dx  : ds  : : ir  : MC  zi 


1^- : ma  mentre  AP,PM,MO  variano,  MC  non  varia  (8 ózi'i 
dx 

dunque  differenziando  MCz  — , 


verrà  o — 


( udds  -+  dsdu  )-dx  — vdsddx  . , . • 

— ; ; e poicha  da  — mr~  dy  » Si  tro- 

. dx~ 

. dsdxdy  , dd~  dy 

dsdjx  — dxdds  isddx  — dx  dds 

_d£jy _ 1 d£_ 

ds*  ddx  — dx  ( dxddx  -t-  dydd y ) dj  ddx  — dxddy 
— — -- . Supposta  costante  ds,  si  ha  MCzz^ '^J  zz  . ■ 

dy  V ( dx*  ~\rdy*  ) 


ddx 


— — : supposta  costante  dy , si  ha  MC  zz  « 


r/s3  ( dx*  -4-  dy*  t j 

■ -zz tL-L—  - ma  supposta,  come  si  fa  d ord;- 

dyddx  dyddx 

• j • urr-  </*3  ( dx~  Jy*  )a 

nano,  Costante  dx , viene  MC  zz zz — , 

— dxddy  — dxddy 

a. 

cioè  dividendo  tutto  pet  dxì  , MCzzfi-p^-ì  : 

\ dx  l dx 


869.  Per  sapere  in  qual  punto  abbia  una  curva  AM  la 
massima  curvatura,  si  cerca  il  minimo  raggio  dell’evoluta, 
giacché  le  curvature  dei  circoli  sono  in  ragione  inversa  dei 
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roggi  (509).  Inoltre  se  la  tangente  in  A è normale  all’as-  T(jg 
se,  si  determina  la  retta  BA  o la  distanza  del  vertice  A 
dall’origine  B dell’evoluta  con  fare  x — o nell’  espressione 
del  raggio  MC  . Finalmente  per  trovar  1’  equazione  dell'  e- 
voluta , conduco  C(^  perpendicolare  all’ asse , e se  AB  — a, 

BQ  — t , CQ  z,  ho  primieramente  , presa  dx  costante , MO  — 

dx1  — ì-  dy*  . dxZi-\rdy~  , , . 

“ — ~~ddj  (3ÓM  e a ~ ~~ddy~  ~yì  p0‘  Mr  (dx)  : 
tm  ( dy  ) : : MO  : CO  = PQ  = - , ed  AP  -4-  PQ  - 

— a xcidy 

. „ __  dy(dxz  -4-  dy*)  ... 

AB  — t~x — a~\ — - — - — : valori  che  coll  equazion 

— tip  dii y 

della  corrà  AM  danno  1’  equazion  dell’  evoluta . 

8"o.  Fin  qui  le  ordinate  eran  parallele  fra  loro.  Se  par- 
tono da  un  punto  medesimo,  immagino  le  infinitamente  vi- 
cine BM  , B/n  , e le  CO  , Co  perpendicolari  ad  esse:  quindi  jfjg. 
descritto  col  centro  B l’ arco  Mr,  sia  BM—y,l\\rzzdx,mr  — 
dy -,  M.m  — ds  — y/ ( dxz  dy1  ) , MO  z:  u -,  per  i triangoli  si- 

jnili  Mr»i,CMO  (435),  si  ha  dx  : dy  ; CO  ■ ■ ds : 

MC  ==  . Differenziando , presa  dx  costante , si  avrà  d (MC)  — 

dx 

o (868)  e du  = — —i  di  più  OQ  — — d(CO)  (833)  = 
— 'Tx — —d*-*~dar=: — ds~ ( 863  e 

BM  (y):Mr  (d*)::BO  (y-  u):  i ondò  u ±3  . . . 

yd±\ } ed  Mc  = „j!*i . 

di1  — yddy  dszdx — ■ vdiddv 


di  zdx  — • ydxddy 


3. 


y ( dxz  -+dyz  )*  _ / . dx1  -+  dy1  — yddy 

dx>  -+ dxdy*  — ydxddy  y\  dx */  ' dx * » 

d.’ 

che  si  riduce  a — -j-  quando yzz<»  (poiché  allora  ds’dx 

— dxddy 

diventa  o ) cioè  quando  1’  ordinate  son  parallele,  come  già. 
a liburne  trovato . £ se  nei  valori  di  CQ,MC  non  si  fosse 
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ióp.  cZjc  costante,  si  sarebbe  avuto  MC  =r 

VJS3 

- — — . Ecco  alcuni  esempj. 

d > *Ja?  — ydxddy  -+  y dj  ddx 

}>*l.  Sia  1’  equazion  generale  alle  sezioni  coniohè  y'  — 

px+.1  (245).  Differenziando  due  volte,  presa  dx  costante, 

1 2a 

SÌ  ha  2ydy  ~pdx  ± e ‘lydly  -4-  ‘ìdy’1  — ± , onde  <ly  ~ 

pdx>'  a ±x)  ^ ddy  — — — , sostituiti  i valori  di  dy  e poi 

2ay  4J } 

di  y1  ; dunque  MC  ( = ^ * 

)■  ^ ’’  = ^ « -V  - 


'la.'}) 
in  tutte  le  se- 


p1(a±xj1)5  = (8ói)^  = fzó»  * Z3?)  p~ 

zioni  coniche. 

H-2.  Poiché  in  queste  la  tangente  nel  vertice  è norma- 
le all’asse,  se  in  MC  si  faccia  x — 0 e perciò  in  forza  dell  e- 

quazion  generale,  y~o,  saia  AB  = — — j *Jp6a.6  =:  ^ (fó: ). 

Nel  circolo  ovq  p m la  — 2/1  (410),  si  ha  MC  tz;  n — 

IL  — a—  AB;  onde  i raggi  osculatori  son  tutti  eguali  al 
2 

raggio  del  circolo  che  ha  dunque  per  evoluta  il  suo  centro. 
^ Nell’ ellisse  l’evoluta  ha  quattro  rami  BD  , Db , bd , JB 

' eguali,  con  quattro  punti  d’  inflessione.  Se  in  MC  si  fac* 

eia  i = a,  verrà  ED  = — \/2ap,  metà  del  parametro  deli  as- 
se minore  ( 755 ) . 

Nella  parabola,  poiché  MN‘  = TNxPN  (413)  e PN — 


T71 


~ (25 0»  sar'a  11  ragSio  Mc(=—  r~)=  NTxY^ed  M‘V: 
^ P L 


NP::MC:NT  = CO=:PQ  — 2x^ -^  ( S62 . II  );  dunque  QN- 

gx , A " J — 31  -4-  rr  3* -4-  AB  , onde  BQ=:  3x  , il  che  dà  c- 

na  costruzione  assai  semplice  per  dttern\inare  il,,  centro  C 
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del  circolo  osculatore.  Prendete  Bi^—gAP,  e condotta  C3  j-j 
perpendicolare  ad  AQ , il  punto  di  concorso  C del.c  dua  ** 
MC,C'^  sarà  il  centro  cercato. 

Per  trovar  1’  equazione  dell’evoluta,  sia  (—3.-,)  — 

t , , si  avrà  NP  ^ : PM  (y  ) : : NQ  (2a-)  : QC  " 5- 

fi— — — onde  — .v!  = — , e £}  = — 5 cidè  V e- 

p p 16  22  16 

voluta  della  pwabola  ordinaria  è una  seconda  parabola  cu- 

2? 

bica  II  cui  parametro  ,è  ^ di  quella  della  data.  Ora  nell’ e- 
volute  , AB  -4-  BC  = MC  ( 86?  ) •,  dunque  BC  MC  — — 


4MNf 


P_ 

2 


: ma  J ( Z5 1 )=  ~ a/(  — -H  1 )i 

4 2 P 

dunque  facendo  — pzzac  perciò  MN  = — */(  -l  -+• 1 ) , si 
’ 16  27  4 a 

3. 

ha  BC  — ^ ^ I — ZJ»  espressione  d’ un  arco  qua- 

lunque della  seconda  parabola  cubica  la  cui  equazione  è 
r3  = az\  . 

8?3  Sia  la  cicloide  ordinaria  AMBa  col  circolo  genito- 
re  BOD  de!  diametro  BD  — 2a,  con  l’ordinata  MP  —y  e * <• 
con  l’ ascissa  PB  x : si  avrà  mq  ( dy ):  jM  ( dx ) : : OP  ( ( 2ax — 

O (2  — — Jt 

a1  ))  :FB(x);  dunque  dy  — dx*/- — — — , equazion  differen- 
ziale della  cicloide:  e se  si  faccia  piuttosto  AFzca-,FM  =; 
D?  — y onde  PB  — ‘2a  — y,  verrà  dx  :dy  : :^/  ( 2<iy  — y2  ) : 2 a — ■ 

2t2  — y 

y,  e però  dy  — dx y -,  altra  equazion  differenziale  del- 

J 

la  cicloide . Stando  alla  prima  e posta  dx  costante , avremo 

differenziando,  ddy  zz  — - — , dx2  -+dy2  zz  — — . 

x%/{‘2ax—  x ) 


t4*. 


x 


( dx ~ -4-  dj2  yà 


Dunque  MC  rr  — - — -2-  l—  =2 v/20  f 2a  — x)  zz  2OD  : ora 
— dxddy 

MNC  e parallela  a OD  poiché  (S64)  la  tangente  MT  è pa- 
rallela a OB  ; dunque  OD  zz  MN  — NC;  quindi  l°.  nel  piin- 
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to  A si  ha  * ~ là  ed  MCrr.  o,  onde  il  raggio  osculatore  in 
A è zero,  e perciò  i’  evoluta  pa«sa  per  A:  2°.  nel  punto  B 
si  ha  x — 0 cd  VlC  — Bbzrqj  — 2BD. 

874.  Per  determinar  1’ evpju*a  ACE,  compito  U rettan- 
golo AE,  sul  laro  AB’  — DlzzBD  come  diametro  si  descri- 
va un  semicircolo  AQB',  si  conduca  AQ  parallela  a CM  e 
si  unisca  C e Q ; posto  ciò,  1’  angolo  NAQ  — NDO;  dun- 
que OD~ AQ  (4l8,3>*6j  e 1’  arco  OID  ( o la  retta  AN  ) — 
all’arco  ALQ.  Ora  OD  — CN  ; dunque  CN  zr  AQ,  e però 
CQ=rA.'4  442)  — all’arco  ALQ,  proprietà  distintiva  deila 
cicloide  ordinaria;  onde  1’  evoluta  ACE  è unj  semicicloide 
eguale  ad  A.MB.  Si  sarebbe  trovato  lo  stesso  cercando  di-, 
rettamente  1’  equazione  dell’  evoluta  come  abbiamo  spiega- 
to ( 869 ) . 

L’arco  AC=:MC— 2AQ;  dunque  un  arco  qualunque 
di  cicloide  è doppio  della  corda  corrispondente  del  circolo 
genitore.  Così  MB zzgOB , AMB  — 2BD , e la  cicloide  intera 
ABa  è quadrupla  del  diametro  BD,. 


m 


875.  Sia  la  spirale  logaritmica  ADM  in  cui  t — (866) 

ady 

ovvero  .dy  — — , fatto  y il  raggio  arbitrario  q:  differenzian- 
do, supposta  dx  costante,,  si  avra  ddy  — o,  e. il  raggio  o- 
ycls 

sculatore  MCin—-  (870);  onde  condotte  AC,MC  normali 

dx 


ad  MA  e alla  tangente  in  M,  il  loro  punto  d’  incontro  C 
saia  all’evoluta:  perchè  Mi-  (ti*)  : M/n  ( ds):  : AM  (y):MC  . 

876.  L’angolo  ACMzz  AMT  (473;;  onde  1’  evoluta 
ABC  è la  medesima  spirale  logaritmica  ADM.  Quindi  (86~) 
la  tangente  MC  c eguale  alla  spirale  ABC,  benché  questa 
faccia  un)  infinita,  di  rivoluzioni  intorno  al  punto  A ; dun- 
que del  pari  condotta  AT  perpendicolare  ad  AM,saraMT  = 
all’arco  ADM;  onde  la  spirale  logaritmica  e la  cicloide  so- 
no evolute  di  se  medesime  . 


Massimi  e Minimi , e Punti  d' Inflessione. 

j--  877-  L’  ordinata  MP  d’ una  curva  BM  essendo  maggio- 

* re.  0 minore  di  quelle  che  la  precedono  (p'm  ) e la  seguo-» 
no  ( pin  j , si  chiama  Maisima  o Minima,  e il  Metodo  dei 
massimi  e dei  minimi  insegna  a determinar  queste  quantità;. 

878.  Sci 
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878,  Se  CM  è i!  l'aggio  del  circolo  osculatore  nel  pun*  j-,- 
to  M,  l’ordinata  MP  saia  maggiore  o minore  di  ogn’ altra 
ordinata  corrispondente  a qualche  punto  dell’  arco, KMP.de». 
scritto  col  raggio  CM  ; onde  MP  ( prolungata  nel  caso  de! 
minimo  ) passa  per  il  centro  del  circolo  osculatore  ; e però, 
la  tangente  in  M è parallela  all’asse  AP  , e quindi  la,  sut-. 


tangente  zz  oo  ; dunque 

»y 


dy  _ y _ 


dx  » 


— o.  Può  anche  succe-. 


dere  che  l’ordinata  PM  sia  un  . unissimo  o un  minimo  quan-  „„ 

. ydy  in* 

do  la  tangente  in  M è normale  all’asse;  allora  zzo  e 

d / d* 
però  = Ora  y può  riguardarsi  come  una  funzio- 

ne dell’  ascissa  AP  — -r;  e . però  per  sapere  in  qual  caso  el- 
la  diventa  un  massimo  o un  minimo,  si  differenzierà  1’  e-  1 -*5‘ 
quazione  tra  ^ ei  t,  e si.  eguaglierà  a zero  o all’  infinito 

il  rotto  zL  ; 1’  equazione  che  ne  risulterà , combinata  con  la 
dx 

prima,  darli  dei  valori  di  y,x  i quali  se  non  sicno  assurdi, 
determineranno  il  massimo  o il  minimo. 

87p.  Ma  per  distinguer  l’uno  dall’altro,  sia  AP^x, 
YM.zzy  ,Vpzz:  ndxzz  a ,?p'  zz  — ndx  — — a ; dunque  (823) 

pmzzY  zzy~\r  ---  -4-  -77  -+  ec. , e p m'zzY  = y — 

r •'dx  2d*  1 ' ■ cfo 

a^d^y  dy 

— - 7 — ec.  Supposta  dunque  -—zzo  (878),  svaniranno,  tut- 
2dx  **  jx 

ti  i termini  delle  due  serie  dopo  il  terzo  (197)  e verrà  pmzz 
prn  —y-\ parimente  se  a un  tempo  stesso  si  abbia 

dy  d’ly  d'y.  v , , a+d+y 

dx  dx1  dx'  r r J 234^4 

, ...  dy  dly  d'y  d*y  d*y 

tenjpo  stesso  si  abbia  -e  =0=  —={  zz  = - - . — -—t 

■ fi  * //*'*  ri**  /#  ri  .v  ' 


a u°y 

verrò,  um  zz p'm' zz  y -+ - ,—z  , ec.  ec.  onde  ’Becondo 


' ,r  dx  dx1  dx 1 dx 4 dx * * 

CL^d^y 

verrò,  um  zz  p'm'  zz  y -+ - , ec.  ec.  onde  ’secondo- 

■ ■ 2.3.4.5.ód^5  • 

, d%y,  d*y  dsy  , . . , , 

che  , —-4  , ec.  saia  positiva  o negativa.,  ambedue 

V ordinate  contigue  pm  ,p'm'  supereranno  o saranno  supera- 
te da  PMra^,  che  perciò,  nell’  un  caso  sarò,  un  minimo, 
nell’  altro  un  massimo  ( 877  ) . liv  generale  , essendo  impari 

fi  numero  dei  rotti  ^ ec.  che  vanno  a zero,  il 

dx  dx  dx ’ 

Ss- 
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o resti  , verrà pm  — 


ito.  X Sa6  K . . ' 

, - seguente  se  c negativo  dà  un  massimo , se  è positivo  da  un 

‘•d'  _ . J‘  y m J'y 

minimo.  All’incontro  «e  con  —o  resti  - 

dx  dx 

y -4-  — ^ e p in'  — y -X  cioè  pm  >-  PM  e p'm' < 

J ^ 2.3. //jf*  * 

PM,  onde  PM  non  sarà  nè  massimo  nè  minimo  (872)  ec. 
Ecco  gli  esempj . 

Iu.  Dividere  una  retta  2 a in  due  parti  il  cui  rettango- 
lo sia  un  massimo  o un  minimo.  Chiamata  x una  parte, 
l’altra  2a  — x,  1’  espression  del  massimo  o del  minimo  sa- 
rà 2 ax  — a;*.  Sia  dunque  y~2a*  — x2  , c si  avrà.  ^-—2 a — 

J dx 

2j;  — o , e però  x — a.  Per  saper  se  la  soluzione  da  un  mas- 

...  . . dy 

simo  o un  minimo,  differenzio  1’  equazione  -j-^—2a — 2at, 

ed  ho  — — 2,  quantità  negativa,  onde  il  valore  x — a 
dx 

dà  un  massimo  y — a2 . In  generale  y—xm(2a — x)n  è un 

dy  m — 1 / ,n  ni. 

massimo  o un  mimmo  se  - - — mx  ■ (2 a — x)  -nx  (2 a- 

dx 

. n — I , . . „ Qam  - 

x)  — o~  m [2a — *■)  — nx . Allora  x— , valore 

m -+  n 

che  da  un  massimo  perchè  — — m — n. 

dx 

II0.  Trovar  due  diametri  conjugati  dell’  ellisse  che  fac- 
cian  tra  loro  il  minimo  angolo.  Sieno  m,n  i diametri,  p 
1’  angolo  che  fanno  tra  loro,  e si  avrà  (766)  mnsetip  — 

ab,  ed  m2  -+•  n2  zz  <2*  -+-  b2 , onde  sen p — 

ab  d sen  p __  — ab  ( a2  -+  b2  — 2n2  ) ^ 

n^/(a2-y-b2  — n1)’  dn  n2  s/(a2~^-b2  — n2  )*  ’ 

11—  \J  — — m.  Il  denominatore  eguagliato  a zero,  cioè 

il  rotto  — J— ’ eguagliato  all’ infinito  (87S),  darebbe  n “. 
dn 

a2 -‘rb2  ed  m — o,  valori  che  non  servbno.  Sicché  i diame- 
tri conjugati  ed  eguali  dell’  ellisse  forman  con  la  loro  in- 
tersezione il  minimo  angolo  cercato  il  cui  seno  è senp  — 
2 nb  2 

to.-v  — r-  — rr  — — , — . Perciò  se  a : b — tanou^tang  CaB  (616) , 

l~°-a2-\-b2  a:b  ->rb  : a * 0 v ^ " 

, 2 tangti  2 tan^u 

gara  sen p — - — — £—  — ( 6 1 o ) 2scn  u cos  u ~ 

I -Urtano  u scc~u 

sen2u , onde  p—2u  — Bab. 
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Ili'.  Di  tutte  le  parabole  ilei  cono  retto  DCB  , deter-  j-g. 
minar  la  massima  in  superficie . Sia  BD  zz  a , CD  or  b , PE  zz  x,  ' . 

e sarà  a : b : AP  zz  — , PM  zz  \/{ax  — a;1)  (427),  la  so- 

a 

perfide  TjAMPot  za  Ai?  y/{ttx  — x~‘  ) zz  y ( come  presto  ve- 
dremo ) -,  dunque  ~ za  4*)  — 0 — — 4*  ; onde 

dx  2a\{.ax — x) 


x~'—,  che  è un  massimo,  perchè  ‘A?  — — 4.  Jl  denomi- 

4 dx*  • 

natore  eguagliato  a zero  dii  due  minimi  coi  due  valori  x zz 
o,i'zc  (h^S)  che  riducon  la  curva  ad  un  punto  o ad  u- 
na  retta.  , 

IV*.  Di  tutti  i triangoli  della  stessa  base  AB  e dello  j-0. 
stesso  perimetro , qual  è quello  della  massima  superficie  ? 

Sia  q il  semiperimetro , la  base  AB  zz  a,  il  lato  AMz  x , 
sara  MBzza^ — a — .v  . Dunque  chiamando  y la  superficie, 
si  avr'a  ( 529  ) y — */[q{q-^a){q — x)  (a- t-x — q ) ]>2?y  — 


O^u  - - (jl X 

fq~i-l(q  — a)~+l  {q  — X )~i-l  (a-+x  — q)  , zz — !-  . . . 

— - , ~ ZZ^-  ( — — — }rz  o;  dunque  aH-.v  — 

a-'rx  — qdx  2 'u-t-x  — q 7 — */ 


q zz q — x ,‘Zq — a — .e  zzar;  e perciò  il  triangolo  cercato  è 
isoscele . 

880.  Per  trovare  ora  in  quali  casi  una  funzione  Y di 
due  variabili  x,y  indipendenti  tra  loro,  divenga  un  massi- 
mo o un  minimo,  supponghiamo  che  y abbia  già  il  valor  pro- 
prio a render  la  funzione  Y un  massimo  o un  minimo-,  si 
riatterà  dunque  di  trovare  11  valor  Conveniente  di  x,  cioè 
bisognerà  differenziar  la  funzione  Y facendo  variare  a:  so- 
la , ed  eguagliare  a zero  il  coefficiente  di  dx . Così  per  àver 
y si  differenzierà.  la  funzione  Y facendo  variare  y sola,  ed 
eguagliando  il  coefficiente  di  dy  a zero.  Onde  se  d’Y  — ?dx-+- 
QJy,  si  deve  aver  Pzzo,Qzz  o,  equazioni  che  daranno  i 
valori  di  x e di  y proprj  a render  la  funzione  Y un  massi- 
mo o un  minimo.  Per  distinguer  l’uno  dall’ alfo,  posto  d'Y  zz 
P dx Qdy  e prese  dx,dy  costanti,  sarà  d*Y  zr  d?dx  ~\- 
dQdy  ; onde  fatto  d P zz  A d -4-  B dy  d‘)~  B dx  *+  C dy  { 854  , 
Verrà  d1  Y zz  ( Adx  -+  Kdy  )dx-^-{  &dx  -+  Cd y dy  : ma  si  è vi- 
sto che  dee  aversi  P:z:o  è però  d?~  {\dx-t-Bdy  zzo;  dun- 
que dx  zz  — -A£  e d1  Y — dQdy  Zz  ( £</.»  -+  C dy  1 dy  zz  ( -•> 
A , 
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B*  d*Y  B1 

h C ) dy‘  ovvero  — — — C \ Ora  quando  31  ha  una  so- 

A dy 1 A 

la  variabile'  x o y , e però  y — o ovvero  * — o~,  viene  dY  ~ 
P dx\  dxY  — dPdx  — Adx*  ovvero  'd'i  ~Qdy  , dxY  — dQdy  — 
C dyx , e si  è detto  che  Y è minimo  o massimo  se  A > o 
e C > o ovvero  A < o e C < o (8~9);  dunque  se  si  ab- 
biano x,y  insieme,  Sara  Y un  minimo  quando  A>o,C>o 

ed  inoltre  C > o,  ovvero  AC>B*:  e sarà  un  massi - 

A 


B» 

>?io  quando  A<o,C<;oed  inoltre  C — — <0  ovvero  ( giac* 


B' 

che  ora  A , C son  negativi  ) • — C -+•  — < o cioè  AC  > 

come  nel  caso  del  minimo.  Questa  teoria  facilffiente  si  esten- 
de alle  funzioni  di  tre,  quattro  cc.  variabili. 

Si  voglia  dividere  il  numerò  dato  30  in  tre  parti  il  cui 
prodotto  sia  un  massimo.  Chiamando  x,y  due  di  queste  par- 
ti, la  terza  sarà  33 — x — y,  ed  avremo  xy  (3<i — x — y ), 
la  cui  differenziale  è ( 3u  — 2x  — y )ydx-+{  30  — Xy  — x ) 
Xdy  ■ Eguagliando  a zero  separatamente  i coefficienti  di  dx, 
dy,  si  avrà  3 a — Xx — y—O—^a  — 2 y — x,  onde  y~x  ~ a-, 
t poiché  P — ( 30  — 2.v  — y\y  ,d?  zz  — 2 ydx  -+-(30  — 2*  — 
•xyydy,  A ( — v-  xy  — — xa  ) < o,  B-=  30—  <xx—  xy—  — a , e 
poi  Q — ( 3<j  — 2 y — x ) x , dQ  — — 2 xdy  -+  f 3«  — 2*  — xy  ) dx , 
C ( zz  — xx  zz  ■ — ‘Xa  )<o,  sarà  AC  ( =:  4<z2  ) > B2  ( zza*  e 
perciò  dividendo  il  dato  numero  in  tre  parti  eguali,  il  loie 
prodotto  darà  un  massimo . 

Tra  tutti  i triangoli  isoperimetri  vogliasi  quello  che  ha 
maggior  superficie.  Sicno  x,y  due  de’  suoi  lati,  2 g il  peri- 
metro, 2 3 — x — y sarà  1’  altro  lato,  e la  superficie  Y == 
\/[q  (3  — x ) (<7  — y)('x  H->  — 3 ) ] (529);  dunque  iZY  — 
/.y  ==  Z 1 3 — x)  ■+  l ( 3 — y ) -+  l ( x -+  y — 3 )■,  c </Y  = . 


t%6. 


Ydxf  T 

%-v 


x -+y  — 3 


i_)h.xa(-2 i-v.tjù.. 

— x 2 va*-t-y  — a 3 — y> 


gliando  a zero  i coefficienti  di  dy  , dx , si  ha  x -+  y — 3 = 
3 — yzzq  — x-,  onde  xzzyzz^zz  23  — * — y,  e Ù triange- 

3 


lo  ricercato  c equilatero. 

881  Serve  questo  metodo  a determinate  ànCorà  i pun- 
ti inflessione  (7$ó);  poiché  nei  due  triangoli  infinitesimi 
mm'r , m' or'  d’una  stessa  base  dx , l’angolo  mm'r  ( zz  mtP  )< 
m or'  (zzm't'P  ) , onde  anche  mr  <c  mV>  tioè  la  differenza  dy 
dell’ordinata  che  da  A scorre  in  PM,  e da  PM  o procede 
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avanti  o torna  indietro,  scema  sempre  nella  concavità  det* 
la  curva;  e potrebbe  dimostrarsi  nel  modo  stesso  che  -em»  1 
pre  cresce  nella  sua  convessità.  Dunque  nel  puntò  M d’in- 
flessione la  differenza  dy  diviene  un  minimo  o un  massimo. 

Cioè  (878)  ddy  — O ovvero  00^  ma  il  raggio  osculatore  MC» 
presa  dx  costante,  diviene  infinito  se  didy—o,  e diviene  ze- 
ro se  ddy  — so  (868. 870);  dunque  nel  punto  d'  inflessione 
il  raggio  osculatore  è sempre  infinito  o nullo , e perciò 

. dy*  \J‘  ddy  —ddy 

O+dJ1)  : dxx  = 06  ovver0  = °*  * -g/- oovveroo». 

Si  differenzierà  dunque  due  volte  1’  equazion  della  curva , 
■posta  dx  costante , e il  valor  di  eguagliato 


a zero  o 


all’infinito,  darà  i valori  di  x,y  convenienti  ad  uno  o più 
punti  d’  inflessione . Che  se  1’  ordinate  partano  da  un  punto 
r . . dx%  -+■  dy*  — yddy  , „ v 

-fisso,  si  avra dx~~ — ~~  ° ovvero  00  (8?°). 

882.  Per  vedere  se  -—^  — o dà  veramente  un’  inflessio- 
dx 

ne  in  M,  condottavi  la  tangente  T t e presa  Pp  — ?p'=za, 
alzo  1’  ordinate  pvm,pm'v'  e da  M,v'  le  normali  Mr,v'r'.  *<*4* 

: triangoli  simili  MTP  > vMr  — Mn'r'  danno  TP  (^^ì:  PM  (y)  : : 
v ' dy  J 


M r (a):rv  — / M — , onde  pv  — y '~l  e p'v  — P / ~ 


aJl 

dx 

— ffty  . Qt  fatta  cì_y.— :Q  ed  a negativa  in  Pp',  si  ha  co* 
dx  dx 

ad 


me  sopra  (879)  e Pm'-y  - 

a}dì'\ 


^ ; dunque  se  ± non  sia  zero  , verrà  ( col  segno  *+) 

pm  > p»  e pm'  < p'v' , o ( col  segno  — ) pm  pii  fe 
p'm  > p'v' ; dunque  degli  archi  l’uno  sarà  di  quà, 

l’altro  di  là  da  Tt,  e si  avrà  in  M un’ inflessione  (736), 

ciò  che  non  potrebbe  concludersi  se  fosse  — 0 ec.  In  ge- 


tta5 
d'y  d\y  d+y 


ec. 


nerale , essendo  impari  il  numero  dei  rotti  — - . 

dx 1 dx*  dx * 

che  vanno  a zero,  il  seguente  determinerà  l'inflessione:  in 
altro  caso  ella  non  vi  sarà  ; Ecco  gli  esertipj . 

I.  Sia  1*  prima  parabola  cubica  in  cui^3  =a1#;  si  avrà 
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; — ll*  .V—  ~3'!l  — = o nel  punto  d' inftessìonc  ; 

y 3 V/’  dx  9X  V JC* 
dunque  *r  o,  e questo  punto  è nell’  origine. 

II.  Sia  la  concoide  in  cui  y ~~ — #*)( 784)1 

X 

— dx(  arb  -4-  a-’  ) —dily  _ 

“ S,A  ‘,>  = -ivu*-V‘7,'2x-“  - 

a * 1 3 j — onde  x'-lrtfix* — 2a’6  — o.  e* 

(a**5— *x)V'(a1— . . 

quazione  che  risoluta  (33?)  ak  Pcr  X il  valor  conveniente  al 
punto  d’inflessione. 

III.  Sia  la  curva  dell’ equazione  y — azz(x — u)5  5 sia- 
vi» dy-—~^dX- 2»  Che  eSUaSUat0 

5 Vi»  — a)1  * 25  {x-a)S 

a ziero,  nulla  fa  conoscere  ; ma  eguagliato  all  munito  ua 
%—aczy,  valori  corrispondenti  al  punto  d’  inflessione. 

Rotti  i cui  termini  si  riducono  a zero  < 


88q.  Si  trovan  talvolta  dell’ espressioni  algebriche  in  for- 

° ^ i 

ma  di  rotti  che  si  riducono  a — , come quando  x — 

o x — a 

ét.  Questi  risultati  apparentemente  indeterminati,  son  suscet- 
tibili di  valori  determinati;  ed  ecco  un  metodo  per  trovarli. 

% Sia  — una  funzione  di  x il  cui  numeratore  e denomr* 

Q.  , p.  . . 

natore  si  riducono  a zero  quando  x — a.  Si  sostituisca  a s: 
dx  ad  x in  P ed  in  Q ( si  prende  — se  -+■  guida  ad  assur- 
do ) e trascurati  i termini  ove  è dx1  jdxì  ec.  come  infini- 
tesimi rispetto  a dx , si  avrk  il  valore  del  rotto  proposto, 
se  pure  i termini  del  nuovo  rotto  non  si  annullino  nuova- 
mente. Ecco  gli  esempj. 

I.  Cerco  il  valor  di  1 quando x — a.  Qui P = a*1  — * 

X — a 

(a-i-dx)1  — a1  ladx  ' 

m , e Q = X — a ; dunque  ; — - , =2a. 

1 a-kdx—a-  dx 


II.  La  somma  della  progressione  -ff  a?:*1:# 


x*,è 


n —V- 1 

se  — x • * 

- — --~y — il  cui  valore  quando  ^=.a  = X,  sar» 
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, ,/J-f  I , 

( I ■+  dx)  — I — dx  _ n 

I -+•  dx — l 


III.  Sia  X. 


V ( 2a3  * - ) - a^a*x  . _ 


’4— — ed  x — a . Si  avrà  ^(2 


a’K- 


a — y/axì 

2adx  3 

x*)zza  \/ (a*  -~2adx ) — a(  a — — — ec.  (161)),  - a ya1*  zz; 

lì# 

3 Q?  dx  4 

— a>/(  a3  -f-  aV*)=: — a(  sH — ec.),  a — va#3  — a -*• 

3a 

4 *J  a*dx 

^ (a* -ì- Saìdx)zza  — (<*•+  ; — ec.  ) ; riducendo  si  trova 

ófCL* 

— 4 adx  l6a 


3X- 


3 dx  9 


T 

884.  Ma  se  succeda  che  anche  il  nuovo  rotto  divenga 

— , si  passerà  a considerar  dx*,dxì , ec. , finché  si  abbia  in 
o 

quantità  finite  uno  almeno  dei  suoi  termini . 

Es.  Differenziata  l’equazione  *~t-  x*  -f-*3  -+...  .-+**— 
n-+ 1 

X — »'■  y • • « d V 

f si  divida  per  — , e verrà  .*•-+- 2** -*-3**  *+...•+ 

x — > I x 

a — t~  2 . , ra-f- 1 

— (n-t-I)x  o . 

nx*  — 1 — i ==  — quando  * = I , e 

(x—  I )%  o * 

sostituendo  i-f-cfjr  ad  x,  si  ha  nuovamente  — : ma  se  non 

o 

si  trascuri  dx* , come  si  fece  in  principio  (883),  verrà  . . . 
« { n -f  2 ) ( n *+  I ) dr*  — ( « -J-  I I*  ndx 1 n ( n -+-  I ) 

_ __a  _ ^ . 

885.  Con  ciò  si  trova  nei  casi  particolari  il  valore  di 

ox  co  e di  00  — co  ; poiché  oX»  = OX--=-  , ed  so  — oc  “ 

00 

ab  o . . , I * . 

— = — ; così  se  xzzl , si  ha  — 00,  onde 

000  lx  Ix 

sostituendo  I -±dx  ad#,  verrà  — — ~“.  = (3ol>  — — I . 

l{l-+dx)  dxe  c 

886.  Possono  anche  determinarsi  i punti  multipli  delle 
curve  (735)  e la  loro  mol^iplicirà;  poiché  differenziando  per 
esempio  1’  equazione  a [y  — ò)1  — A'(#  — a)1  zzo,  si  trova 


I 
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dy  (*  — a)  (3* — a)  o . . 

zi.  zz-- zz  — quando  x zz  a , y ~b  sostituen- 

dx  2 a{y—b),  o 

do  dunque  ar+dx  ad  x,.e  br+dy  ad  y , trascurato  dx1 , ver* 

rii  ^ — l , e ^ = ± i : ma.^  esprime  la  tangen- 
ti* dy  dx * <i*  dx 

te  dell’angolo  che  la  curva  ( o la  sua  tangente  ) fa  con 
l'asse  delle  x (64 6j;  dunque  se  questa  tangente  ha  più  va- 
lori,  apparterrà  a più  rami  di  curva  che  passano  per  uno 
stesso  punto  ; e nel  nostro  caso  all’  ascissa  x zz  a corrispon- 
derà. un’ordinata  yzzb  che  incontra  la  curva  in  un  punto 
multiplo,  ove  son  due  tangenti  eguali  al  raggio  I , e che 
fanno  perciò  un  angolo  di  450  con  la  retta  condotta  per  il 
punto  multiplo  parallelamente  all*  asse. 


887.  Questo  metodo  per  valutare  -2-  è generale;  quello 

di  Bernoulli  che  prescrive  di  differenziar  separatamente  quan- 
te volte  occorre  , il  numeratore  e il  denominato!-  del  rotto , 


ve 


2 a?  — 3 a*-+: 


suppo* 


non  sempre  riesce:  così  dato 

r ▼ v.  a — x 

sta  x — a , dal  nostro  metodo  se  ne  avrà,  subito  il  valore 
/y 'a,  che  da  quello  di  Bernoulli  non  si  otterrà  giammai. 


Teorema  di  Taylor 


.888.  Già  si  è detto  ( 823)  che  supposta  Y una  funzio- 
ne di  x,  se  questa  divenga  x ± ndx  e sia  ndx  — a quantità 

c ■ • 'v  .ad*  ald1y  . aìd,y  a+d*y 

finita,  si  avra  Y =y±  -~  ~-± £ -4 u-.±ec., 

dx  2 dxz  2.3  dx*  234<ix+ 

pvesi^  dx  costante . Questa  serie  si  chiama  il  Teorema  di  Tay 
lor  dal  dotto  Geometra  Inglese  che  la  trovò . 

889.  Per  vederne  la  verità  in  un  esempio  semplice  , sup- 
pongasi y — x x — 2#-+  I , e si  cerchi  il  valor  di  questa  quan- 
tità sostituendo  *-4  I ad  x ■ Avremo  a zz  I , zz  2x  — 2, 

dx 

ddy  dJy  . .... 

dxl  = 2>dxi='0  eC‘;  “un(5ue  y 81  canSia  m * —2*-+I  4- 

23?  — 24  I r «,  il  che  è evidente . 

cu  m dy  m-j  ddy  , 

090.  aia  y zzx  , e si  avra  ' —mx  , — ' zz  m { m — 

dx 


dx 5 


272  -1--  O 

J)x  "ec.  Dunque  se  * diviene  x-{-a,y  diventerà (x-+a)9 

zzxm-'r 
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m« I m(m — i)  t m-2 


-+■  ec.  ; facendo  a — 


a x 

2 

— i*  , *l  , xlm 

e però  * -+•  a zz , avremo  ( x -+  a )"  r=  zz 

x-+b  x-+b  ' ( x-+b)m 

m mbxm  m(m  - 1 )b~xm  I , . 

x H — T-r — ec.,  ovvero  ; b)  — 

x-±b  2{  x-bb  j {x-hb)"  ’ 

- m mx~mb  m Un  — l)x~mb1  — m,  mb 

X -+ r ec.  rr  x ( i f- 

x-vb  2(xM-b)*  x-¥b 

vi(m — i)bz  — 2)ò5  , ... 

— . -‘-z . 1-  ec.  ),  serie  che  ha  un  nu- 

2 (xH-ij*  2.3  (xH-i)} 

mero  finito  di  termini  quando  m è un  intero:  se  nzz  . — m, 
si  avrà  (*-t-i)  -*  ( 1 + 

son  verificar  queste  formule  riducendo  i rotti , — i — , ec 

x-t-b’(x-i-bf- 

in  serie,  che  serviranno  a trovar  le  radici  dei  numeri  pron- 
tamente , perchè  posson  sempre  rendersi  convergentissime  . 


dy  _ I ddy  — 1 


Spi.  Sia  ora  y zz  lx,  onde  zz  — , — 4 


dx  x dx~  xx 


ec. , e si 


. , , . . , . a a1  a}  a4 

avrà.  I (x±a  ) zz \ lx± -.±  — — x ± ec.  Sia  ± a zz 

x 2xl  3*3  4.V4 

11*—,  e avremo  l(x±a)zzl  ~X—  zzlbx  — l(b±x)zzlx^. 
o±  x b ± * 


,3 


b±  x 2(b±x)z  ^3 


( b ± x) 


y — ec.  Dunque  l(b±x)zzlb± 


( 1 ± -r~— -,  ■+  ttli  — ± ec.  ),  serie  convergenti  che 
b±x  2'b±x)  3 (b±xz  • b 

facilitan  molto  il  calcolo  dei  logaritmi . 

892.  Sia  yzzb*\  avremo  ^ —b*lb,  :=£*Z*6ec.;dun- 

dx  dx 

,x~{-a  ,,  azlzb  aìlìb  , . 

qqei  zz  b*  ( j -+•  aZo  — J f-— — h ec.),  e perciò 

,a  az!zb  a)Vb 

b zz  1 -+■  alb  H h h ec.  ( 30;  ) . 

2 2.3 

893.  Sia  y un  arco  il  cui  seno  è x che  indicheremo  con 

a . . dy  I I ddy 

yzzAsenx-,  Si  avrà,  x = scny,  = -77 — — < = 

dv  cosy  ì/(l — x ) dx“ 

seny  x d*y  I-+2x*  , . . , 

— T~  — “77 ^-5 , ■— t = "77 TT?  ec-  ■>  dunque  A ren  ( *■  ± 

cos>  y y^x— »*)J  dxJ  ^(1.—  xl)J  4 v 

T x. 
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« ) — A sen  x ± -4 ——^r~  -4-  ec.ZZ 

’ VU-.*  1 6^/(1  — x*f 

. a ,axx 

Asenx± 1 — ± ec. 

cosy  '2cos>y 

894.  Queste  serie  sono  attissime  a calcolar  T arco  che 
corrisponde  a un  seno  dato.  Pieso  dalle  Tavole  1*  arco  più 
vicino,  la  differenza  del  suo  seno  x dal  dato  rendeià  a pic- 
colissima , e si  avrà  l’arco  cercato  aggiungendo  ± — -4- 

■ cosy 

O?  X 

— • — ec.  a quello  il  cui  jseno  è x . Osservate  10.,  che  la 

2cos’ji 

serie  p sì  convergente  che  i due  primi  termini  danno  i mi- 
nuti quinti  in  circa:  2*.  che  1’  arco  è espresso  in  parti  del 

raggio  1,  e per  ridurle  a secondi,  a terzi  ec. , bisogna  di- 

viderle per  la  lunghezza  dell’arco  di  \"  (522),  posto  il  lo- 
garitmo dell’unita  eri  o : il  quoziente  dà  i secondi,  e di  qui 
i terzi,  i quarti  ec. 

895.  Facciamo  y — Acosx,  e avremo  x—  cosy,  — = 

dx 

— I — I ddy  — * d*  y l-f2x*  . 

— r — _ . - y — — cc  * dun- 

seny  y\l  -xx)’dxx  x1)*  ’ dx}  s/(l~xx)f* 

AOTS(t±t,)  = Acoi^_4_--ÌL^-T  . . . 

a1  ( I -4-2*1  ) ...  . . c . , , , 

, — ee.,  serie  di  cui  si  la  lo  stesso  uso  che  del- 

6n/(i-*4)* 

le  precedenti.  Se  ne  troveranno  delle  simili  per  l’arco  la 
cui  tangente  sia  xzta. 

896-  Sia  ora  y — sen  x , e avremo  ~ ~ cos  x , =:  —• 

dx  dx 

ci  * y 

sen  x , — •?  — — cos  x ec.  *,  dunque  sen  (*  d- a)  — sen  x ± a cos  x — 
a*  n!  rt+  ' . 

— sen  x +■  — cos  x~\ scnx~ 4-  ec.  Parimente  se  y ~ cos  x , si 

2 6 24  - J 

...  a1  a* 

avra  cos  ( x ± a ) = cos  x +:  a sen  x\ cos  x ± — sen  x -+ 

2 o 

o4 

— cosx — ec.  Queste  formule  son  .di  grandissimo  uso  per 

interpolarle  Tavole  dei  seni.  Se  sia  a- ~o,i  valori  di  sen  (jr-t- 
u),  cos{  x-+a)  diverranno  a cagion  di  sen  jc  ~ o di  cos 
1 , quelli  che  già  trovammo  (628). 
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„ „ . dy  I ddy  senx 

8 91-  Fatto  y — tangx , onde  / cr  — — 

dx  cns'x  idx  cos  x 


d*y  l , 3-5<?n  * 3 2 , . . 

— = i 1 -r—  — r-  - — (óioj  ec.,  sarara/7<r(x± 

2ax3  cos  x cos'x  cos+x  cos  x 


cos  x 


a)  — tang  x ■ 

la 3 arseti  x 

— , + ec.  : ma 

3cosjc  3cos3x 


a sen  x a3  ^ a*sen  x 
cos 1 x cos*x  cos5  x 


ec.  qc  . 

± a -+a*tangx  ± a* -4- a*  tang  x 


cos  x 


ec.  è una  progression  geometrica  il  cui  primo  termine  — 


:±  a -+  a tangx 

ii— i 

COS*  X 


, l’ ultimo  cz  — = o , e il  quoziente  ;=■  — 2~—  ; 

SO  cos  x 

, , a* tang x de  a . , 

dunque  la  somma  (259)  = — ' = - ,eper ò tang  (x  3:  a)  — 

cos  x — a 

altangx±a  2 a3  a*  sen  x 

tang  x H i r ■+•  — — 5— . ec.  = . 

cos  x — a 3005  x 3 cos3  x 

sen  X cos  x±  a 1 a*  a*  seri  x 

qc q:  ec.  Si  troveranno  delle 

■ cos’ x — a geos  X Scos’X 
formule  simili  per  cor  ( x rfc  a ) . 

898.  Sia  ora  y — mi  sen  a ; o al  logaritmo  ordinario  di 

. . . . i , . . dy  rncosx.  . 

sen  X se  m rappresenta  il  modulo  ; si  avra  — (1014), 

dx  seti  x 

ddy  m d’y  ini  cosx  . , . , , 

— . — = , — - ec. ; dunque  l sen (x±a)  — 

dx  seti  x ds :3  sen3x 

, , cosx  ma * , a,mcosx 

l sen  X±  am — ± — ec. 

senx  2 sen  x Jseu’x 

u c 1 * dy  — « msenx  ,n _ . ddy 

8qQ<  Se  y — mi  cosx,  sara  = -(851), 

dx  cos  x ax’ 

— Tri  tf3y  2oi  senx  , , . . , 

= — ec.;  dunque  Z cosi  x±  a ) = Icosx 

cos*x  dx 3 cos3  x 


dx3 
am  sen  x 

cos  x 


am 

2cos*x 


a3  msenx 

: , — — ec.  Sia  y ~ mi  tang  x , e 

3cos?x  • 0 

ddy  — 2/77  cos  2x  • » 

= -, ec.  e perciò 

2dx 


. v dy  ini 

«1  avia  — — 

dx  sen  ix 


sen  ix 


‘2arn 


ltang(x±a)  — ltangx± — — >ec..  Lo  stesso  sarà,  per 

sen  2X 

mi  cot  x . 

900.  Supposto  ora  che  y sia  1’  arco  il  cui  logaritmo  del 
seno  è x,  ovvero  y—  Al  senx,  si  avrà  x — Iseny,  e per- 

seny 

meosy  dx 1 m*  cos3  y 


dy  sensi  • ddy  , . A,  , 

Ciò  — TZA  — ~ » — t ec->  dunque  Al  sen  (*± 
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a seny 
‘2m1  cos ' 1 


:£  ec. 


r..  A,  v d y seniì y ddy  sen  4y 

' poi.  Sia  y — Altana x ; verrà  — = - , — 4 n 2£  . 

tf*  2/72  ’d*1  4/72* 

d’y  se/2  2ycoi4y  . , . , 

— , — — - ; — — - ec.  ; dunque  Altansrl  x±a)  — y ± . . . . 

dx’  2//1  * “ 

ase/22y  asserì  2y  co.s  2V  . a 5 «e/2  2 V co«  4y  ^ 

—  -4 ± J — — — -4-  ec.  Queste  for- 

2/72  4772  12/77 5 

mule  posson  servire  a risolvere  con  molta  approssimazione  i 
problemi  sull’  uso  delle  Tavole  dei  seni . 

p02.  La  serie  y ± -4-  ec.  (SS8)  da  cui  nascono  que- 

ste ed  infinite  altre  application! , induce  talvolta  in  inganno 
se  si  adegui  senza  cautela,  come  può  vedersi  nei  casi  ben*- 

m 

chè  semplicissimi  di  y—  lx  (891)  e di  y — sen”  x quando  x — O 
nel  primo,  ed  n>m  nel  secondo. 


ALTRE  REGOLE  DEL  CALCOLO  INTEGRALE 


Metodo  per  ridurre  t integrazione  di  più  differenziali 
iinomie  a quella  d'  altre  differenziali  conosciute . 

903.  loEbbasi  integrare  *”  dx  ( a -4-  Vx™  )*  supponen* 
do  nota  l’integrale  di  aP  dx  (a-4-  bx™  , ed  n > p.  Poi- 
ché d[x^'+  1 ( a -4- bit™ 1 ] — a (g-4- 1 )x^  dx{a-+bxmf  -4- 
b(m  k-h  772-4-  5-4-  I )*” l~lr*dx{  a -4  bx™  ) , sark  integrando 


m - 


772  , k 


quest’equazione,./*'  ' 1 dx(a-+bx  ) zz 

n -M  , , m k- 4-1  , . , C q , , . m k 

x 1 ( a-+bx  ) a(q-+l)Jx1dx(a-¥bx  ) 

b ( mk~h  m -+q  -4-  I ) b(mk-^-m-+q-+l) 

q — n,  o q — n — 772;  si  avrk  J x1  dx(a-k-  bx ™ f -, 

x (a-\-bx  ) __  à(n — ni  -4- 1 ) C n— m , . 

b ( 772  k -4-  /2  -4- 1 ) i[ink  -4-72-1-1)*  X a . 

bx*1')* . Se  in  questa  stessa  espressione  in  vece  di  n si  seri* 
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va.  n — m>n — 2 m ec. , si  avranno  i valori  di  f/1  m dx{ 

di  fx1'  2m  dx  ( a -1-  bxm  f , in  generale  di  fx*1  i,n 


a h* 


m k 


dx{a-ì-bx  ) , essendo  i un  intero  positivo  ; e la  formula  sa- 

y„  , , . I -+n  — m 

n r , x.  / , , m k -4- 1 / x 

X dx{a-i-bx  ) zz{a-*rbx  ) 

Vo  ( I -+  i 


'( 

o ( I H-  n — m ) ( A ) a ( I -+  n — 2m  ) ( B ) 

Sx"(l-4-  n~hm  (.k — X ))  bxm  ( I -+  n-hm(k  — 12)  ) 
a(l4«  — m(i — I )){Z  ) 


mk ) 


a ( I -+n  — m(i — I ) )<  L ) \ 

bxm(  I •+  n 4S1  {k — *•+!))/ 

à*(  I -4-  n — m )(  l -+ n — 2 m ) , ( I -+■  n — im)  1“  n-im  ^ 

b*{l  -bri-trmk){l-\-n-+m(k—  I)) .. . (l  -+n-*mik— i->r\)y 

(a-\.bxm  f ove  le  lettere  ( A),  (B) ....  (Z)  indicano  che 
il  termine  in  cui  sono,  dee  moltiplicarsi  per  il  precedente, 
eà  il  segno  superiore  ha  luogo  quando  i è pari  , l’ inferiore 

quando  è impari.  Ora  se  n — im=zp , cioè  se  - — - — i è 


m 


m . k 


un  intero  positivo , f*1  d*(aH-  bx‘  f potrà  con  la  formu- 
la precedente  ridursi  & fx^  dx  {a-^bx™  f presi  tanti  ter- 
mini della  serie  e tanti  fattori  nel  numeratore  e dénomi- 
nator  del  termine  fuor  di  serie , quante  sono  unita  in  i . 

Esemp.  Sia  fx10  dx{  I — x*)*da  ridursi  nfdxU  — x*  )a  , 
che  si  ha  quadrando  il  circolo,  come  vedremo:  sarà  n—  lo, 

,b=Z‘ — I ,m  — 2,,k  — ~,p  — o>- — — ~ i =z  «;  dunque 
' 2 TI 1 


fx10dx{l—  **)»  = ( I — — ^x9  — 


12.  IO 


— 


hi.  . hh.S-.tf  3 , )Hk  fdx{l, 

12.10.8  12.10.8.6  12.10.8.6.4  12.10.8.6.4''  v 

**)*-+ C. 

t 

r±cs — I 


Così  fx 


' dx(a-±bxS  )il  si  riduce  afx  ldx(a~b 


bx$  ) u : onde  se  a~ i,b— -i,czzl,s  — 2,t  — — 1 ,u  — 2 , 
anche fx^1  dx[l~>~xz)  * si  ridurrà  a fx’ ~~l  dx(i—x%)~~ 
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e poiché  r—  I , = 2 àìkfx  ldx(l-xt)  = are.  ien  *(  850) 

r •+ 1 i 

i'  dx(  I — x*  ) iì  o il 

numero  intero  e positivo  r sia  impari  o sia  pari . 

904.  Se  i sia  numero  intero  negativo  , in  luogo  di  ri- 
durre fx'ldx  ( a -+'  bx’n )*  &Jj?dx  ( a _+  bx’n f si  ridurrà  que- 
sta alia  prima. 

Esemp.  Sia  fx  -4-  x*  ) 1 da  ridursi  njdx(l  Hrx*) 

— are  tanj  x ( 850)}  si  avrebbe  n zz  — 4 ,•  m ±:  2 , p = o ed 

- — - zz — 2 ; riducendo  dunque  la  seconda  alla  prima,  si  a- 
m 

vra  n — o ,azz  l ,b  zz  1 ,mzz2,  kzz  — l ,p  — — 4, —2  — 

m 

i ; onde  Jdx  ( I _f  x1  ) r zz  — x~l  -V-  — h fx~*  dx  ( T -4* 

x*)~l  ; dunque  fx~ 4 dx(  I -4-  x*  )_I  rz  x~’  — 1- J ' dx  ( I -4- 

3- 

x* )~l . 

905.  Sia  proposta  ora  di  ridur  fx’*  dx(  a -4-  bx™  f a 

fx  dx  (a  -4-  bxm . Poiché  cf  [ xn~^‘  ^ ( a -4-  bx™  )^J  ~ fn_(.  1)* 

dx  ( a -4-  bx™  f bmpx11  n dx  ( a -V-  bx  f 1 , sarà  fx" dx{a-\-' 
n-+l,  . m p . 

, mn  * (aH-oJc  r bmp  r m-xn  , , , m p — l 

bx  / = - Jx  dx(a-+bx  f 

Se  in  questa  stessa  espressione  si  scriva  n m , n 2m  cc. 

ì • J-  f n-\-vt 

per  n,  e p-I,p-2  ec.  per  p,  si  avranno  1 valori  di  Jx 

j ( . 1 m P~l  j-  C n-P'lm  j . , m p-2  . .• 

da;  ( a •+ io:  ^ , di  y*  d*(a-+oa;  ec.  e st*  txo-- 

verà  la  seguente  formula  :./»  dx(  a -+  bx"lfzz (a  -f  bx"lf  X 

/ » n~hl bmpx”  (A) bm  ( BJ_ 

' I -+  n ( 1 -+ri-+mj(a-i-bxm)  (l  -+n-4-2/nj(a-t-6x") 

bm  ( p — i'  ~r  2 ) ( Z j \ 

( I -4-  n _ f.  m (.1  — I))f  a-+hxm)' 

b*' m*' p(p— l )....(  p — i' -¥  l)  fn-\-i'ni  . m p-i' 

- — — - Jx  dx  (a-Pbx  )r  , 

(l  -+«X 1 -4- «H—n)....1 (l-4»n-4-  m ( 1 - l ) ) 

ove  i segni  e il  numero  dei  termini  e dei  fattori  si  prendono 
come  prima  (903).  Oia  se  p — i'  zzq  o se  p — qzzi'è  intero  , 

l’ integrale  di  xUdx(  a -4-  i/1/  si  ridurrà  a fx’1^1  m dx  {a  -+ 
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fi , I3  quale  potendo  ridursi  3,Jx  dx(a  -4-  bx™  fi  quando 

n^+im  — im  — r,  .cioè  quando e un  intero  positiv* 

m 

i — i',  anche  la  formula  proposta  vi  si  potrà,  ridurre. 

Esemp.  Sia  da  ridursi  /x*dx(i — x'yz  a U (.-*•?, 
Si  avrà.  n = 4,a=l  ,b  = r- J ,m  =2,p  = | ,r  = o , 5=  i ,p  — 

9 = V = 2 . Dunque  fx*dx{  I - x4)*  = ^ 

i 5 5 • 1» 

$-fifx*dx{  l — x*  fi:  ma  (903)  fx*dx  ( I — x4)*  = (l  — x4)» 

ìfifL  _ Ji;3f_\  ( J _ , • i , 

V io  10.8  10.8.Ó  X0.8.6.4I  10.8.6.4 

.dunque  Jx+dx  ( 1 — x4  )®  r=  — - — h ( I — x4  )a  — 

Sfi  _ 3_5f!  _ ^ _3_5-3_  A ( , _ ^c. 

10.8  xo.8.6  10.8.6.4'  Xo.8.6.4>/  ' ' 


-Ux 


Così//  *<£x(aH-£x5) u e fx~^*  ldx[a-+bxS)u  si 

É 

riducono  a Jx  1 dx  ( a -4-  ix*  ) M . 

906.  Se  i sia  numero  intero  negativo,  .si  operi  come 
Sopra  (904). 

Integrazione  dei  Rotti  differenziali  razionali  • 


907.  Suppongo  un  rotto  ^azionale , ed  il  maggiore 

.esponente  di  x in  P almeno  d’  un’  unita  minore  che  in  Q , 
condizione  che  può  sempre  ottenersi  con  la  divisione  : cosi 

x+dx  xdx  axdx  . , x , ., 

--r  = — — — r la  cui  seconda  parte  e quale  i 

a-i-bx 5 b £(a-+6x})  * • 

PJx 

abbiara  supposta  per  “q~*-  ®ra  cwco  1 fattori  di  Q (318),  e 
se  questi  son  tutti  del  primo  grado,  reali,  ed  ineguali,  il  rotto 

771- 1 , 771-2 

. , - ax  H-  bx  — I - ec H-  w , 

proposto  avra  la  forma  — — — - Xdx,  sup- 

(x~t){x— g){x  — k)tc.  . / r . 

ponendo  che  il  numero  de’  fattori  x — J,x  — g ec.  sia  m. 


Digitized  by  Google 


)(  54°  )( 

Per  integrare  in  questo  caso,  decompongo  il  rotto  così  : — 

x—J 

•+  ec.  la  cui  integrale  è A Z(x — f)-+Bl(x — g)-t-ec. 

x—g 

-t-C,  e determino  al  solito  i coefficienti  di  A,B  ec.  (273). 

_ ...  , dx  r . A dx 

Es.  Si  voglia  integrar  dy  — — — ; faccio -+ 

X JX  X 

Bdx  D<Zx  dx  , . 

1 —r-z  -, — > e operando  al  solito,  trovo 

a— x a-4-x  . (a4—  x4)x 

Aa4  -4-  3 ax  -4-  Bxx  1 j j 

— I H- Da  — A )>  =0;  dunque  Azz  — , Ut— — 
— D I a 2a 

I , dx  t dx  dx  , __ 

D— - , e dy  zz  ~ 1 — — — — ■ — ; onde  yzz 

•2a  a*x  2a  (a  — x)  2 a (a-+x) 

Zx  Z(a  — x)  Z(aH-x)  ,ZC  1 xC  . 

j -+  — zz-~t  — — — — . Si  troverà 

a la  2 a a a \/{a — X ) 

yf  dx  I , C ( a -+  x ) 

— r — — l- • 

a — x 2a  a — x 

908.  Se  alcuni  fattori  di  Q sieno  eguali,  ed  (x  — a)m 
esprima  un  numero  m di  essi,  il  rotto  si  decomporrà,  in 

A dx  Bc lx  A'xm'I-4-B'x”I"2-4-ec.:..-4-R  , , 

-.•+ hec.-f dx,e  de* 

x — f x — g (x-~a)" 

\'xm  “ 1 

terminati  i coefficienti  come  sopra,  s’integrerà.  - ^ dx 

m - n 

B 


, 771-2 


dx-he  c.  facendo  x — a zza. 

(x — a,m 

Ebemp.  Sia  da  integrarsi  dyzz  —?L.  ~ÌL?JL£x  zz  •+ 
b J x(x  — I)*(x-+Ij*  x 

( Bx  — r C ) dx  ( Dx -+>  E )<Zx  j A » 3-  n 2 

( V (x-4-ir  4 4 

D = — i-,E  = — -1-,  e però  dy  zz  — ■+  $*)—  — . . . 

4.4  * 4(* — I)* 

— ^r-— — ■ ~ • Per  integrare  il  rotto  ^ faCcio  x — 

ir:,  il  che  lo  cangia  in  — — ^ la  cui  in» 

4*  z4  4% 

tegrale  è — ìiix~ 1 *:.)  e trattando  così 

z 4 x— 1 4 

V altro 
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_ * t 

1’  altro  rotto-,  trovo  • l’ integrale  y — 2 lx i - , 

X—l  '2{x-+l) 

3 L{x_ 

4 . 4 . 

909.  Se  si  e no  in  Q dei  fattori  immaginarj,  esprimendo- 
si un  di  essi  con  x — I,  ve  ne  sarà  un  altro  del- 

la forma  xH-a — b >J — i.  Dunque  il  loro  prodotto  in- 
aila; -+  b-  -4-  a1 , o per  brevità  sarà  un  fatmr 

reale  di  Q.  Perciò  si  determinerà  (345)  questo  fattore,  e 


poi 


v , ( Ajf  -+  B J dx  . 

si  supporrà  che  ■>  - sia  uno  dei  rotti  parziali 

x -+mx~bn  r 


Pdx 


di  — jr- , e si  avrà  A e B come  sopra . Quindi  facendo  .v  H- 

— — s ed  n — m - — b'b’ , il  rotto  diventerà  — 

3 4,  zz  -u  b'b'  ~ 

Ascia  B'cfz  ^ r A'zjz  A' 

dz 

r dz  -w  r b'  _r  a 

b'J  11  — fxA' 

l^VZ' 

ove  l’arco  è espresso  in  parti  del  raggio  l ; onde  per  valutar- 
lo in  gradi  bisogna  moltiplicarlo  per  5?°,2yó  (52I;. 

c;_  , __(**  — 5-41  )«/*  A dz  (Bs-fCWs  . 

Es.  Sia  dy—  - ~~ — = — H- —isitro* 

( I H- z)  ( IH- zz  y I— hz  I H-  zz 


co  tarlar  H-  C ( S50) y 


ve rà  A — — , B — C rr — ■’ — , onde dy~- 

o *2  * 


3' 7 * 


zrtz 


H.1H-ZJ  2( IH-  ss) 


— ed y — — Z(iH-z)-  1 i(lH-  zx\ — — X Arco  tati^  z H-  C . 

2(1  H-  ZZ)  J ‘2  4 ’ 2 0 

Sia  anche  — — -- che  si  riduce  a 

*(  IH-v/(iH-^H-.vv)  x 

(2*H-3)d.r  xlx 

—, -r 1 . Quest  ultima  quantità,  posto  xz2 

(IH-Jfj*  IH-vH-** 


I . zdz  iidz  . . . , . 

— , diviene  — — r , la  cui  integrale,  fatto 

*2  r.  -4-  — r. 1 -4- 


B'=  I ^6'  - , è 1 1 ( H--?-)  — 4-  Arcta„S 


4 ~ ‘ 4 

T O ir. 

. * . Sostitu 

, . a - a / 4 ' \/3  V3 

endo  dunque  il  valor  di  a,  si  trova  per  l’ intera  integrale  lx— 

V v 
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Tfcaljrf  — * Are  tane '—~S G C . 

' 2 “ • i-p*  n/3  0 y3 

910.  Infine  se  Q abbia  uno  o più  fattori  di  qi  està  forma 
{x1  -4-ax-bb  'y'‘ , si  supporrà  che  il  rotto  parziale  provenur 


to  da  questo  fattore  sia  dx  ^ — 


, 2>i-I  „ 2/71-2 

hx  -+B.v  -)-cc 


r CC.  H-R\ 

) 


(x* -ì- ax b )? 

si  determineranno  i coefficienti  A,B  ec.  come  sopra.  Quin- 
di facendo  x~z — — e sostituendo,  il  rotto  diverrà  . . . 
2 

. , — I 2 m — 2 

A a — H B z — ~ cc.  —E  R , 4 , . « 

— = — — dz  che  può  decomporsi  cosi  : 

(a  -’rb  b )° 


Arzìm~l 


dz 


B's 


ini — 2 


, <l a ■+  «•:  ma  > termini  ove  il 

i*  -Eie;"  (z--*rhb 

numeratore  ha  una  potenza  impari  sono  integrabili  in  parte 
algebricamente  e in  parte  per  logaritmi  (856  , e quelli  ove 
z nel  numeratore  ha  una  potenza  pari  essendo  della  forma 

'M  zlkdz  ■ dz 

■ — posson  ridursi  (904)  a — — — cioè  possono  ìn- 
(‘j  a ~ b b 

ttgrarsi  in  parte  algebricamente  e in  parte  per  archi  di  cir- 
colo; dunque  con  questo  mezzo  si  avrà  l’  integrale  del  da- 
to rotto . 

91 1.  Ecco  un  esempio  che  comprende  tutti. questi  meto- 
di Sia  d < — djf _Aclx  ( B*  -4-C  J dx 

‘ ^ )*  I-Ex  ** 

(Djc-4-E)J^  (Far’-EGar’-bHx-t-IjcZj:  c.  v , I _ 

——5 E >— i . — - — . Si  troverà  A — — , B = 

*--+2  (*  -4-1)*  12 

, ___<**  Ù —*)<£*  (x — 1 )dx  (x'-x'-^-qX- 3)<ix 

y I2(n-x)  2x*  "+6(*i-E2)r*" 

Ora-  I — 

1 27 1 -+  x 12  2 4 x * 2.  * 

I I rxdx  — dx  __  I ,,  „ ...  . I . Jf 

s-  6> -r^r- r3'(*  ■**>'&*-*&  Arc “”s 

(857)  ... 

4A*‘^iT‘=~8(^T)<S=:)I“  gtateI'4(iT4i7‘n'' 

-7-— ~r;,ri<ìuco/ltE  alla  I.,  e si  avrà  (yo = — a— ; 
4(1 -E*)  1-4-**'  N ' I-E*  1-E** 
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-t  ‘ìfxtdx[l‘+xti~i-, dunque Jx^dxH  -4-**)“*  = s- 

. 2 ( I -4-  X ) 

— Are  tatigx  ■ ma  iiducendo  la  I.  alla  11.(903)  .Jx*dx( 

— x ( I -4-  x*  )-1  -4  J dx  ( l -+xz  )~z  ; dunque  fdx{  I -Jrxzf1'  — 

»V  I 

— _ Are  ttinrrx.  Riunendo  dunque  tutte  queste  in- 
ai 1-4-  x*)  2 

tegrali,  saiàj  — — Z(l-+#)-t-  — l(x’  -b2)-t- -g  l ( x*  -h  I ) -4 

1 , I I (Àr-f-  1)  I . x I . , x . n 

2 x 2X  4(1-4-  X*)  2 0 óv/2  6 ^2 

912.  Dunque  ogni  differenziale  frazionaria  e razionale 
si  integra  o algebricamente  o per  logaritmi  o per  archi  di 
circolo.  La  difficoltà  consiste  nel  trovare  i fattori  di  Q; 
difetto  piuttosto  dell’Algebra  che  del  metodo  d’ integrazioi 
ne  . Notiamo  alcuni  casi  in  cui  un  rotto  radicale  può  ren- 
dersi razionale. 

913.  Sia  dx  ; ridotti  i radicali  allo  : 

x -4-  V* 


stesso 


grado (146) verrà  — 


. dx(J'x*-+xty/xf-+xi)  . * J 

a — ■ -,  e fatto  ^x  — z,  on- 

ar-4-  VxJ 

de  x — z’1 , dx—i2z1 1 dz , la  differenziale  è razionale  e pe- 
rò integrabile  . > : 

Sia  X una  funzione  razionale  di  x e dy  — Xdx^(a-ì-bx- 4- 

1 » cerco  * due  fattori  di  g -4-  bx-\-cx’1 , e se  son  reali 
si  troverà,  x per  la  nota  formula  (368. 8°.},  e quindi  dx , dopo 
di  che  si  potrà  integrare.  Se  per  esempio,  dy  — dx  V(±“,;F 

x*  ) , si  farà  (358 . 8°.  ) ± a1  4 *»  = Q = = 

(±fl4=x) 

x-+a  , =Fa4as*  . ±=  Aazdz  ... 

=— -=*  • md«  * = — ~-r  ■ ix = Vt ,?  • e ^ 


: a =+  x 


z z\  2az  . , 3 oix  2 

) = — i dunque  dy  — ——— 


db  $a*t*dz 


. La  formula  col 


*“= ti  * " (V^l)3' 

segno-4-si  integra  riducendo  /'dz(z’L-dl)~1  a/'z*dz  ( ss1  -+ 
l)~3(9o6),  il  che  dà  /'z*dz(zì  -+  l)~3  ; oride  poi  riducen- 
do questa  a J a*dz{z'l-+\)~i  (90$) , si  trova  8aiJz’idz  (1  -+■ 
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Z')  J — — “ * — H-  a1  X are  tari"  z -4-  C , ovvero  so- 

' (l-4-sV  1-+** 


stituito  il  valor  di  z ,Jdx  \/  ( a*  — a*1  ) = — - x^[a~  - x*)-4*a2X 
are  tang  \j  -4-  C.  Ma  la  formula  col  segno  - si  integra  al  so- 

" a — Af 

Irto  (908)  e si  ha  f — 


S -4-  I 


a z 


(Z1  — 1 / J 2^-1  2 ( z ~4-  I )* 


a " si 


/- C , ovvero  sostituito  il  valor  di  z ( e osservando 

«(*—») 

, Z *+  I (z-4-lj* *'-4-\/(‘*'"-a~)\  /*j  //  » s\ 

z — I z — I a 

x*/(x1  — a2}  as  ^ ,v  - — a1)  ^ 

2 2 a 

djc  x ~ 1 ~ a 

Se  c/v  — — -, — — , fatto  come  piima  — z* , 

J */{±  a ^f-x  ) r 

* ±=2 tiz  , < ja  -4-  a; 

sara  d y ; e col  -4-  verrà  y = 2 X are  t ano  \ , 

, z*  ±=  l J V a — x 

C 

col  — si  avrà  y — l — [ * -4 - {xz — a ) ] ( 9°Z )• 

914.  Se  i fattori  di  <2  -4-  bx -+  ex2  sono  immaginar/ , fac- 
cio svanire  il  secondo  termine  ponendo  «-4-  — cczed  ho  ZdzX 

2C 

H — I 

V[sI-4-c1]  . Sia  dunque  z2-4-c*=:Q,  onde  fatto  nella 

u- 

nota  formula  (368. 40.  )ani  , A = ti  vsara  z — e riz- 

zili 

(ifa— 4-c1  ) , dopodiché  si  integrerà.  Così  se  dy  — dx  \Z(*S  -+ 

. ±=I  li1 — a.'  ...  da 

a'y  , avremo  a; rz — , 7/ ~ x-4-y  (a?  -+a  ) , dx—  — - ( u -+ 


2w 


2 u‘ 


at)j*J{x'l-±az  ) — — - , onde  dy=u  1 du{ul-\-a%) 


,,I=fcl 


^ du  ( ti1  a2  )* 


(2u)  I_rI,  cioè  col  segno  di  sopra  , dy 

udu  azdu  a*  da  u4  ..  ...  — ** 

— -+— h — -j  ,edy=:L-t-  —■ - ■—  — lu:  ma  ——— zz 

a 2U  Ah*  Xtì  <l  H»i* 


4“ 

H4  — a4 


(~7.r-)(~to“  )=f -+“’)i  dun,5a'  4 = c **• 


8n* 


8u2 


4« 
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Sy  ^2 

a-)  -4-  — l[>s/lxz  _+a*  )-+*]■  Col  segno  disotto, 
dy  zz  ~ e d y zz  ZC  [ y'  ( x*  -+  a*  ) -+  * ] . 

Metodi  di  integrar  per  Serie . 


915.  Quando  una  differenziale  non  ammette  integrazio- 
ne esatta,  si  ricorre  alle  approssimazioni,  e le  serie  sono  al- 
lora 1* ultimo  compenso.  Infatti  riducendo  in  serie  una  fun- 
zione X della  variabile  x,  si  ha  una  serie  di  termini  mono- 
mi , le  cui  integrali  riunite  danno  un  valore  approssimato  di 

.f  Kdx.  Per  esempio , 1’  integrale  di  èl(a~+x)e 


dx  dx  xdx  t x*dx 

-4-5»  a a* 


a x 


* U*  cix 

— , ec.  (273)  ; dunque  y~-~  ov- 


vero l(a~hx)=:  — ~ — ec.-4-C:  se  si  fa  * = 0, 

a 2 a.  3<j3  * 

Sara  C ~ Za  , e Z ( <2  -4-  * ) “ Za  -4-  — - — 


*3 


.3 


2a*  ga 


3 — ec.,  onde 


Z(a  — or)  — Za — • — ec.  Supponghiamo  — — 


3« 


— » ed  avremo Z( a — X)—Q.la  — Z(a-+z):=Za - 

* a-4-  5 

.777^7  - cc-  5 dun^ue  1 («+*)  = *«-*■  — - -+  — Jù L H- 

t-  zj  ^ ^ a— f.  z 2(  a z ) 

ec. , sene  tanto  più  convergente,  quanto  sara  a minor  dixz. 

Per  esempio Z u = i(  io -4-  1 )—l  io  •+  — -+ — _ . Cc  — 

Il  2.11* 

3,397  ec. 

Così  si  ha  dy  — — — dx  — x1dx  -+•  x4dx  — x6dx  -+  cc. 
I -4-  xx 

(273):  edjyzrarc.  tang  x (8$o)  = x — — -4-  ^ h-  ec. 

3 5 7 

Così  dy  — ’ — dx(l-xx)  2 = 1 -+•  — -4. 

t O i v 5 


4 


1-3-5* 

2.4.6 


2.4 

I_£Ì  -i-  ij3ff 

a.r  ^4-5 


• ec.  ^ (l6l)  ; ed  y — arc.  senx  (850)  zz  x -4- 

— — 4-  ec. , integrale  a cui  non  vi  è co» 

2.46.7 
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stante  ila  aggiungere.  Sia  x — I , e la  circonferenza rr  ± , sa- 

v ir  i l i - 3 . i i 3-5-*  o _ 1 
J 4 2-3  3-4-5  34.6.7  2 

T I I .1  I .3.  I I .3.5.  I 

co  diventa  — zz t- r -+  — — - -f-  — — 7 -t-  ec. 

) 2 2 2.3.2*  2.4  5.2!  2.4.6.?.27 

916.  Bastino  questi  esempj  : ma  il  seguente  Metodo  dì 
integrar  per  parti  da  delle  serie  più  convergenti . 

La  formula  Xx  —Jxdx  -+J xdX  da  J Xdx  — Xx  — J~xdX  . 
Sia  dX  — X'dx ; dunque  J xdXzz Jx'xdx*  fatto  xdx~dz  onde 
~zzz,  sara  Jx’di  = X.'p—f%dX'.—  i-( X'x x- fxxdX'  ).  Sia 

dX'  ~ Xndx  ; dunque  fx'dX’=fx"x1dx,  e' fatto  x*dx  = 

dt  onde  — zz  * , Sara  /x"Ja  zz  X"z  — fzdX"= - ( X"*>  - 
3 3 

/i*-ÌX")  ec.  Sostituendo  questi  valori  nella  prima  espressione, 

si  trova  fxdx  — Xx  — — X'  •+  — - X" X'"  -+.... 

2 2 . - 2 . n a 


2.3  4 


X ^ vr////  • . . * c25 C 

X — ec.  ovvero,  supposta  dx  costante,  onde  ~ — 

£•3-4-5  - Ci  A? 


tóX  ,W/  dX'  cf iX  > ùfxdx  = Xx  ^ 


X 9~—zzdX  i~~zz  X ' = — -r-  ec. , SI  avra 
dx  dx  dx 

*VX  _ xhlilX  _ xìdddX 

2.  dx~^  2.^.dxl  2.3.4 dx*  CC’ 

c c.  v 1 . dX  — 1 ddX 

Es.  Sia  X zz  , si  avrà.  — = ; -r  . — -r  — 

a-¥x  dx  (a  -4-  x ) dx 


^ZJX_  2_,,  c Dunque/x^_/_* 


(a- t-JC')*  dx*  (a-t-*) 


X 

a -4-  jc 


— h — X — ~ _+  ec.  ...  4 C,  ovvero  /(a4<)  — la-+ 

a-+  x 2,{a-¥x)  ' 

X X * /_  ' 

-** “ ec. , (Spi). 


a-'r  x 2f a4r  )* 


t/f/X 

dx 


o-  vr  / m-I  , dX  , , , n;-2 

9I7.SiaX— ni(a4-jf)  , onde  — - rz/n  (;n — l)(a-+x)  , 

ai- 


X ^ 

— =zm(m — I ){m  — 2) (a -+ x)m  0 , ec.  Dunque  J Xdx  zz 
/ J*1 r . , . x^i-I  I . ...  , m-2 

(a  ~+x)  — L. -+ mx  (a -h  x)  — -m(ra*l)*"(a-f4:)  4- CC. 
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fatto  x ~ o t verrà  C zza”*,  ed  ( a-+  x)m  = a1  mx  ( a -+ 

m-l  i . . m — 2 

x) m\m — I)x  ( a -4-  x ) •+  cc.  Facendo  * -4- 

2 

m . m m- 1 I , m-o 

jczzz,avremoz  ~[z-x)  -+mxz m(m  — i).vz  " -f- 

2 

, . .m  m , mx  m[m  — i )** 

ec. , onde  ( z — ■*  ) — z (l — •+  — - — — t~ - ec.  ) . . 

( z -4-  x )* 

zn 


2Z" 


m m.  mx  m{m  — l)x*  lz-+-r)” 

( e -t-  * ) 3 z (IH H — 4-  ec.  ) .... — — 

Z 2>S  2* 

mx  m(m — I)**  (zH-jf)-*  z” 

+_U_.2_H.ec....e  — = 1 “ 


2ZJ 


_ .T  ’(z-4-*  f 

mx  m(m~Jr\)x%  , , , , 

t — - ec.  ; dunque  se  z-4-xzz£,  avremo (b — 

Z 2.Z1  V 

m .vi  mx  m(/?;-4- 1 )x1  m , m, 

*>  =5*  =»  (■  + 

mx  m(ra4I  *’  . 

c)' 

9\3.&iX  = a-U,~-a-l'<2,4^,-a'ra  ec.,  il  che  di 

a.y  dX  v 

fx.dx—(8$2)  ax—  C -4-  axxla ( I — r|#Za-4-  — ec.) . Sia 

or  zzo,  si  avrà  Czzi,  ed  a*  zz  i -4- <z*>Za  ( i — |xZa -4- ec.  ) -, 
dividendo  per  a* , verrà.  I zz  a~*  -4-  xla  ( j — ±xla  -4-  ec.  ) . 
Dunque  a~*  — I — xZa(  i — ixla-^r  ec.),  e supposta  x positiva , 
le  sue  potenze  impari  cangìan  segno,  ed  aK  — \ •+  xla  -+■ 

xzlza  . c 

1-  ec.  ( 307  ) . 

2 

919.  SeXzz -j,  la  serie  sarà  troppo  complicata.  Pongo 

donque  -J-  = „ onde  - - du  -,  dunque  f-ÈL.  - 

fudx  — ux  — fxdu  zz  — - — 7+^— ~ . Pongo  — — — zza 

J I-4-x  J (iH-jf4)1  6 (l-4-Jf*)* 

AXcLx 

onde  — — zzdu,efatto2Artdvzzc/zonde  zz  z,  sarà 

(i-+*V  3 

‘2  Xzdx  /•.  r , 2x3  - 2±X+dx 

fr  , - —J  udz  —uz  —~J  zdif  zz  — j-j  -4*  — — . — 

y( i-Key  3(1-4-**)’  ^ 3 ( 1 ^ j5 

Pongo -——  zza  onde— — — —zzdu,  e fatto  2 ix*dx  — 

3(i-Ky  )3  3(1-4-*  )* 
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de  onde  Sara  f7j~-  “ fndz.  — ne  — /'sdir  — 

Ì3T&7- “•  D“*“ /.£-•  = «*•» 


tanir  xzzazz 


1 -H-xx  3'1-4-xa.')1  3.5(1 -4-xx/ 


cc.  Dunque 


in  generale  poiché  xmtang  a—  — , sostituendo  , e riducen- 

cos  a 

, . , , 2,24,  2.4.6  - 

do,  si  ha <2  — cos  a [seri  a -i sen‘a-1 -sen’a- t — - • - sen'a  -+ 

3 3-5  3 5-7 

. serica  , 2 2.4  . 2.4.6  , v 

ec.  ) — (IH scn~a-+-  — sen^a-h  — seri0  a -+  ec.  ) . 

*>'o  or  o C *7  ' 

-*  0-00  t 0*5*4 

Se  a - 45°  e perciò  am  I , sarà  la  circonferenza  8a~x  = 

I li  2 Q 

i(H 1 H — -H- ec.  ). 

3 3 5 3-5-Z 

. * t 

Integrazione  delle  Differenziali  Logaritmiche 
ed  Esponenziali . 

I 

920.  Vogliasi  Jxdxl"x . Posto  Ix  —y  e successivamente 
Xdx  — dz  , zdy  — du , udy  — dt , tdy  — ds  ec. , 1’  integrazion 

per  parti  (916  ) da  Jxdxl"x  — y”z  — ny1  1 u -+•  n ( n -* • 

I )yn  " t — n{n — i)(n — 2 )yU  Js  -+•  ec.  ==  L"xJ  Xdx — • 

nln~lxf±X/Xdx^n{n-l)ln-%f^/^.fxdx  - 

n{n  — I ) (n  — 2 ) l'1  ^x  fd*  f— J Xdx  ec.  Così  se' 

» = 3,  X = x4,  verrà  fxdx=X-,f~  fxdxzz*^  ec.,  e 

/ x+dxVx-  X-(l>x  — -+ 6L*  — L ) -4.  C . 

5 5 5 5J 

921.  Se  n sia  negativa,  fatto  lx=zy  e successivamente 
d( Xx ) zz X dx , d{ X'x ) — Xl'dx  ec.,  verrà  dx  — xdy  , e con 

lo  stesso  metodo  s’avrà  — 

J lMx  J v"  (n — I il"  lx 


,v  . X'ix  . X'Tx 

( XH  (-  -+■  ec.  ) -+ , — 

,b_«— 2 («  — 2){n  — 3)  ( n — I)(/i— 2)...  3.1 

J — TZ~~‘  SC  n=3  ed  X = 2 x\lx  — I ),  si  ha  X'  = 

2x(2  lx—l). 
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&e{2lx—l),X"=8xlx,  e [ 2xl  x — 

J llx  -zi  X 

...  , . i rs.xdxix  **  „ 

2x  -+•  2xlx  ( 2/*  — I ) ] H / — — H C . 

2J  lx  lx 

922.  Debba  ora  integrarsi  i'  esponenziale  amxXdx . Po- 

amx 

Sto  amxdx  — dz,  onde  zz  z (852),  e fatto  successiva- 
' mia  1 

mente  dX  — X',lx,dX'  zz  X'cije  ec. , verrà  col  metodo  stesso 

J a Xdx — (X  ; K ,yj-  — . . . ± — — - )-*-•••. 

mia  mia  mia  mnra 

I / mar  f/i-4-1)  , .. 

— — / a X ajf,  ove  il  segno  di  sopra  e per 

« ln  la  ' 

f ^2  I-  I J 

un  numero  pari  n d’apici,  ed  n è determinata  da  X _ 
Costante.  Così  se  wi  — 3 ed  X zz  3*1  ( xla  -+  1 ),  si  ha  X'  z; 
S.v(3*Za  -4-  -Z),X"  = 6(3xla  ■+  i),  X'"  = IS la  zz  C,  onde 
r aìx 

n-f  I Z3,«zz2  e J 3 atxx’ldx[xla  1 )zz  [3**  [xla  -4- 

, ) — !* fw  i,ta  _ 

^ a 27 L'aJ 

a,Arar3-+C. 

923.  Se  azze,  numero  il  cui  logaritmo  iperbolico  è I, 

772  • 772  771  772  " 

I / mx  A i + l)  , „ x iv/ 

le  X dx . Cosi  se  m—  2 , ed  X zz  2 (a  — 

HlJ  * \ 

772 

x)(a  — * — I ) , verrà  X'  zz 2 ( 2x  — 2a  -+  I ) , X"zz  4 = C , on- 
de n-4-  1 ~ 2 , « zz  1 e J 2e'x  (a  — je)(a  — x — 1 ) dx  zz 
elJf  r 

— [2(a  — x)(a  — X — i)  — 2#-+  2a  — I ] -+•/ elxdx~elx (a  — 

A’)1  + C. 

Q*dx 

924.  Sia  anche  da  integrarsi  — — — .Poiché a^zz  1 -4- xla-+ 

X ; 

I , ,,  , „ . . , f 2xdx  (dx  . ( xdx 

~x*l  a -+  ec.  (918),  verrà  J ~ -+  la  j -y-  -f- 

1 7*  rx'dx  ~ . ("exdx  _ . ** 

—lla/~~ s-  ec.  Onde/ zz  C -+  lx .v  ~t h ec.  ; 

2 J X J x 4 

e se  e* zza,  si  avrà  f —C-+>llz>-+lz-+ — - H — — -t-ec.: 
J ìz  2.2  3.2.3 

X x 


Digitized  by  Google 


)(  35°  )( 

« fÌ^-ll-[S6o)=y,  • • •' 

fzdy  ~ zy  — J ydz  — s/Z*  —fllzdz , e per ò fllzdz  = sZZs  — * 
/ — z/Z& — C — ZZ& — Za  — ec. 

ITI*  X 

925-  Infine  poiché  *BJf  — 1-4-  mxlx  — hec.  ,sa- 

sa  JxMXdx  —fdx  -+  mfxdxlx -4-  - f x*dxl*x  *+  ec.  — ( 920) 


. W1X 


. .t  / 1 tfix  m x % 

■ec. J-f-ma?  Zx ( rH . ec.)-*-' 

9,  O x /i>  ' 


Zf-—  ( 1- . --f ec.  )-*-  ec.  che  nel  caso  di  * zr  1 , 

a 3 *4  5* 

, m /Ti*  m* 

gì  riduce  ad  i — ^ H- -y  — ec. 

z 3 4 

Integrazione  delle  Quantità  differenziali 
ove  entrano  Seni , Coseni  ec. 

926.  Poiché  (859)  fdx  cos  x — senx,  e U xsenx  — — 
COS  x , sara  ,/dy  CVS  ny  — — , e ./cZy  sen  ny—  — J t{z>^ 


mx  m'x* 


n seri  a C,  n cos  z 0. 

cosasen  z = , e Jdzsenzcos  z — . bi- 

« -+ 1 n-+l 

fòllmente  fdy  seny  cos  ay  = (619)  sen  ( a -h  I ) — 

2 

1 , . cos(aH*l)v  costa — I ) y e , 

—J  dy  senta—  l)y  = 7 ■+  LL.  Sareb- 

2 2(a-+-l)  2 (a — I ) 

be  lo  stesso  per  dx  senXsenax,dxcosxcosax  ec. , e si  trat- 
terebbe colla  stessa  facilita  dxsenxsenaxcosbx  e c.  riducen- 
do questi  prodotti  a seni  o coseni  semplici  per  mezzo  dei 
valori  di  sen  a cosò , senasenb  ec.  : ma  per  integrar  dxsen^x, 
dxsen}x  ec.  è preferibile  il  metodo  seguente. 

92?.  Vogliasi  fdxsennx,  Fatto  senxzzy,  onde  dx  — 

dy(l—yt)~~  * , riduco  ( 903  ) fdx  sennx  —Jyndy  (l  — >*)  5 

o a fdy  ( I yi  ) a,  — arc  seny  — x se  n è pari , o afydyii  — 

y*  ) * — — cos  x se  nè  impari,  e restituiti  quindi  i valori. 
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, f.  n cosx  n — l n — I n — 3 

ho  Jdxsen  x — ( seri  x •+ sen  x-+.„ 


n — 2 


(n— l)(n  — 3)  n—  5 . (n—  l)(n— 3)...  I 

* — sen  ^ * _+  ec.  I -f-  --  — - — — x 


(n  — 2)(n— 4) 


n(n  — 2)... .2 


presi 


v («—  l)(n—  3)...  2 

termini  se  n è pari , e — ; — 

n(n  — 2J...I 

termini  se  n è impari.  Così  f dx  sen* xzzQ, — — ■^(sen**4- 


. « — I 

cos  x , presi 

n ( n — • 2 ) . . . I 3 


— .tenJi  -4-  ——  sen. r)  -v-  * ; e f d*  sen*x  — C — ... 

6.4. 2 


• sen’x  ~4- 

4 4-2 


cos  x , . 4 seti  x 4.2  . 

( sen** _+  (-  — 

5 .3  3 1 

928.  Facciasi  x zz  90°  — zi  avremo  dx  zz  — dz>  senxzz 

r.  n senz,  n — I n — I 

oos  z , cos  x ■=.  sen  z , e Jdzcos  zzz ( cos  * H — X 

n n — 0 


cos 


^*-4-  (--Iir— 31  COS^Z  -+-  (^)(^3)fcl)  x . . 
(n-2j(n— 4J  (n— 2)(n— 4)(n—6) 


«— Z 

cos  z 


. (n — l)(n — 3)...I  . , . 

ec.  ) -+  i-- — 1 — — * se  n e pan  ; e se  e im« 

n ( n — 2 ) ...  2 


(n—l)(n — 3)...  2 

pan,  -4-  i -- 21 sene,  presi  1 termini  come  sopra. 

* n{n — 2 ) . . . I 

Per  esempio,/ dycos5yzz  Ch.2K(co^  -4-  — cos*y  _+  ) ; 

5 3 3- 1 

efdy  cosey—C-t~seny('cossy’4‘  — cosìy  •+  ~~  cos y ) •+ 

5-3-1 

6. 4.2-' 

.929.  Vogliasi  anche  fdy  senmycosny . Fatto  cory  — x,  on- 
de dy  — — dx{l — x1)  a,  riduco  (90 $)  fdy  scn9y  cosnyz=.~- 


m — I in — 1 

JxMdx(  I — x*  ) a o a — Jdx  ( I — x2  ) * —fdysen* 

, m — l m-4*I 

p sen  y 

n è pari,  o a Jxdx(i—xi)  * = — — — - — se  « è impa- 
ri : e restituiti  i valori,  ho  fdy  senmy  cos"y  2C4  . • . , 


m — I 


' se 


sen 

m 


m~>rly,  n—  I , («—  i)cojr"~}>  (n-l)(n-3)cos" 

( cos  y -*• — — — — h — — — — - — 

<4-  n • * m n — 2 fnH-n  - 2)'m-+n  - 4) 


On-4-n  - 2)(m-4-n  * 4) 
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ec.  } •+  - — —— — fdy  scnmy  se  n è pari,>  se 

' {m-+n){m-Yn—2) ...  m-t-  2 

. . . (n-i)(«-3)...  2sen  y . . ... 

è impari  -+  ) — — -,  presi  1 termini 'come 

r \n-+n)  (m-t-  n- 2) . wM- 1 

6opra  (e 927). 

■ 930.  ' Facciasi  ^ = 90®  — g ; avremo \fdz  cos™  % senU  z ~ 
m-+i 

cos  z,  n- 1 

C. ( sen  g • 

m -+  n 


( n-l)senn  °z 

m-+n  — 2 


(w-l)f/i-3 )senn  S'z  t e{.  . t (n-l)(n-3):..  ì-.Jdzcosmz  ^ 
< (m-i-n  — -3 j (m_4.  /1— 4)  ' (m~+n)(m  *+71-2 )...»!*+•  2 v 

(71-IJ(71-3)...2C0S  g x • 

se  ra  pan,  e — ) — se  n e impari. 

(m-i-n)[rn-+-n-2) ..  .m-t-I 

Per  esempio,  la  prima  formula  dà.  fdy  cos* y sen* yzz C-i- 
sensy  ( cos2y  -+  A } ~ C -+  ì sen6y  ( ■£  — scn2y  ) , e la  seconda 

fiy  cos*ysen!y  — C — cosfy  ( sen*y  -+  ^ sen2y  -4-  A)  . Bisogna 

dunque  che  i due  risultati  siano  eguali, ' o diffcriscan  solo d’ 

una  quantità  costante,  che  nel  caso  nostro  è —,  riducendo 

24 

tutto  in  seni  e osservando  che  cos4c:(i — sen*)1. 

931.  ‘Consideriamo  ora  i rotti  nei  quali  entrano  seni  ec.: 

1 *.  f —y~  — f — — (Ó2l)  — [ = l tangrj 

J seny  J 2 seri  ^y  cos  ^y  J cos2±y  tang  ^y 

(849.851).  Fatto  y =90°  — g,  avremo  2 zz  — Itang 

J COSZ 

(45°  — ~)  = ^lcoc( 45°-+ ) (613/30.)  — Itang ( 45°*+ 

4”/ -f—7Òry—-~l  co,y  "c>  '■ 


5*.  [—*>—  = f -r*— = 7»«W. 

J-senycosy  J cos  ytangy  *** 


dy 

'ytangy 

933.  Posto  ciò,  cerco  Fatto  sén y — *~l,  onde 

J serimy 
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' dy ~ —x~ ’ dx{x~  — I ) 2 , riduce  ( 903)  / — — — . , . 

J senmy 

fx m ldx(x * — i)  s oa — Jxdx f(x* — i)  — 

• J seri2  y 

— coty  (850)  se  m è pari,  o a — Jdx(xz — i)  » = . . . 

f~~  — l tang  y (931  ) se  772  è impari,  e restituiti  quindi 

i valori , ho  f—~  — — ( 1 1 ZLH? ^ 

J scnmy  772 — I \ scn"  ~ly  («-3) scnm~  >y 

(772  — 2 ) (771 — 4)  X (/72-2)('t72-4)-...  200fJ  .72  — 2 

(7» - 3XOT  " 5)  *enm~5y  ) (772— 1X772  —3;...  i prcsl  2 

1 • . . . ...  (772  — 2j  (772  — a),.,  r 

termini  se  m t pan;  e se  e impari,  -+•  ; V “ v 

(772  — i){m — 3)...  2 

Itang — y,  presi termini. 

'2  2 

933.  Suppongasi  y — 9 o°  — z,  e sarà  - ~ — — 

CT~a_  - (772  -2)  (771  -4)  t cc  X 

\COS*  * Z (772-  3)  COSm  }Z  (772-3X772-5)  COS*_Ja  ' 

(772  — 2 ) (772  — 4)...2ta72ffs  , , . 

— — - — se  772  e pan;  e se  è impari,  -4- 

(TTl-nCTTt-S)..-! 

(772 2)(t72— 4) ...  I , ,o  Z . , . ..  .. 

5i__Zta77^(450  -h-)  (P3I),  -presi  1 termini  co- 

(772—  i)(tti—  3)  ...2  2 

. „ . r dy  senv  fi  q 

me  prima . Per  esempio  / — H — -+• 

J cos' y o V cqs°  4cosj( 

_li3  ) ^ 5J±  z ( 450 -+  £). 

4.2.  cos^'  6.4.2  2 

cfy  cos™  y 

934-  E’  dunque  facile  integrar  la  formula  poi- 

serry 

, 2*-fI  ,,  \ 

, „ . , dycos  y d{seny ) .. 

che  se  772  = 2* _f  I , si  ha  ; = „ — (i  — -scti1^/, 

seri  y sen  y 

•m*  72  k % 

che  fatto  se/iy  = z,  diventa  z ctefl  — z1)  integrabile, 
giacché  qui  k è numero  intero  e positivo  (858).  Se7/i  = 2’£, 

..  dycos2*  y dy(l  — scti'v  )*  . , .. 

allora  — — — ^i-,  espressione  che  sviluppata 

seri"y  senvy 

f ' c/y 

s’ integrerà  per  mezzo  della  formula  y— (P32)  • Lo  stesso 
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vv  i /v 

«irebbe  per  f e — — 

1 J cosny  J senmy  cos"y 


Integrazioni  delle  Differenziali  a più  Variabili. 


93 i).  Se  T sia  una  funzione  di  più  variabili  x,y,z  ec., 

le  differenze  dX  T di  T per  x,ff  T di  T per<y,d*T  di  T 
pei  z ec. , le  quali  si  hanno  facendo  variar  solamente  o ce 
o y o * ec  , si  chiamano  differenze  parziali  di  T:  ed  all’in- 

contro  le  somme  fxTdx,JyTdyJzTdz  ec.  che  si  hanno 
integrando  per  ce  o per  y o per  z ec. , cioè  considerando  co- 
me variabile  la  sola  x,  la  sola  y , la  sola  z ec.,  posson  dir- 
si somme  parziali  di  T.  Tale  è la  notazione  che  adottiamo 
per  le  differenze  parziali;  ella  ci  sembra  più  espressiva  e me- 
no equivoca  di  quante  ne  sono  in  uso  tra  gli  Scrittori , i più 

dei  quali  indicano  con  — dx , -r-  dy  , — - dz  ec.  ciò  che 

dx  dy  ' dz 

noi  intendiamo  per  dXT,d^  T , d*  T ec.  Si  osservi  intan- 
to, come  per  principio  fondamentale  di  simili  differenze. 


che  supposto  T = ?>  (x,y)  (82l),  saia  d T = p (*  -+dx,y  ) — 
T (826)  e <ff dXrTzzp{x->rdx,y-+dy)  — d?T  — d^Tcpa- 
rimente  dy  T —<f>  (a:  ,y  -i-dy  ) — T e dXdyT=zp{x-\-dx,y-i- 

dy)—dK  T — ffT-,  dunque  d?  dX  T — d*  d?  T . 

935.  Data  pertanto  una  differenziale  P dx  -+  Qdy  a due 
variabili  in  cui  P,Q  son  funzioni  di  x ,y , se  T ne  sia  l’in- 
tegrale, avremo  dT=zPdx-bQdy  -,  dunque  supponendosi  x,y 
indipendenti  l’una  dall’altra,  si  potranno  formar  le  partico- 
lari equazioni  dXT  — ?dx,dy  T — Qdy:  e poiché  à?  dXT~ 
dxdy P,d.XdyT  = dydXQ  e dydXT  = dXdy  T ( 935  ) , sarà 
>y  p 

dxdy  P zz  dydX  Q e — — — , cioè  una  differenziale  Pdx-f- 

Qdy  sarà,  esatta  o potrà  integrarsi , se  la  differenza  parzia- 
le di  P per  y divisa  per  dy  eguagli  quella  di  Q per  X di- 
visa per  dx. 

Dunque  1°.  giacche  d*T  — Pdcc,d^T:z:QJy,S3ràdar'l!,-f 
d^  T ~Pdx  •+  QdyzzdT , e in  generale  da  V,  funzione  dix,jy. 
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si  ha  sempre  dx  V -+  d?  V = dV:  2*.  se  varj  la  solale  poi 

la  sola  y , sarà.  I*.  T — J Pdx  H-  C , IIa.  T —JyQdy  H-  C'  e 
potrà  esser  C :=  p ( y ),  C'  = <p  ( x)  : 3°.  le  due  espressioni 

JX?dx  ,fJ  Qdy  avranno  comuni  tutti  i termini  ove  si  tro- 
va xy  ; onde  i termini  non  comuni  in  quelle  espressioni  con- 
terranno x senza  y in  Jx  Pdx,  ed  y senza  * in  P Qdy  (833): 
4°.  poiché  dalla  I.  equazione  si  ha  dy T (=zQdy)zzdyJXPdx-+ 
dy<p'(y)  (853; , dalla  II.  dX T { — Pdx  )— dXJy  Qdy  -+•  dxp' 
(*),  sarà  (860)  p{y)—f [Qdy—dyJXPdx),p{x)=fpdx  — 
d*  P Qdy  ) e perciò  III.  T —J  X P dx  -+/{  Qdy  — dPJ  x?dx  ), 

I V.  T -P  Qdy  ■+/(  P dx  — dXP  Qdy  j . 

937.  Per  render  più  comode  queste  integrali,  chiamo  S 
i termini  comuni  o simili,  e D,D  i non  comuni  o dissimi- 
li in  JX  Pdx , pQJy  (9 36 . 3°.) , onde  fXrdx=S-*-nJ y Qdy  zz 
Sh-D'  . Sostituiti  questi  valori  nella  somma  della  III.  e IV. 

equazione , verrà  2T  = D -t-  D'  -+  2S  -+  J{  Pdx  Qdy  ) — 

f[dy  D dy S-f  dxD'  -+  dXS ) : ma  f(P dx-h  Qdy)=zT, dyS~p 

d.X  S — dS ( 93Ó . I °. ) * d^D=ro,d*D' = o (936.3°.)  ; dunque 
T — D D'  -+•  S , cioè  l’  integrale  d'  una  di  fferenziale  esat- 
ta Pdx  -+•  Qdy  si  ha  dalle  somme  parziali  di  Pdx  per  x e 
di  Qdy  per  y , presi  una  sola  volta  i termini  simili . Così 
giacché  la  differenziale  ( 3#1  -1-  2 bxy  — 3 y*)d*-h(£*a  — 

^y  p d.xQ 

6xy  -+  3cy*  ) dy  è esatta,  trovandosi  — — ——zz2 bx — 6y~, 

integro  3#M#-+-  2 byxdx  — 3 y*dx  per  * e viene  x*  -+byx%  — 
3xy*  ; integro  bx^dy — 6x\dy  -+3cy1dy  per  y ed  ho  bx*y — 
%xyz  -+cyì  : onde  TnDn-D'  -f  S zz  -+  byx * — 3 y'x  — 

cyi  -4-C.  Ma  poiché  ralora  è necessaria  qualche  sostituzio- 
ne per  giunger  più  facilmente  all’  integrali  , ne  porremo 
qui  varj  esempj . 

_ fxdy-ydx  - y * rx'dz  C dz 

I.  / T—Tt:  fatto  sL  = a,  si  ha  / -ri-/.——,  - 

J \x—y)  x J{x-*xy  jQ—zy 

II.  fatto  i = »,  ,i  ha  f—’—. 

J « -+y  y Jf  +i 
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III  f 3xdx  -Jryd~—xdy—  zydy-+  2dy  y/aN/  (x  ~by  ) . ^ 

J 2 >/{x-+y)^ 

to  */  (x-i-y)z=.z,  si.ha/[(  2z — y^a)  dx .-+  (2*  — 3zl  -+• 
»s  *Ja.)dz  J. 

IV.  / . &tto  _ , , 

si  ha  J'{zx~1  cix-h  dzlx  -Jr^zìdz)  . 

v.  fatto  l.n-p, 

II.  x-+j(  — «*,  onde  III.  xaly-hydxzz  dp,  IV.  dx  -+-  cfy  = 
2 zdz , moltiplico  la  I.  per  la  IV.  e la  II.  per  la  III.  ed  ho 
xydx -+  xy dy  — 2pzdz  , ed  x'dy  -+  xydx -4-  xydy  -hy'dx  zz  zrdp  ; 
dunque  §xydx  §xydy  zz  I opzdz  e 6xzdy-t-6yìdx  — ùz1dp  — 
12 pzdz.i  «ommate  queste  due  equazioni,  la  data  integrale 

diviene  f'(p~ìdzr-3zp~4dz  ). 

VI  / _f  ( ~^yìdfLÌ: - fatto  I *v  - d 

J [x'-*-f)y/{a'*Ua'y'-x'yr 

li.  onde  III.  xdy -+ ydxzz  dp , IV.  xdx-+ydyzz 

zdz,  moltiplico  come  sopra  ed  ho  x*ydx  -+  xy*dy  zz  pzdz , , 
*d  xìdy -4- yx*dx -i-xy1dy  -4- yìdx  — z1dp’,  dunque  sottratte 

queste  due.  equazioni  , la  data  diviene  fa—  ^ , ove 

J z*J(a.  z p ) 

fatto  £-=.u,..  si  ha  C 

* i V(«  ~ « ), 

VII.  fatto. L 

II.  * — > — z*  , onde  III.  -f  ^dx  rz  dp , IV.  xdx  — 
ytiy—zdz,  moltiplico  al  solito  ed  ho  yx*dx — xy'dy—pzdz, 
ed  x,dy-*-yx*dx  — xy'dy — y'dx  zz  zldp-,  dunque  somman- 
do queste  due  equazioni  , la  data  divien e f'(pdz-+zdp). 
933.  Data  una- differenziale  a tre  variabili  Pdx -+•  Qdjf -+ 

Rrfz^e  chiamata  la  sua  integrale  T,  sarà,  d*  TrzPdx,d^  Tj=_ 
Qdy  td~  T zzRdzi  dunque  (936)  perchè;  la. differenziale  sia 

P dXQ 

completa  o possa  integrarsi’,  bisogna  che  sia  — 

d*P  _ f^R  dZQ_d^R 
dz  dx  * dz  dy 

939.  Avvc- 
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939-  Avverandosi  queste  condizioni,  V integrale  T ss 
D-f  D'-hD"-f-S  si  otterrà  integrando  Pdxper  x,  Qdyper  y,Rilz, 
per  z, presi  tutti  i termini  diversi  e ima  sola  voltai  simili  (937). 

Così  poiché  in  ( 3j»l*-4-  qbz'x1  ) dx-+  (— •— ; ; — l-  3_y*  -+■ 

Wl)  -+  * ) 

3x*  ? A tfy  *f  ( 4*’  -h2fca;4a-+-— — — - — r)ds  si  avverano  le  tre 

J V -H»  V 

condizioni,  viene /* Pdx.~ y*xz  -¥ bz*x+,  Qdy  ~*J  {y*'  -*r 

s 2 ) -»■  3 -+x2yz,J  Z Rdz.—  z4  -+  6x4s*  -+•  V ( -+  ss1),  onde 
T = D -+  D' -+  D"  -+  S ^yzxz  _+  òs**4 -4-  V (jy1  H-  a1  ) -+ y > -+ 
z+-t-C.  Così  si  trovan  le  condizioni  per  le  differenziali  di 
un  più  gran  numero  di  variabili,  e si  integra  quando  han- 
no luogo  . 

940.  Data  ora  la  differenziale  del  second’ ordine  Pdzx-±- 
Qdx*  ove  P,Q  son  funzioni  di  x,  prendo  quella  del  primo 
P dx , la  cui  differenziale  è P(Z*x  -1-  dxdP  ; dunque  paragonan- 
do la  data  con  questa,  verrà.  Qdx  — dP,  equazione  ci-e  av- 
verandosi da  f [ Pddx  _+  Qdxz  ) — Pdx.  Così  / nx”‘  1 ddx  -4- 
m{rn — i)x  ~dx2  è integrabile , poiché  c/P  ~ m{nf  i)* 

Qdx,  e l’integrale  è mx m 1 dx , che  nuovamente  integrata 
da  xm  -+  C . * 

941.  Con  dx  costante  la  differenziale  c Qdx*,  ond e fQdxz  — 

dx J Qdx  -+  la  costante  Ciix.  Per  esempio  J dx*  ( 1 — x2  ) ~ 
dxj\  dx  — x2dx ) — dx{  x -**  )-i-Cdx  ,e  nuovamente  in- 


tegrando, — x 


-*-Cx-t-C'. 


942.  Data  la  differenziale  del  terz’  ordine  Rii3.v 


S dxd*x-+-  T Jx* , prendo  quella  del  secondo  Pd2x  -4-  Qdx*  , 
che  differenziata  dà  Pd'x-{-(dP  -±2Qdx}d2x  -+  dQdxz , ed 

ho  R — P , S dx  — dP  -f.  %Qdx , T dx  = dQ  e perciò  Q — /T dx  -+■ 
C.  Sostituiti  i valori  di  P,Q  nella  seconda  equazione,  ver- 
rà — — ^5:  — f'Pdx  — C,  equazione  che  avverandosi,  dà 
2 2 dx 

l’integrale  Rddx-+dx2(,/Tdx-+C').  Per  esempio  x2dìx-{- 
^dxddx^-{Rx2 — l)cZx}  ha  la  condizione  necessaria,  e 
l’integrale  è x2ddx ~\-dx2  — xH-C). 

Yy 
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943-  Se  dx  è costante  y si  avrà.  1*  integrale  dx*{jT!  dx  >4» 
C)>  dunque  integrando,  dx  ,/(  da\/Tdx-4- C) -4- C'dx,  e di 
nuovo  integrando , J{  dxj dxj  Tei*  -4-  C)  •+  C'x  -4-  C".  Co» 

sì  dx*  f x11  dx  zz 


M-t-3 


; h^4CWC".  Nel 

modo  stesso  si  trovano  le  condizioni  e le  integrali  di  diffe- 
renziali più  elevate . 

944.  Sia  la  differenziale  del  second*  ordine  a due  varia- 
bili fddx  -+•  Qddy  -4-  Kdx*  -4-  Sdxdy  -4-  Tdy*.  Prendo  la  diffe- 
renziale di  Adx  -4-  Bdy , nella  quale  A e B son  funzioni  qua- 
lunque di  x,y , ed  ho  Addx  -4-  Bddy  -4-  dAdx -b  dlidy  f ctie 

fatto  dAnd*  A -4 • d?  A,dJSzz  d*B-nf^  B , diviene  Addx  -4- 
Bdd,^.d,‘  + (Jà  ±1  ) d,J,  -+-dj.dy';  onde  P= 

A,Q  = B,  e perciò  R =^,S  = — ■+*-?  , t T = ^5 . 

dx  dy  dx  dy 

Verificandosi  queste  condizioni , 1’  integrale  sarà  P dx  -+- 
Qdy:  tanto  avviene  in  yddx  — xddy  il  cui  integrale  è 
ydx  — ■ xdy . 

945.  Con  da:  costante  , dovrà  integrarsi  Qddy  -4-  R dx*  -+■ 
Sdxdy -b  T dy* , che  nascendo  come  prima  da  A dx  -4-  Bdji  , 

, . _ „ „ dXA  * d? A d*Q  _ . 

dara  Q—  B,R  = - — , S = — 4*——,  T c=  — ; dunque 

dx  dy  dx  dy 

dX  Ar  Rdx , A =fX Rdx  -+•  <p  {y ) , ove  essendo  d?A  ^ tt 

£ 

S dy  — ) = d?  fX  Rdx  -4-  dyp' (y) , verrà  p (y)  —f{ S dy  — 

- — d7J  Rd*)*,  e le  condizioni  per  integrare  saran- 
dx 

n.  s = -fr  , T = 12;  onde  fin. 

dx  dy  dy 

tegrale  Adx-4-Bdy  diverrà  dx  fX Rdx  -4-  dxp(y  ) H-  Qdy  -+• 
C dx.  Per  esempio  ( ax  -4-  x*)ddy  -bydx*  -4-  ( 3*  -4-  ‘2y  -4-  a ) 
dxdy , presa  dx  costante,  ha  le  condizioni  prescritte,  e l’in- 
tegrale è {xy  H-^d-4-C  ) dx-4-  f ax  -4-  **  ) dy . Nel  modo  stes- 
so si  trovan  le  condizioni  per  più  di  due  variabili . 
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FIG. 


applicazioni  del  calcolo  integrale. 

Le  applicazioni  del  Calcolo  Integrale  si  estendono  a 
tutte  le  parti  delle  Matematiche;  ma  noi  ci  limiteremo  a 
quelle  che  son  puramente  geometriche  e che  servon  di  fon^ 
(lamento  all’ altre  (840). 

Quadratura  delle  Curve . 

94 6.  Sia  la  curva  AM  con  le  coordinate  AP  = *,PMn  * 
y e vogliasi  la  quadratura  dello  spazio  AMP  = Q.  Condotta  *00' 
l’ordinata  mp  e la  Mr  parallela  a Pp,  .«ara  Pp  Mr  = 

1 X 0 

$x  ,rm  — Zy , e lo  spazio  Mmp?zz(y^ Jy  ) onde  --  >» 

2 bx 

y • + —$yi  dunque  presi  i limici  (838)  o fatto  $>  = 0 (836), 

verrà.  dQ—ydx  e Q ~ AMP  — / ’ydx  -+  C,  onde  AMQ  — 

Jxdy  -l-  C : ove  si  noti  i°.  che  se  le  coordinate  facciano  un 

angolo  obliquo  Prr  p , sarà.  (644)  AMP  rr  sen  <p  Jydx  C : 

2°.  che  per  integrar  queste  formule  deve  y esser  data  per  * 
o x per  y . 

94 1.  Es.  I.  Sia  un  quadrante  di  circolo  descritto  col 
centro  A e col  raggio  a;  si  avra^=;^/(a4 — *4)  e Jydx  = 

AQMP  n Jdx  */{aa — Xx  ) -+■  C — C -+  ax — — , ■ — 

- --  3* __  ec.  (161).  Fatto *c^o, sara  AQMP  = 

2.4.6.  Zas  24.68.9a7 

x r 

o,  e però  Crro;  dunque  AQMP  re  ax  — — ec. 

• 6a  4oaJ 

II.  Nell’ellisse  ,y  rr  — y' ( a4  — x4);  dunque  fydx  — .... 


u . X-  X-  . 

— (ax — — - — — -J—  ec.  ). 
a 0 a 40aJ 


III.  Nella  parabola . ydx  = dx^/px  efydx  = ~y/px  — 

A A 


80 
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I^0,  —xy . L’ equazione  alle  parabole  di  tutti  i gradi  è ym  — xHa 
o 

dunque  mly  = nZx-t-  ( m—>n)la,  — — = — — ed  m : n : : : 

J'  * 

xdy  : : ,/ydx  :J xdy  : : AMP  : AMQ  : onde  lo  spazio  AMP  sta  al 
rettangolo  circoscritto  APMQ::m:m-+n; 

IV.  Nell’  iperbola  equilatera,  xy  = aa  ed ydx  — -;dun- 


que  J ydx  — aalx-ì-C.  Se  si  voglion  prendere  gli  spazj  dall* 
origine  A,  lo  spazio  sarà  = o quando  x = o;  dunque  C:=: — 
a alo  — 'x  (308),  e lo  spazio  Q'APMN  = aalx — aalo  — 00. 
Se  x — AD  = a , allora  lo  spazio  Q'ADBN  =r  aala  — aalo  ; dun- 


que BDPM  = aalx  — aala  — aal — . Quindi  se  la  potenza 

a 

a*—l,  sarà  BDPM  = Zx,  logaritmo  naturale  dell’ascissa 
AP  = a4*:  ed  ecco  perchè  chiamansi  iperbolici  i legarit- 
mt  del  modulo  I (302). 

V.  Nella  cicloide  AEB' , xdy  — dx ( 2ax — **)(8?3)  e 

1 “'/xdy  ( = ACR  ) (946)  =fdx  V( 2ax- x*  ) = ALQP'  (8:3  • 94^)  J 
dunque  tutto  io  spazio  AED  eguaglia  tutto  il  semicircolo 
AQB',  onde  lo  spazio  cicloidale  è triplo  del  circolo  geni- 
tore . 

VI.  Nellacissoide,^=^— — (78?)  e./ydx=AKMPA= 

Jx'jidx{a — x ) Ora  fx*dx(a  — x )a=.  ACONP(  I );ese 

ri  irà  _ A 

si  riduca  Jx'2dx(  a — x)a  a Jx *dx(a — x)  a, si  troverà (905) 

i A - à 1 T Sì  A 

2dx(a>—  x j*3(s — x)®-+-  ^Jx'*dx(a — x)  a . Dun- 

f A A fi  1 i« 

que  Jx-dx[a  — x)  a = 37  xa  dx{a  — x)a — 2 x(ax — xx)14, 

ovvero  APMK A = 3ACONP  — 4 ANP  = 3ACONA  — ANP  > 
Dunque  poiché  quando  x — a, il  triangolo  ANP  svanisce  e il 
segmento  ACONA  si  cangia  nel  semicircolo  ACNB  , lo  spa- 
zio infinitamente  lungo  MKABQ  è triplo  del  semicircolo  ge- 
nitore . < 


0.  VII.  Nella  logaritmica,  ydx  — Ady  (8<>2),  e fydx  — 
**  BAPM  — A^-4-C:  ma  quando  y — \ — AB,  lo  spazio  ABMP 
diventa  nullo;  dunque  C=-A,  e ABMP=:A(^  — 1)  — 
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al  rettangolo  OIQM.  Se  si  fa  y — o,  si  avrà  lo  spazio  in-  jg. 

finitamente  lungo  liXYA  — — Arral  rettangolo  P(>IT. 


l8.?. 


VII!  Sia  una  curva  B.vl  che  abbia  pec  equazione  y 
x * } si  avrà  ( 925  ^ lo  spazio  ABMP  = Jx*dx  — x ( I — -+ 

X%  ' X1  f 1 XX s \ x3l2x 

T-r 7 ec.  ) H-  XX lx  [ H — r — ec.  IH X ...  * 

3*  4+  J \ 2 3*  4}  / 2 

(— —,  H-— r — ec.  ^ h-  ec.  Se  x—  AP  — PM  — j , lo  spa- 

3 .4  51  ' 

zio  ABMP  = i-±h~-^H-^-£h- ec.  = 0,783430 
510712  ec. 

IX.  Sia  la  curva  dei  seni  AMA'M'  ec.  la  cui  equazio-  jg^ 
ne  è x n are  seny  ovvero  y n sen  x;  si  avrà  APM  n 

jdx  neri  x — C — cos  x . Faccio  x zz  o t sarà  Czi,  APM  n 
I — così p.  Sia  jrm8o°nc,  si  avrà  AMA'r2,  doppio  del 
quadrato  del  raggio.  Se  r = 2c=  AA",  si  avrà  lo  spazio 
AMA'A4A'M'A"A'=o,  il  che  è chiaro,  poiché  1’  uno  è 
positivo  e 1’  altro  negativo . In  generale  se  x — 'ìkc , lo  spa- 
zio sarà  zero;  e se  x — {'ìk-+l)c,  lo  spazio  sarà  n 2.  Po- 
sta  1’  origine  degli  x nel  punto  A,  medio  di  A'A',  la  ret- 
ta x diverrà  -^-c—  x — 9 o° — x,  e si  avrà y — cos  x ; onde 

lo  spazio  ABMP  n seri  x,  lo  spazio  AB  A'A  — 1 , e A'MBA'An 
o , o non  attendendo  alle  sue  due  parti  positiva  e negativa , 
A'MBA'A  = 2 . 

X.  Nella  curva  CE  a doppia  curvatura  volendo  lo  spa-  jq-, 
zio  CEF  ( parte  della  superficie  curva  CDEF  normalnunxe 
alzata  sulla  curva  CD  (802)  ) essendo  al  solito  CF  = x,  si 

ha  y=.$—f*/(dy'-+dzl)  (802);  dunque  fydx  diverrà  J dx 

dy'-i-  dz2  ) . Così  se  le  sue  equazioni  sieno  y*—px,(y1-+ 

2p*)«  = 9P4*1,  verrà  dx  — — ^ , dz1  — --  JjLÈL  , 

P P 

•/{  dyx  -F  dz*  ) ^{pl+y'  ) Jj  ( df  + di'  ) = y ^ , e 


J \ p 


3P 


3 P i èp’ 


senza 


costante , perchè  y rr  o dà  Io  spazio  — o . 

948.  Se  l’ordinate  partono  da  un  punto  fisso  C,  il  ret-  jgg 
tangolo  pPMr  di  prima  (94 6)  diventa  un  triangolo  CMr,  e 
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1 88.  quindi  lo  spazio  COMCzz  z;Jydx-bC.  Sia  <p  l’angolo  che 
fa  CM  con  una  retta  fissa  CA  ; avremo  Mr~ydp{ 644.628], 

e COMC  zz  \fy'dp  -4-  C . 

0 Esempio  1.  Sia  la  concoide  AM,  il  suo  polo  P , PM  zz 

* °9*  y , QM  zz  a , PB  zz  6 , e 1’  angolo  APM  zz  <p  ; si  avrà  ( 64?  ) 

PO  zr  — - — , ed  y zz  — - — zt  a ; dunque  lo  spazio  APM  zz 

/'nc  7»  ' r/lt  Ti 


cos  p 


COS  p 


tl  r_ÌP  ±ai  + =blla,&±abUansfA^ 

2 j cos  p J cos  Q 2J  2 

— ) (931)  •+  —a*p  senza  costante;  dunque  poiché  PBQ  zz: 

ib'cang p (64 à) , sara  ± APMq:  PBQ  zz  ABQM zzali  tang'4 5°-+> 
-ip)±Aa*ip,  ed  AAMM  — 2abl  tang{  45®  -+■  Ip). 

II.  Nella  cissoide  se  si  fa  AB  zz  a , AM  y , MAB  zz  p , 

Sara  AQzz — (649),  AO  zz  MQ  zz  a coup  (645),  AP  zz 
4cos  p 

a a* 

y cos  p,  PM«z:  y sen  p,y  — acos  p , ed  y*  zz 

J cos p COS1  p 

2a*  -b  a'cos'p-,  dunque  AKMOA  zz  — f — f a1  ! dp  -+- 

2 ./  cos  p J 

~ f’dpcos'pzz  la*  (tangtp-\-!-sen2p — |ip)  (928).  Dunque 
AK.MPA  zz  AMP  ( zz  ^y2  seri  p cos  p ) — AKMOAzz:  ^ a1  ( — 

-A  seri  2<P  -+  senpcosìp  ) . Ma  senp  cos5  p zz  A senqp-;.  se«3<p  X 
cusp  ( 633  ) zr  ^sen^p-ì-senp  cos  p — se/np  cos5  p(  6 IO  ) e però 
sen  p cos 3 p zz  A ( ~ scn^p  -j-  sen  tip  ) ; dunque  AKMPA  zz  ^az 
( | p — senzp  -4-  J-se«4p  ) . Fatto  <p  zz  90°  zz  A*  (521);  si  ha 
sin  2p  zo  — sen  4P  (61 1),  è poiché  ^o*<p  è il  semi  circolo  AON  B 
(520),  sarà  lò  spazio  infinitamente  lungo  MKABQzz*a1<pzz 
3AONB , 


188. 


III.  Nella  spirale  d’ Archimede,  AGFBNzzx,  AGFBAzz 

c,CM  z^.CAza,  Mr  zzy~  td{  COMC  ) zz  (94  8 j zz 

a 2 

x — — {l9Z)r  dn—C—\  dunque  COMC  zz  — — senz' 
2 a a a 2-2a 
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tostante;  onde  fatto  y~a,  lo  spazio  COMAC  ss  — al  l88- 

2.3 

terzo  di  tutto  il  circolo. 

Non  si  è preso  qui  1’  integrale  \fy'Ldp  perchè  questo 
non  può  estendersi  al  di  la  di  9=360°,  altrimenti  i trian- 
goli elementari  ±y*dp  conterrebbero  i già  sommati , difetto 

a cui  può  supplirsi  calcolando  i trapezj  elementari  compresi 
tra  due  spire  vicine.  Lo  stesso  inconveniente  ha  luogo  per 

la  formula  ordinaria  J yd»  se  più  ordinate  corrispondano  al- 
la stessa  ascissa. 

IV.  Nella  Spirale  iperbolica  scemando  * mentre  cresce 

’ vdx  *9°* 

y(?99)>  Sàra.CN(a):N«(  — dx)::CM  {y):  Mr  = — - — {dun- 
que COMC  = — J — : ma  xy  = ab  (800),  e però — ydx  — 

, abdy  . y*dx  , 

xdy  — — - - ; dunque  *—  = bdy  , e lo  spazio  compreso 

y ^ 

t-a  la  curva,  e due  ordinate  Zz^by+C. 

V.  Questo  metodo  può  applicarsi  anche  alle  curve  che 
han  l’ordinate  parallele.  Vogliasi  per  esempio  la  quadratura 
del  settor  parabolico  AFM . Fatto  l’angolo  AFM  = /3— 2pe 

perciò  FM  —y  — — (75»)  >sarh  i-  fy'dp  = P1  = 

c«s*  9 2/  l6j*os*p 

Ì9^)^-^—-sénp(  — -- — t — *—  V !z=—  — tanrrpf — ? — fai"! 

® ' 16L3  V\cos39  cospJj  ’XÓLS  vcoj  9 /J 
= (610)  ( — tang'p  -4-  tangp)  sefiza  costante  se  il  set- 

1 o 3 

tore  cominci  dal  punto  A . 

Quindi  ( sia  detto  qui  di  passaggio  ) in  due  parabole 
AM , A'M'  col  fuoco  ed  asse  medesimo  e coi  parametri  p,p' , 
i settori  AFM,A'FM'  compresi  tra  due  raggi  vettori  comu- 
ni, saran  tra  loro  : ; p*  ;i  FM’  : FM'1  : : s1  : *'*  ec.  (751). 

Rettificazione  delle  Curve. 

949.  Poiché  (b'6i)  às  — y/{dx*  -bdy*)t  sarà,  l’arco  AM  = s 

zzf^/(dx*-+dy*)-+-  Còl’  ordinate  sienp  parallele  0 par-  If'T‘ 
tano  da  un  punto  $sgo. 
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950.  Es.  L Nel  circolo, = ^(a*  — , 

CL  * X 


dj^^dy'zz—L,  e QM=S  = =(915  ) * -h 

a —x  J y/  [ a —x  ) 


a:» 


i-3*J 


1.3.5* 


-■3a 

y*  _L  1 3>r 


— ■+  — — — -j-4-ec. } dunque  l’arco  MB  ny-j- 

2.4-5a4  2.4.6, ìa5  ’ J 


- -+•  ec.  (639). 

7* 


2-3a1  2.4.50 

jg0  II.  Nella  parabola, AM  = jdyfi(l-b  ^-)zz~  Càyfi{yx-\r 

J P P J 

^)=(9l4)C-t.AV(y-f-^)H-f  Fac- 

4 P 4 4 4 

ciamo  >=o,  e sarà.  C= — — Z—  ; dunque  AM  = — */(/■+ 

4 2 P 

^ ) h-  ìì  z2  r 

4 ; 4 L p . 

951.  Può  osservarsi  che  se  col  centro  A e col  semiasse 

^ maggiore  BA  — hp  si  descrive  un’  iperbola  equilatera  BN',  lo 

spazio  ABN'Q  sarà  J xdy  (946)=:  J dy  /fi (y1  -4-  ^jp1>(2Ó8);dun- 

0 que  AM  ==  — (dy fi (y*  -+ — Jzz—  x ABN'Q  e però  AM  X 
180.  pj  4P 

2P  — ABN’Q;  onde  la  rettificazione  della  parabola  dipende 
dalla  quadratura  dell ’ iperbola  e reciprocamente . 

III.  Nell’ellisse,  supposto  il  semiasse  maggiore  rr  1 , sa- 
rà y*  — b'~  ( 1 — xz  ) , e fatto  1 — ò1  — c*  (246),  si  ha  BM  — 


I92 


• /"*  j — • c*  X* 

I dx  fi — , integrale  che  non  può  aversi  con  le  rego- 

J l — .r 


BM 


ec 


le  precedenti.  Bisogna  dunque  ridurre  in  serie:  ma  per  mag- 
gior semplicità  riduccndo  solamente  fi{l — c1*1),  avremo 

_ r dx  . ^c'x' o4*^_  I..3C4** 1-3  $C*X* 

~ .Jfi{l—  X1)  2 2.4  2.4.6  2.46.8 

. _ r dx r x*dx c4  r x+dx 

■ > ’fiii—x*)  ~ìj  ’fii^^^^AJ  ~ 

I • /*  x^dx  • • « • • 

— — / — ; ; ec.  Ora  riducendo  le  integrali  di  cia- 

2.4.6./  fi(\  — * ) 

•scun  termine  a.Jilx  ( I — x*  ) 14  (903)  fatto  k — § , m = 

2,  a — i ,b  = — l > n = 2,4,6,  ec.,  i — i , 2 , ec.  ,p  — o , si 

avrà 
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bu=(1_£;_ 

2 2*.  4*  2*.  4*  .6*  21.  4i.ó2.S*  eC' J ^ 

J ^{1—x*,  s ' l2‘  2l.4s  a’.^.ó1  J 

' H-  c4*  > ( i — ,v*  )l  [ — 1 h A5fl  4 ec  ]•  ma 

' ' S.41  2.4*.ó*  2. 4*.61.8*  ^ C J • 

r dx 

~7~  —jr  ( 95°- 1- ) > dunque  son  note  tutte  le  quan- 

• v ,/  'v/l  1 X > 

di  questa  serie  di  cui  è facile  conoscer  la  legge  i 

Sia  jf  — l ; si  avrà  AMB  — fi  — 3f* 3 •5C<?  

* 2*  sa-4*  2I.4,.Ó1 

«c.  ) AND.  Dunque  la  periferìa  dell’ ellisse  è a quella  del 


3c4 


illl-3'" 

4 2‘.4*;6‘ 


V 4 ai  11 

V 4a/ 

circolo  circoscritto  : : j — -i.  - lj  i_ 

a1  a*  2S  4 2 

f -1  • aT,r  ■ 

ec. : i ( supposto  a il  semiasse  maggiore  ).  Questa 
serie  sarà  convergentissirna  quando  i fuochi  saran  vicini. 

Per  esempio  se  la  circonferènza  deU’ellisse-satk  a 

IO  » L 

quella  del  circolo  circoscritto  ::  0,907  495  2p2  StSf  2ól  : I . 

La  rettificazion  dell’ iperbola  si  ha  quasi  coilc'’ stes» 
metodo,  e può  vedersi  nelle  Memorie  di  Berlino  an.  1 
« seg.  la  maniera  di  ridurre  alia  rettificazione  di  queste  due 
curve  1’  integrali  d' un  gran  numero  dSaltre  ditfcrenzhii- 

IV.  Nelli  fiernrwla  noroKnU  ..  1 — z % 

fd- 

si  ha  C SZ  — — a e r arco  preso  dall’  origine  — 8 d [ ( j ^ 

yy  t t • tJÀM , 

^)a-i](87*J.  , ; 

V.  Nella  cicloide,  dy  n dx^/  (^p)(873)ppe8©AB:r«; 

dunque  s=/</*V^  = 2v'ó*  = 2AN(874').  . #I9>3* 

VI.  Nella  logaritmica, ydx  = ady,  S^-J  <s/  {y*~+  a*)- 
« VO*  + «*)  = ,,  si  avrà  &=  -**L  Cd  ,=  h-é. L . à 

jr  21 à1  j x'1' uz — Z ^ 

l‘z^i (sw)=*  + ) = 

Z z 
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i»vv^(r;7jL-;?.)  = v(>*  - «•■)  - 

a/f 1-J-C,  espressione  ,d  un  arco  in  Ioga- 

ricmica  in  cui  C è facile  a determinarsi  (947-  VII). 

VII.  Neila  spirale  d’ Archimede,  di  — M m — ^/ ( rm1 

1 S8.  jyjr*  ) ± : V ( % * -4-^—,—  } ( 948  ) : ma  x = — ; dunque  s = 
COM= y"-f  i Descritta  una  parabola  CN' 

2a*  _ _ . , 

con  p — — •,  fatto  CQrzCM=^  c condotta  l’ordinata  QN', 

c 

sara.  CN'  = J' ^ f {*-  -+-  yy  j (950)  ; dunque  CN'—  COM  » 

onde  regna  dell*  analogìa  tra  questa  spirale  e la  parabola . 
Vili.  Nella  spirale  iperbolica,  x — — , dxzz  — • — ed 

*9°-  .<  u y y 

rM  ( “ — (948)  )3É— ^ > ónde  mM1  ( = rm1  h-  rMl  ) == 

dy*-+  — , è Parco  COM  *j{bb  -i-yy)- Dunque  de- 

scritta Una  logaritmica  NK  la  cui  suttangente  r:  b — a quel- 
la della  spirale  (865),  si  avrà  ( Esem.  VI.)  MOC  rr  all’arco 
infinito  NK , prendendo  l’ordinarti  Nil  — CQ  = CM.  Ma  per 
l’espressione  d’ un’arco  di  spirale  o di  logaritmica  compre- 
so tra  le  due  ordinate  y ,/>  si  troverà  \Zifc-hy1) — ,y/(ò*-^ 

yy)*bly'ib+ v(^’+y->r 

IX.  Nella  spirale  logaritmica  (649)  cosMm r(c):  771  r (dy)  :: 

173.  . . y . 

— dunque  ADM=±—  = MT  per  esser  simili  i 
c c 

. triangoli  rorM,MAT.  , * 

X.  Nella  curva  CE  a doppia  curvatura  x è s,  ed  y c a 

(802)  ; dunque  dx *-+■  dy*  ) diviene  /s/(ds'l-{-dz'~  ) — y/(dx'~-ì- 

dy * -t-  dz1) . Cosi  s*  lé  sue  equazioni  sieno  y*  —px , y ’ rr  ^.pz*  » 

verrà  dy'1—^—  , dz1  — ^1?—  = dx1  */  — , e 

4X  ^ P ' 

dz*)= ■.Jj{dx'+P~+dxW?-)-Jdx(  I4Ì^  ) = 
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x •+  v Px  — x y senza  costante,  perché  x = o dà  1’  ar- 
co della  curva  zz:  o. 


FIG. 


, I 

Misura  delle  Solidità 


953.  Un  solido  S da  misurarsi  s’ immagini  decomposto 
wt  un  infinita  di  piccoli  strati  paralleli.  Chiamando  t la  ba- 
$c  d un  di  essi,  c ix  la  sua  altezza  o una  parte  infinitesima 

della  distanza  x dello  strato  dal  vertice  , saia  S = ftdx^r  C. 

953  esempio,  sia  B la  base  de!  solido,  A la  sua  al- 
tezza ; se  le  basi  degli  strati  son  proporzionali  a una  poten- 
za m della  loro  distanza  dal  vertice,  si  avrà  :;xn:t^z 

Bxm  /•  B r 

A"- 1 dunque  / tdx  — Jxmdx  — Sen?a  costante 

se  la  porzione  cominci  dal  vertice.  Onde  il  solido  intero  = 

B \ . , 

, poiché  allora  xrzA;  perciò  la  solidità  delle  piramidi , 
in  cui  /«  = 2(53^1»  è ABA  (563). 

954-  Se  ^ solido  BAB  — S è di  rivoluzione,  fatta MP  — 
y,?p-5x,  sarà  mp-y-+$y,  e il  cono  troncato  Mmm'M'zz  f9.r 

*5*  ( >*  -+yìy  -4-  j-fy*)  (564) , onde  > » (j*h-  jS/H, 
dunque  presi  i limiti  (838)  0 posto  Sy~ 0(836),  verrà  dSzz 
?ryìdx  ed  S —r  Jy^dX’+Q . 

Esem.  I.  Nella  sfera,  / = 2ox  — **;  dunque  la  solidità 
d’un  segmento  sferico  (56?)  = 7rx*(a  — i-  * ) e ia  *fera  — 

4 . 2 3 

— a *■=:  ai  — del  cilindro  circoscritto. 
o 3 

JL  Nell  ellisse,  yy  — — (sax  — xx);  dunque  il  sojido 

geneiato  dalla  sua  rivoluzione  intorno  all’  asse  maggiore  sta 

alla  sfera  circoscritta  ::f>b:aa,  ovvero  è — del  cilindro  cir- 

3 

coscritto. 


955-  Si  chiama  Ellissoide  allungata  quella  che  abbiamo 
considerata , ed  Ellissoide  compressa  quella  che  è formata 
dalla  rivoluzione  dell’Ellisse  intorno  al  suo  asse  minore.  E’ 

focile  il  trovare  che  anche  quest^Itimo  solido  è — dei  ci- 

*_  O 

o 


Digitized  by  Google 


Fra 

*95- 
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lindro  circoscritto.  Duique  1*  ellissoide  allungata  sta  all’  el- 
lissoide compressa  : : abb  : aab  ::  b : a . 

III.  In  una  parabola  di  un  ordine  qualunque  si  ha^*~ 


x a 


m.  ini — 2 il  1n~\rJti  m 2 /.'; — S n in  , 

mvy/a  x mirx\'ax  x mxxy 

2 r.-y-m  2n~hT7i  2'H-m*  ^ 

sione  del  solido  che  perciò  stara  al  cilindro  circoscritto  ::  m : 
m-\r%a\  quindi  il  paraboloide  ordinario  nel  quale  »i  — 2 , 
n—  l,  è la  m-ià  del  cilindro  circoscritto. 

IV.  Slmilmente  se  I*  iperboli  la  cui  equazione  è ymx'1  — 

194. 

a gira  intorno  alPasintoto  CP,  prendendo  CD  ~ AD  — 
a,  il  solido  descritto  dal  trapezio  ADPM  avrà  per  «spres- 

sione *•  ( a*  — xy  ) , e pereto  supposto  2«  > ni , 1* 

2n — m 

solido  descritto  dallo  spazio  infinitamente  lungo  OADX  sta 
al  cilindro  descritto  da  AECD  : : m : m — m , e nell’  iperboli 
ordinaria  è eguale  a quésto  cilindro  . 


Superficie  curve  dei  Solidi  di  rivoluzione  . 


. 956-  Sia  R una  superficie  di  rivoluzione,  e si  faccia 

I95-  tutto  tome  sopra  (954):  poiché  Mw  r=  v'IS.x*  •+  $y*),  la 
superficie  del  cono  troncato  Mmm'M'  sara  % (2 y -k-ly  J V(  S*1  -+ 

R. 

5>*  J (653)»  onde  — j-  > » ( 2j  )ì  dunque  fatte 
via*  -+$y  ) 

ly  — o,  verrà,  dii  = 2vy  y/{dx* -ì-dy*)  edìk—lnfy  */{dx*  -4- 

tly*  -t-  C zzi*  Jndx  -+C,  chiamando/!  la  normale  MN^86l). 

Es  I.  Nella  sfera,  n~  a ( 862  j;  dunque  la  superficie 
d’  un  segmento  sferico  qualunque  è laxx , e quella  della  sfe- 
ra è 4a*«-  o quattro  circoli  massimi . 

II.  Nel  paraboloidé  ove  n — %/ (px  -+  — p MÙSO^si  ha 

4 

2»  jdxfi/< px-+  -”/»*  ) = p*  )3  C (858) . Sia 

o ; sara  C <=  — ~ ~ - . 

6 

^ III.  Nell’  ellisse  fatto  a il  semiasse  di  rivoluzione  die 
,9°-  sari:  il  trasverso  nell’ellissoide  allungata  e il  corrugato  nella 
compressa , • posto  ne’  due  diversi  casi  ± a1  sp-  b*  vz.  c"  ; si 
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«Jta  ( 75H)  »=*(-y/  (“;***)>  e però  se  la  eurva  giri  o !9^- 
intorno  ad  AA  o intorno  ad  EE  , si  avrà.  ~~  7 ) 

Nel  primo  caso,  descritto  col  raggio  CD  = — un  arco  DBN, 


la  superficie  fatta  da  AM  intorno  ad  AA  sarà  (947)  — — x 
ABNP;  ma  nel  secondo,  determinata  C col  porre  x = o,  sark 

IV.  Nell  iperbola  fatto  a il  semiasse  di  rivoluzione  che 
può  essere  o il  trasverso  o il  conjugato  , e posto  a*_+ò*~ 

•*,  si  avrk  (7  4 1 - 2^2 )n  = ^f  e Però  se  la  cur- 

• / , HbC7T  f* 

va  airi  o intorno  % CA  o intorno  a CO,  si  avrk  / dx  X 

* X a1  J 197- 

V(**  jp  Nel  primo  caso,  detewauinata  C eoi  fare x — a} 
la  superficie  cercata  sark  (913)—^— 

— — ^ cx-¥  V(  c_* (L-}  : ma  nel  secondo , determinata  C col 

c a ( inH-  b ) 

fare  * = a>  sarà  (9 1 4)  ^ ^x1  1 

V('-c^)]  ‘ - /• 

Metodo  inverso  delle  Tangenti,  e Interazione 
dell'  Equazioni  differenziali  • 

957-  Si  chiama  Metodo  inverso  delle  Tangenti  quello 
!che  insegna  a trovar  l’equazione  d’  una  -curva  in  cui  si  co- 
nosca una  proprietà  quàlunquèxdelle  tangenti.  Cerchisi  pet 
es.  la  curva  in  evi  la  sunnOrmale  è costante  ed  ==  a . Poi,.- 

.«hè  (86l)  l’espression  generale  di  questa  retta  è , 

dx 


avre- 


mo  r=  a , ydy  Zz  adx , e integrando,  per  esprimere  che  la 

proprietà,  data  conviene  a tutti  i punti  della  curva,  si  ha  * = 
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*.V,  cioè  >*  ==  2o(x-»-C),  equazione  *11*  parabofe,  che  ri- 
solve il  problema  proposto.  E’  dunque  chiaro  che  questo  Me- 
todo conduce  alla  soluzione  di  equazioni  differenziali  che  di» 
consi  del  primo,  del  secondo  ec.  ordine  se  contengono  le 
differenze  prime,  seconde  ec. ; e son  poi  lineari , quadrati- 
che, cubiche  ec.  se  le  variabili  vi  si  trovano  alla  prima,  se- 
conda, terza  ec.  dimensione.  . 

9-S.  Sieno  P,Q  due  funzioni  di  x ,y  \ tutte  1 equazio- 
ri  differenziali  del  ptim’ ordine  a due  variabili  verranno ^rap» 
presentate  da  PJ*  •+ Qcty  = o , equazione  integrabile  lc.  se 
V e Q sieno  funzioni  di  x o di  y sola,  giacché  in  tal  caso 
ella  diventa  dy~Xdx  o dx  = YJy : anzi  simili  equazioni, 
fatta  dx  o dy  costante,  si  integreranno,  quando  pur  fosse- 
ro di  un  ordine  nim° , col  metodo  delle  ripetute  integra - 
d”y_. 


zioni.  Poiché  da  ^ = X si  ha  JLZ-^Xdx,  ed  integran- 
do — f Xdx  -+■  C ; di  nuovo  — dx  fxdx-+  Cdx , 

* dx’-1  J frf*  ' 

ed  integrando  ■—  —jdx  jxdx-+  Cjf  H-  C'  ec.,  ripetuta  l 

operazione  finché  si  abbia  y.  Così  se  debba  sommarsi  la  se- 

x'  xs  x1  . . „ 

rie  y — , 1 - H h ec.  in  inf. , supposto  x non 

J I.2.3  3-4-5  5-6-7  a 4 

maggiore  di  I , differenziando  si  ha  dy  = ^ — ■+  --  ■+ 

Sii.  -+  ec.  ^ dx  , e di  • nuovo  differenziando  , ddy  — ( x -E 
56  / 1 

axì  Lxs  -+  ec.  )dx*,  e differenziando  una  terza  volta, 

3 ° dx1 

d’y  = ( l -+  **  -+  x*  -+•  ec.)  dx* '= - (260)1  dunque 

J v I — X 


1 ed  integrando  (907),  ~~  = 
dx1  i—x-  9 dx 

ili  — ^L)  1—JÌ.J  senza  costante  , perchè  x = o da^zzo: 

, cd  integrando  (920), 


dx 


ddy  _ 


0 ddy  _ dx  Z ( I 1-  x ) dx  l ( 1 - x ) 

3 ' dx  ~ 3 ' 

dy  (l -+ jf)Z(  I -h  * ) -*•  (i— Jf  )*(l —*).  3o  d # 

dx  3 

, ed  integrando 

2 
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Inoltre  se  sia  p = ^ , '[?  — , r — , 3 “ 

. * dx’*^dx  dx 1 cl.v  da  ’ ’ 

^ ec.  » verri.  I.  » zz  f ^ , II.  jc  — ed  j/  zr  /pcb  — 

dx  dx * J p J q y 

f-f-'*  *IL  *-J  "7  ed  y=fpdx=fdxJidx-JC^f^y  i 

IV.  * zzj' — cA  y zz j'pdx  zz  dx  ^qdx  — j~dx j~dx  j rdx  — 

J 7 fi/  — ec. , formule  integrabili  se  p sia  funzione 

di  y , q di  p , r di  9 *s  di  r ec.  Cosi  per  1’  equazione  1 zz 

‘-2-  . L~  cioè  1 = qr  o r zz  — , la  III.  da  X — f qdq  zz 
dx  dx * q ,1 

Lf+cjcfdq  = ^ -+  C'  ed  y zz  J.a* _+  i- CV  + C'i 

lif.r  lci!  -f  £(2ìi.6  -t-  c" . 

35  * 

Riprese  anche  le  forftiule  ^ zzp  — q zz  r e.c. , 

Verri.  I.  zz  pdp  zz  qdy  y~p^  zz fqdy,pzz  '^Zy/zjqdy , 

ed  xzr  f. — — — : II.  — = 31/3 zzrdp  , — q*  zz  frdp  , q zz 
J^Jqdy  **  - ^ 

zz  sdj , -i -r'zz  j sdq  , r = \/‘ìjsdq , x — j yr — e<l 

tv— — — C—2.^3 — ec.,  formule  integrabili  se  5 sia  fan- 

J </JsdqJ  Jjsdq 

zione  di  _y , r di  p , s di  g ec.  Così  per  1’  equazione  -j—  zz 

— cioè  rzzp  e frdpzz-~p 1 -4-  C,  la  II.  dà.  # rz  . ^ . . . . . 
dx  J r 2 

= (914)  Z [/.  ■+  V(  P*  ■ -*  2C  ) - ZC'  ] = xle , C'è*  - 


dp 

dx 
Ydrzzi 
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preso  il  vaio»  di  p e mutate  le  costanti  — inCje^.  in  C'. 

3 C 

■95$).  a0.  Si  integiera.  1’  equazione  P dx  -+  Qdjy  = o se 
dXQ 

— — — (936).  Spesso  però  anche  non  avverandosi  quel- 

dy  dx 

la  condizione , l’ equazione  può  integrarsi  col  moltiplicarla, 
per  un  fattore  idoneo:  tale  è xdy — ydx  -+  xdx  — o se  si 

moltiplichi  per  . Sia  dunque  F il  fattor  «reato,  e l’e- 
quazione diverrà  FPc?#  _+.  FQcty  = o , che  supponendosi  ori 

...  j v dy{t P)  d*( FQ)  , - . . FcZ^P 

integrabile,  darà  — \ — - — - ',0 differenziando , — f- 

dy  dx  dy 

PcP'F  F d*Q  Qd* F f * 

— — - — — = 0 , formula  generale  da  cui  si  avra  F 

dy  dx  - dx 

se  si  prenda  per  F un’  idonea  funzione  di  x e di  y con  e- 
sponenti  indeterminati,  come  F — xmy";  ed  m , n si  deter- 
mineranno col  sostituir  nella  formula  i valori  di  F,P,Q  e 
loro  differenziali , e con.  eguagliare  a zero  i termini  omolo- 
ghi. Così  data  1’  equazione  3 adx  — 2 bydx  — bxdy  — O,  avrò 

_ , dyP  dXQ  . „ 

P — 2a — ‘iby  , — — rz  — 2Ò, Q—  — bx,~ — zz  — A,  -~nxmX 
dy  dx  dy 


e sostituendo  nella  formula,  trovo 


( m — 2«—  I %anx,*yH~1  — o . Eguaglio  a zero  i ter* 

mini  omologhi,  ed  ottengo  l°.  m<-2n — 1 —o:  2°.  2an  — 0m, 
dalla  seconda  equazione  ricavo  n — o,  onde  la  prima  dà 
dunque  F zzxy°  = x,  per  cui  moltiplicando  la  data 
equazione,  si  ha  laxdx — 2bXydx  — bx’1dyzzof  ed  mtegran-» 
do,  ax *—  byx*  — C. 

Si  osservi  1°.  che  lo  stesso  metodo  ha  luogo  se  si  vo- 
glia il  fattore  che  rende  esatta  una  data  differenziale,  co- 
me dy — ydx : 2°.  che  se  m,n  si  abbiano  da  una  sola  equa- 
zione, come  da  m — n -+  1 , si  potrà,  fare  a — o e anche 
prender  per  n un  numero  qualunque:  30.  che  non  si  ha  fin 
qui  refola  alcuna  generale  par  dare  ad  F una  ferma  adat- 
tata 
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tata  ai  particolari  bisogni,  benché  in  certi  cali  sia  fucile  di 
determinarlo;  ed  eccone  il  modo. 

Supposto  db  — AJx  -+-  B dy  onde  = A , --  =:  C ( 936  ), 

dx  dy 


¥dyP 


FJXQ 


la  trovata  formula  generale  diverrà  — i-  BP 

uy  dx 

_ . , cf^'P  AQ  — BP  . 

A'.)  — O,  cioè— ; — ; dunque  se  il  pruno 

dy  ax  b r 

membro  di  quest’  equazione  sia  funzione  della  sola  x onde  dxQ  — 
dQ  » lo  sar'a.  anche  il  seconde  c perciò  anche  t , e si  avrk 

* = o.  «=A (=»,=  . . . 

rdxfp 

rdxcp p rdQ,  1 J Wy 

J~Vdy~J  ^T(sz~ •Q)>  equ,ndl  F"^s  Da* 

fa  per  esempio  y l’equazione  rdx-F  tydx~\-  udy~o  ove  r , e, u 

. 7-^  p 

son  funzioni  della  sola  sark  Prr^ry,Q  = «,--. 

<*? 

1 j u 

e“  F-r-  — e , fattore  che  rende  esatta  la  data,  e che 

per  1 equazione  xd y — ydx -+ xdx  = o accennata  di  sopra, 

si  trova  essere  — - come  dicemmo.  Con  questo  metodo  si 

a:' 

sommano  le  due  serie  y x*  qs.—  •+  -X-  x:  " * . cc.  ; poi«, 

4 4.6  46. d 

chè  differenziando  e poi  dividendo  per  a3  , si  ha  '' J 

, 3-r  *dx  rdy 

«*-r qrec.  ; dunque  — 

4 ./  a,J  x 

’ 2 ~ | y > ^ dy 

-,  onde  differenziando,  :=  :p  xdy  -4-  ( 2 ± y ) dx . cioè 

•*  x 

( I ± .V1  ) dy  qp  yxdx  — 2xJx  — O , ove  t — qi  x , u = 1 ±xz  ed 
/ xdx 

F-  1 l~X*  1 — Zv/(  I dt 

-^7-e  =r±~'c  ' (856)  = ‘ •• 

A a a 


Jr' 

•> 

— 4;  x -i q:  ec.  — .... 

4 
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I 

^(1±*  ì (3oo)=  — (30$).  Quindi 


J ± x 

(l±x*)t1y+yxdx — 2xJx  . , y±  2 

— o , e integrando, — --- — — 

VO** l)5,  VO**  ) 

C — ±2,  perchè y—  odki  = o;  dunque  ^ — ± 2\/(l  ±x1)  + 2 -> 
Si  noti  che  ad  rdx  -4-  tydx  -+■  uify  ~ o si  riduce  anche 
ryndx-+  tydx  -+udyzzo  dividendola  per  y"  e ponendo^1-"  =r 
s:  vi  si  riducono  anche  dell’  equazioni  più  complicate,  ma 
non  dobbiamo  dilungarci  di  più . Intanto  il  metodo  è parti- 
colare , e perciò  qualor  non  riesca , si  passà  a separar  l'  e - 
quattone  cioè  a dividerla  in  due  mertfbri , ciascun  de’  qua- 
li contenga  una  sola  variabile  con  la  sua  differenziale.  An- 
che questo  metodo  non  è generale:  ecco  alcuni  casi  in  cui 
la  separazione  riesce. 

960.  Se  P = XY,Q  re  X'Y'(X,X'  son  funzioni  di  xj 

ed  Y,Y'  funzioni  di  y ) , sari  , equazione  se- 

X Y 

parata. 

96 1.  Se  P e Q son  funzióni  omogenee  di  x ,y>  cioè  so 
tutti  i lor  termini  hanno  x ,y  allo  stesso  numero  di  dimen- 
sioni, fatto  x~yt,  sari  ^ una  funzione  Z di  2,  e si  avra 

dx-hZdy—O  — zÀy  —rydt,  -4-  Z dy  -,  e separando,  — — Z—  zr  — 

L»  — f-  Z 
dy 

Così  ( ax  -4-  by)  dx  zz(mx-h  ny)dy,  fatto  x — yz  onde 

5=Z=-”*^,  dmene  J.  4>  = _< , e; 
i*  az b y az2-+{b — rn)z  — ^ 

quazione  facile  a integrare  (910.914). 

962.  Sia  ora  T equazione  generale  ax1ìy1dj>d^  -+bxm  X 
n p’  q'  m"  n"  j p"  a" 

y dxr  dy*  -4-  ex  y dxr  dy1  ~+  ec.  o ove  per  la  natu- 
radi  tali  equazioni  si  ha  sempre  p-t-qzzz  p q zz  p"-¥  q'  — ec.  : 

fatto  y — z y ella  diventa  r^ax'^z  i'^l)  '1  dJ* ctz^-+.... 

J*cm'n*n‘  ■+  j/  H-  e*"ei”  V(”"'t  S"  >' S"  V 

tf  tf 

dxl  dii*  H-  ec.zrOi  e sari  omogenea  se  m^.r(n-^-q) — 
g = m -4-  r ( n'-f  q'  ) — q'  — m"  -+  r ( n"  -4-  q"  ) — q"  ec. , cioè* 
m~n — ni  q m' — n — m"4i|"  «■  . 

st  r — - — L ~ — = ec.  Così  l’equa» 

n ~+q  — n — q n!' -h q'  — /1— - q 


Digilized  by  Google 


X 375  )( 

ay*x*dx  -4-  bdx  -+  cyxdx-t- fx'y xdy—%  da  m t=  n — , 

ni'  :=  ri  ~ o , m"  — ri'  = 1 , »/"  = 4 , ri,!  = 2,9—3'“  9"  — ó, 

///■ , v 2 2 — I 2 — 4 -f  1 

f — 1 r Pel°  r — — — ; — — — 1 ; dunque 

fatto  jy  = * 1 , si  avra  az~2 x*dx  -+  bdx  *+  czT 1 fcdx  — 

fx*  2,  o,  equazione  qmogcnea  e perciò  integrabile 

(pòi  J.  Parimente  1’  equazione  ax2  dx*  r+  dx1dy'1  -4- 

11  t/jr  * dy  *+gx*  ydy*'—0  da  m — 2 , n — O ,m'  =.  ri -=z 
3 » W1  — 5 > — ity///  — 5» 7i,//  — 1 il  — o , q'  zz  2 > 9V  — 

I , 9"'  = 4 e Perèr  = ^--3^  = irJ.Tti-iZ-J±i=, 

3-+2  — i J -4  - 1 I-4-4 

; dunque  fatto  y — z$,  si  avrà  ‘6^^axxdx^  -+  2Sbxìz  *X 

1 O o 

dx*dz*  •+  12$cxfz  °dxìdz  -+gx,z  0 dz*  = o , equazione 

omogenea  che  facendo  z — nx  e dz  — {t—i.u)dx,  si  riduce 

g(t-+u)*  25òrH-u)®  1 25c(r  *4-u) 

a H — — 1 — ->-=  ■ 

«’  i>  n* 

sra  si  ha  t data  per  u,  onde  supposta  t = U,  da  u.dx  -4* 

7 » , \ , • Ux  du  du  — , 

xdu — (r  -4-  u)  dx  viene  — J^ei  resto,  se  taluno 

, . . m — q — m' -{-ri  . O „ 

dei  rotti  --f— — , ec.  divenisse  —,  non  se  ne  faveb- 

n -4-  3 —rn  — 3 a o 

he  conto,  ciò  solamente  significando  che  qualunque  valore 
di  » rende  omogenei  i termini  d’onde  quel  rotto  risulta;  e 

se  divenissero  — tutti  i rotti,  o andassero  a zero  tutti  i lo- 
ci 

ro  numeratovi  o denominatori,  ciò  indicherebbe  che  per  se- 
parar le  variabili  pon  vi  è bisogno  di  metodo. 

Pò.»  Passiamo  ad  altre  equazioni , e sia  da  integrarsi 


•-4-6250  = 0;  or  da  que- 


py 


dy 


dx 


-i-X  = o,  ove  p , X possono  essere  funzioni  di  x. 


Paragonandola  con  rdx  -+tydx  -4-  udy  — 0 (959),  ai  ha  u = 

— I,t=jo  ed  Fi-e  Jp^*  . onde  fatto  pdx  — dz,  ella 

diverrà  — X*  2 — ye  Zdz~i-e  'dy—Q,  ed  integran- 

, / _ , /'Xi lx  — z ,,  . , f pdx 

•°  (93  J>  —f  -—-+>«  = C,  cioè  y =«‘  * 
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*Jr'L  c\.  Cosi  se  si  abbia  y -i-  = .v:,  sa»f  = — 

>5*.  5 

I , X = *s  ed  V = rVé*  *c  da;  -4-  Ce“  * = ( 923  ) CÌ~X-+- 

0 dy 

x * — oA-  _,.2  . A questa  equazione  si  riduce  1 . py  — ~ -+* 

....  n-t-I  . I o ro-4-I 

Xy  zzo  col  dividerla  per  y e far  poi  —zzu:2  .py  — 


jy?-  _4_  YyH  — o col  dividerla  per  yn  e far  quindi  y 
dx 

u\  3°.  pXym  1 dx  — Xj”'^  ■+  X"yl  dxzzo  dividendola  per 
t yy  y 

Xdx , facendo  . - • = r,-  -^ge  trattandola  poi  come  la  passata . 

X X 

£.64.  Ma  sia  1’  equazron  lineare  del  second’  ordine  y -b 

5.^?  — 0 ove  a,ò,  da.  son  costanti^  Fatto  p — ov- 

dx  d dx 


«V — «■+ 1 


vero  mj> 


-dL  zzo  ( m è indeterminata  ) e sommata  quc- 


dx 


sta  con  la  data,  viene  I.  y-+(a~\-m)p  — ( mdy  — bdp) 

— — 0 , ove  suppongo  ( giacché  l’indeterminata  m lo  per- 
dx 

mette  ) che  un  pi^°  della  prima  parte  y -4-  (a  -4-  m )p  sia 
l’integtale  delia  seconda  mdy — bdp-,  dunque  y -b  ( a _+.  m) 

uzz  --  ! ( mdy  — bdp  ) — y — — , onde  a -4-  mzz e II.  mzz 

F mj  K J 1 J rn  m 

- ± .y/ b ^ . Fatto  ora  III.  y -h  ( a -b  m ) p zz  u zz 

y — e perciò  du  zz  dy  — — — ovvero  mdu  zz  mdy  — bdp , 
* ni  m 

la  I.  diverrà  u — — f—  zz  o che  ci  dà  ( 963  ) IV.  u — 
dx  • 

x 

C(7”  ■ Quindi  poiché  dalla  II.  nascono  due  valori  m' ,m'  di 
m che  posti  nella  IV.  r>e  danno  due  11,  u"  di  u , la  III.  si 
scioglierà  nelle  due  y -4.  ( a -b  m!  )p:=  ti  ,y  -+  ( « -4-  m ',)p  zz 

. . , , ( a -b  m'  ) 11"  — (a-bm")tt' 

u"  dalle  quali  si  ha  la  V.  y zz ; 77 

^ m — m 
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Così  dajta  y -f  - - — = o , sarà,  a =r  -1  b zz L 

7 5^*  5^1  5 * 5 

de  per  la  II.  viene  mzz ± — e perciò  m' — — 

5 5.  5 : 

— I ; dunque  per  la  IV.  u!  zz  CefJf  ed  u"  — Ce~* , con  che 

dalla  V.  si  ottiene  y zz  — ( Ce**-*- 5C'e  *). 

Di  qui  si  ha  la  somma  di  tutte  le,  serie  della  forma 

Xr  x‘r  x;f 

l — t-  — ; h — 1 1~  ec.  in  inli n. , csscn- 

1.2.3 -r  . 1.3-3  2r  1.2.3...  3r 

do  r ndmero  intero  e positivo.  Si  voglia  la  somma  della se- 
x*  x+  x 6 

rie  y — i h 1 i ~+  ec.  : differenziando 

1.3  I.B.3.4  1.2.3.4.5.6 

■ xì 

abbiamo  dy  — ( * ■+■ 1 -+  ec.  ) dx , e nuova- 

mente  differenziando  presa  dx  costante  , ddy  r ( 1 .4 

H — b ec.  ) dx 1 —ydx*.  Si  ha  dunque  v — p 

iji  1.2.3.4  ' J 1 7 dx1  5 

ove  a zzo  ,bzz  — I , 772  rr  ± 1 , in  — I ,m"  ~ — I e perciò  y zz 

I - 

— (Ce*_4.C'e  ).  Per  determinar  le  costanti  si  osservi  che 

quando  * = o , viene  y zz  ~ ( C -+•  C'  ) = I , dy  ( zz  — (C ex'dx  — 

‘C'e  X dx  ) ) — o =r  C — C'  ; dunque  C — C zz  1 ed  y zz 
ey-b  e~r_ety-b  I 
2 2e* 

f7 , 

965.  Se  manchi  y nell’  equazione  data  , fatto  az  « , 

' dx 

*lla  diverrà  az  -+  zz  o,  e il  suo  integrale  si  trova  y — 
dx  J 


— Ce 
a 


ax 

~b 


-+C  (963  ):  e se  manchi  anche  — - , si  userà 

. d.v 

bddy  .. 

per  il  metodo  già  spiegato  (958),  Se  nella  II.  e- 

quazione  sia  — «a1  ~ b,  verrà  m — m"  — — — a c quia» 

di  u'  zz  u"  nella  IV.  , ed  y zz  — nella  V.  , ciò  che 

o 

non  potrebbe  avverarsi  se  non  fosse  anche  CaC'.  Ora 
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per  delerminar  y in  questo  osso  , prendo  u ìnnmtesi» 

jf  jf 

ma  e pongo  m"  — ni  + w;  dunque  —yt  = — — 


x 

m! 


“* , ed  u"  — Ce'72'  (\ ( 308  ) , trascurando 

tu'  (in  — i-  w ) \ m m / 

wl,w3  ec.  (1 97);  e poiché  /a'-*-  — u>  la  V.  equazio- 

j r 

ne,  posti  nel  numeratore  Ce*2  pef  uf  ed  m1  -t-  y per  m" f 

• 2x  - 


diverrà  y — ( i *+  — ) Ce  a , onde  fatto  = C7,  viene 


2C 


y — ( C ~t-  C'x  ) < 


a 

2 x 
a . 


cori  se  si  abbia  y •+ 


4<fy  4 dily 


5 dx  -l^dx1 

è , sarà  a — — , b—  — ed  j — ( C -t-  C'x  ) e ^ . Che  se 
5 25 

nella  stessa  equazione  II.  le  radici  m'  ,m"  sieno  immagina- 

• v • f v / — H"  2/x.v/  ■ — I // 

rie,  potrà  supporsi  (149)  m = 2.1 , ;;i 

! * 

— a — 2gV—  I 0„jc  * — — ajr(a-t-2iV— l) 

a ’ ( a — 2 — l ) ( a-+  2g\J  — I ) 

— 2ax  — 4^*^ — I ^ x — 2ax-h4gXy/ — I 2ax 


-+4 g%  ~ 6 mr'  “ «J~^~4? 

Agx 


*'■+48* 


t , -r  — dunque  y — 

« -+4 8 

e / [ ( a-+m')C'e%  1 — (a-fm") Ce  *]  ±; »\/"1  

m — m" 

ce.s  s ± // — I . seri  z (630)  ; dunque  sostituendo,  ponendo  CeC' 

,.(a+m'  )C'  ~(a-+m")C  Ua-+-m'  )C'^-(a+mr  )C]y/ — 1 

invece  dii— , — edi=— 7 — - , 

m — m m.  — m 

\ 

— 2a* 

e rimettendo  i valori  di  t , % , verrà  y— ea  ( C cos  -t- 

V.  a -+4« 

C’ scn  — Così  se  si  abbia  y — --  -+  sarà, 

J 5dx  z,dx' 

a=z—  ^,b  z=l\,  g—  J-  ed  y — c1*  ( C cos  X-h  C'  seri  x). 

966-  Nel  modo  stesso  potranno  integrarsi  due  equazioni 
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— 0,y~\rfx  » > supposte  «,£,/,*  co- 

stanti; poiché  se  la  seconda  sì  moltiplichi  per  T indetermi- 
nata m e sì  sommi  con  la  prima,  verrà.  (w-+l)j/-4-(a-f 

fm)K-+(gmdy‘r^bdx)—zz  o;*lnde  fatto  come  sopra  (964), 

(m  -4-  I )>■*+■(  à-tfm)j$zz~^{gmdy~bbdx)  — oy~+  ~ ,9Ì  a- 
- - 4 , a m -4*  /in51 

vra  m -h  I —gì  o •+fm  zz  — ed — ~ g — m,  equazio- 

171  • 

ne  che  determina  m.  Quindi  se  sia  (w-tl);4(a4 fm) 
x zzuzzgy- 1 — e perciò  mdu  — gmdy  -4-  bdx , i’  equazione 


sommata  diverlà  u -4-  — r.ot  avremo  aì  solito  u tz  Co  m, 

de 

Il  rimanente  si  fa  come  sopra  (964),  t tutto  ciò  ha  luogo 

„ . ,,  ...  . bd*  i. 4.  cdy 

quando  pur  1 equazioni  sieno  y ■+  atc  — -- — -zzo,y& 


, b'dx-^c'dy  ; , 

**-4-  — = o,  • si  trova 


Teff 
rTdt 

__fy  J ni 
u zz  L« 

967  Sia  anche  1’  equazione  y -4-  ^ X ove  X è 

dx  dx1 

(unzione  di  «.  Tutto  si  farà  come  sepra  (964)»  se  non  che 

x 

l’equazione  è qui  — — ^ — — =:  o che  da  (963)  u = e m (C  — 


m 


a? 

m 


Xdx).  Cosi  avendo  y — ^ — ~^  = 2*,sara«=: 

dx  40* 

— 1 , 6———  ttn'  zz  — ,mrzz — ■ — , X — 2x , u*  — Ce^  -4- 

4 a a 

2*  -4-  3 ==  -4-  2*  — I (923)*  ed  y z=  — C'e  -4- 

gx 

— Ce  ^ -+2(x-M). 

4 

968.  Questo  metodo  che  a cagione  dell’indetermiiftte  m 
tre.  introdotte  nell’ equazioni,  si  chiama  dei  Coefficienti  In - 
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determinati , vale  anche  per  1’  equazioni  lineari  dì  un  qua*. 

luaque  ordine  nSim° , le  quali  gommate  con  un  numero  n — 

,,  . . mdy  kdp  gdq 

1 d equazioni  mp  — — rr  o , kq /-  = o ,gr^-  = o 

dx  + dx  dx 

ec. , si  integreranno  con  la  stessa  facilità  : il  giro  però  sarà, 
in  queste  piu  lungo,  attese  1’  equazioni  n — I da  cui  debbon 
dedursi  i valori  dell’  indeterminate  k , g ec.  dati  per  m , e 

queUe  del  grado  ( n — i 'jsimo  dalla  cui  risoluzione  dipen- 
dono m'  ec.  e quindi  u fu" ,u"  ec. 

Del  resto , con  le  due  equazioni — si 

dx  dx  dx 

integrano  anche  quelle  di  second’ ordine  ove  manchi  yox  o 
sia  integrabile  la  risultante  equazione  di  prim’  ordine  tra  x 
o y e p : allora  p sarà  dato  per  x o per  y c si  avrà,  y — 

fpdx  o x — f — . Q»sì  da  dx2  -\-dxdy  — Xd2y  s.  o risult* 
/ P 


l'integrabile  ~~~~  — e da  d2y  mdxdy  *4-  nydxz  — o ri- 

sulta 9 -+  mp-+  nyzzo  — qdy  -1-  mpdy  -t*  nydy  —pdp  H-  mpdy  -+ 
4tydy , parimente  integrabile  perchè  omogenea  ( 961). 

Ma  l’ omogenee  di  second’  ordine  , in  cui  dxfd^xe  c.  si' 
valutano  per  una  dimensione , posson  sempre  ridursi  al  pri- 
mo con  le  sostituzioni  yzzuxe  qxzzz,  che  atteso  dyzzpdx 

, , zdx  , dx  du  dp  , , „ 

e dp  ~ qdx  — — , danno  — ~ r z : cosi  aydx  — 

X X p — fi  £ 

kxdxdy  -+gy2d2y  ~ O diventa  au  — bp-+  gu2qx  — o — au  — * 

, , , bp — ari  du  . gu2dp 

bp-\-gu‘z,  onde  — — , =:  ^ ~ e dp  = ...  . 

< gu  P — u °P — au 

(bp  — au)du  . , 

— — , eqaazion  del  prim  ordine  che  se  possa  sepa- 

(p-u)gu* 

tarsi  ( come  nel  caso  di  azzb)  separerà  anche  l’altra*^ 

. x 

— — . Anzi  tali  equazioni  si  ridurranno , sol  che  sieno  omo- 
p — - u 

•enee  riguardo  ad  y , dy , d2y , qual’  è yd2y  — dy * — Xydxdy  = 
o •,  poiché  fatto  p zz~^zxuy  ^ q — ~ ~ yz  onde  dy  = uydx , 

dp  —yzdx  — udy  - +yiu , — — u4.x  ss  ~ , ella  diven- 

y xi 

yqdx1  — 
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fca  yqdx*  — p2dx*  — Xypdx2  — O—z — n*  — irX,  cbedk  udxzz 

(u*-huX)dx — dii  , dti  v,  . , , 

i ' ,onde  — Xdx,  equazione  separata  del 


u 


u 


dy  _ 


priin’ ordine  che  separa  anche  ~ — udx. 

y 

L’  equazioni  che  non  hann*  la  forma  delle  precedenti  ,0 
non  possono  affatto  integrarsi  o esigono  delle  artificiose  so- 
stituzioni per  separarne  le  variabili  . D’  ordinario  si  sostitui- 
sce con  frutto  eguagliando  ai  una  nuova  variabile  i termini 
die  ammettono  integrazione;  manonvi  è regola  generale  per 
sostituire  , e poiché  il  molto  esercizio  supplisce  in  questi  ca- 
si alle  regole,  poriemo  quf  varj  esempj  di  sostituzioni  c<n 
cui  si  giunge  a separar  le  variabili  111  diverse  equazioni  del 
primo  e second’ ordine , ove  X,Y  esprimon  sempre  una  fan* 
zione  di  x o di  y. 

I xxdxi -4- axydx  ly  — bdy*  : compiendo  il  quadrato  si 
ha  [xdx  —4-  j.aydy  f — ( ia'^*-4-  b)  dyz , ed  estraendo  la  ra- 
dice , xdx  — ~dy  [ ^(p2y2  *+4 b ) — iiy  J . 

II.  ±a-X  1dx  -4-  \a2bxdx  -+  <\abyxdx  -4-  2 ab  2ydx~\-b2y‘ldx-— 
ab'dy  — o.  Osservo  che  1’  equazione  può  scriversi  così: 
(lux  -4-  by  -+ab)2dx  — a2b2dx  — ub'uly  — q ; e supposto  (2aa;-4- 

by-\-abfdx  — o;  verrebbe  y — — a • dunque 


2 ax 
* ~~  b" 


a,dy  — dz — » e sostituendo  e riducen- 


. • , abdz 

do,  viene  dx~— . 

a -4-5* 


III.  — a3J# — 3yx2dx-+3yìxdx  — y*dx-+-xìdy-{-aidy  — o. 
Osservo  che  supposto  Syxdx  [y — x)  — o,  verrebbe  yz.  x , il 
che  si  avrebbe  anche  dall’ equazioni  combinate  — dx'  aJ -4- 
)‘)  = o,  dy  ( *}  -f-  a?  )“  o . Faccio  dunque  y — z-\-x,dy  — 

iz-irdx.  e sostituendo  e tiducendo,  viene  ~ — — — 

yj  n * — L-  > » 

IV 

zdz  — ( X — x2  j xdx . 

V.  'lydy  -+  x dy  -4 -ydx  — {a-*rx-¥y)Ydy,  fatto  x -{-  y ~ 
z,  viene  ydz~\-zdy  — ( a-y  z)Ydy : fatto  yz—u,  viene  du  — 

“Y  dy  Ydy  do  qdu — udii  aYdy  r 

- — aYdy.  fatto — — r=  — , viene  - — i — ; fat- 

y y 1 ...  H * 


»’  a’-4-aJ 

x2dx  -4-  xydy--¥  y2dx  zz  Xdx:  fatto  xy  — z,  si  ha 


to  — — p , viene  infine  dp — 

1 


aYdy 

2 

Bbb 
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VT  2x'Ux-+  xydy  -+  y^dx  _ xdx-hydy 

-«V 

. . . z < xdz -{■  zdx  ) dz  e - __  • 

y4  = a* , viene — — — -r  : fatto  a*  — p>  viene 

^ **a4-4-a4  a 

addp  c?a 

p*  -4*  a4  ® - • 

VII.  (a*  — **  )dy  ~+yxdx  — ad.»  V(**  -4-y4  — a4  ) j fatto 

a* — x*—'—  onde — xdxzz  , verta  ^—^—adx*/  (u1  - 

it*  u*  u1 

du  adX 

1 ' e 

vili.  — — = aY'dy  — fatto  aY'dyz=  — , viene  — ^ = 

atda — zdx  > • z . Ydy dp 

: fatto  -=p,  viene 


IX.  — — ^ -4-  bydx  = aydy : fatto  bx  — ayzz  az,  viene 

x,  * 

bxdz—  azdz  fatto  ada= viene  £*da  — . ’• 

* P 

al  ( pdx  -4-  xdp)  r • a du 

_ IzrZLZ. — £i  : fatto  pxzzu,  viene  — = —r- . 

/ (.?-*•  0^*  ^ LrL±il^!Ì:  — vdy , cioè 

a*'1  X X 

~x'dxAm+l)bydx  («jtOi*  ì : fatto  Zv  - 

am~l  x ^ V.  y ..  * * 

(m-+l)Ìx  — lp,y  =zpxm~^1 , viene  — -+  ( m H- 1 ) bpxmX 

€L 

dx  — px2m~*"‘Z  dp  y cioè  — ( — I4(m4l)a  bp)  — 

r 771-4-3 


771—1  J . V dx 

a pdp  , cioè 


771—1 

a pdp 


771 H-  3 , vi 

x ( /ri  — H I )a 


771—  I , 


v-  • -/-  bp~\d 

XI.  mydx  •+  nxdy  ~yrdy  ovvero  xy  ( ~~~  ~~  ) —fdy'. 

fatto  mix  -4-  nly  — lp , xmy"—p , viene  — V-^j  — y dy,  cioè 

P y 

mt  771—1 

Vi» 
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PI  = vW-K** ) : &<» *=pi,y=rt(  1 - 

vSw^O^vjj  = p : f>"°  dz  ~ '“‘e  - 


a* ),  viene 


dz 


quadrando , sostituendo  ii  valor  di  u——-  ed  estraendo  la  ra- 
dP 

..  . dz  pdp 

dice,  viene  — r>  = -77———. 

V(i-a)  V(*-p4> 

XIII.  aydyzzyzdx  •+  x *dx  cioè  x%dx—y*  ( ^^—dx):  fat» 

y 


to  aZ? — x — lz  y'—.-z  ,y  — ^/exz,  viene  **d*  — Ve**z%  * 

^ . * £ 

x*dx d* 

a.  2x  a a— 2 - 
Ve  V21 

XIV.  d.y  = fatto  **_  a'  = z',y  = pz, 

, , , , pxdx  . , pxdx  pxdx 

dy  — zdp  -+•  pdz  — z«p  — H — , viene  adp  -+•  — — 

z,p,dx  . „ dp  (a1  — x*)dx 

» c,®«  p - ?“  • 


dz  ' 


XV.  ( x -f-_y  )*d^  = a*dx : fitto  si  ha  z*(dz~ 

dx)  — dldxi  cioè  dx=z 

- -•  a -fz 

XVI.  ---£±^À--  = Y:  fatto  * =*onde 

n/iy  dx  — 2xydydx-+-y  dy  ) ‘ 4 y 

*=’*  * d‘=yd---+'dy  « i»  = 

Y ; quadrando,  riducendo  allo  stesso  denominatore  e sepa- 

. eia1  YW  . . da 

rando,  viene cioè  n=  . . • • 

I — * V(i— * ) 

Ydy 

JVT?-Yrj‘ 

XVII.  — -y— — •?- l-  2av  ( I -h  ay  ) = • , 

dx*  ydx * (iH-aj)dx*  ^ 

cioè  -—dfy. 2«dxi  Z=  O , che  fatta  dx  co» 

. jrliH-tyr)' 

stantc , si  sa  integrare  ( 045  ) . 
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XVIII.  2 y'dycldjy/xy+y'dy’  */  — = dx\yda—  xdy  ) ove 

y 

dx  è costante  : fatto  — 3 *,  viene  ydy 2 = dx1  (2</z  -+C). 
y ~‘dx' 

XIX.  xddx-Jrdx’l-  — ^~:-  ove  dy  è costante:  fatto 

a* 

addz  . 

xdx  — zdy , viene  — r — — ydy. 

% 

XX.  a ‘ dym  ~ ddy—YAx'  ove  è costante  dx:  fatto 

dyzzzdx,  'tiene  a z dz—\dy. 

XXL  cdxd  — ( 2 addr  — 2xddx  — 'ìddy^ x — dx  ) ( « 

- adxdz  _ 

x)Jx:  se  si  faccia  a — x—p  e dy—pdz , viene  — ^ — 

D ddx  — ^ — ddaV*  — — > cioè  posto  il  valor  di  a = 

r n 2p 

dxdz  jj  dx2  ..  c 

p* * e di  dx  = — 2pdpìddzy/x  -+  - j~—pddx  ~ 11 

*"  ^ *dc 

cui  integrale  è dzy/x—pdx  cioè  pdz  ( = dy ) = — -+  C. 

XXII.  Ydx2  — md>2  — nyddy xz o ove  dar  è costante:  fat- 
" ,,  . ",  rnzdy* 

to  dx  — zdyy/ym  onde  0 = ( dydz  -+•  *d  y ) — n~  X 

Z/'ym~~n,  cioè  nyddy  — — mdy2—  ”1^— , viene  Y dy^/y"'71  ” 3= 

_ ”^L"  c dx  — dy\Zym  . / ^ — * 

s5  V 2J(Ydyj/m  nH-C) 

9^0.  Del  resto  dal  non  potersi  separar  le  variabili  non 
bisogna  dedurre  che  l’equazione  non  c integrabile:  ve  ne  so- 
no alcune  che  ricusando  in  certi  casi  la  separazione  , pos- 
ano generalmente  integrarsi:  e tale  è la  famosa  Equazione 
d l Conte  Eiccati  dy—  axmdx~^by2dx,  sopra  cui  laiceremo 
c‘‘  e si  consulti  il  Calcolo  Integrale  di  Le-Seur  e Iacquier. 
Lece  ora  dei  problemi  sul  metodo  inverso  delle  tangenti . 

Ynoii..  I Trovar  la  curva  la  cui  suttangente  -y~  = 

~x  . S>  avrà  dunque  separando,  ~ ~y^>  6 *nteSran^°» 
nlx  — mly  -4-  ZC  ; fatto  dunque  x — y — c,  sarà.  ZC  = (n  — 
m)L,  onde  y zzx  c , equazione  cercata. 
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IL  Qual  è la  curva  che  ha  per  suttangente^^r: 

dy 

O-  v dy  xdx 
Si  avra  — ==  — — 

y 


X 


a 

1 


■ x 


ed  integrando,  ly  — L = 


iC  (a*-+  **)-,  onde  y — Q/s/(a2-±x2)-.  fatto  * = 0,  divien 

costante  1’  ordinata  y — Ca  — b t onde  C=  - ; perciò  y 2 — 

b*  a 

— ì («* -*-**),  equazione  all'  iperbola  (767). 

III.  Qual’  è la  curva  in  cui  lo  spazio  ABM  - ~ AMO  ? 

n Y ' q 

«i  ha  dunque  — fxdy  — fydx  (946),  -1!  vm  — ^ 

n J J y x ’ y “ 


n m - 
x a 


■ n 


IV.  Trovar  la  curva  BÌVI  il  cui  spazio  ABMP  eguagli 

V ar.c°  BM  moltiplicato  per  una  costante  a,  onde  fydx  ~ ^ 
a J V ( dx'-  -+dy2).  Dunque  — = . cd  integran- 

do’  — a*> 3 (913). 

V.  Trovar  la  curva  AM  , in  cui  il  raggio  osculatore 

MC  = ~ MN . Poiché  MO  : MC  : : MP  : MN , supposta  dx  co-  2°®* 

stante,  sarà  (869)  — y~  — — ovvero  — yddy-+dx2-*- 
n — day  n 

dy2  — o . Per  integrare,  sia  dx—pdy  e differenziando,  ddy=z 

— *ìi-2  e sostituendo  nell’equazione,  n-J  — dP ;dun- 

P n,y  p{p*-+i) 

^ i = ! yS?H-T)  (»s  » >r = * « <**= 

±4y  \f —j — jj-,  equazione  differenziale  del  prim’ or- 
v ^(c  — y ) 

dine  della  curva  cercata.  Se  n zz  m , si  ba  dx  =:  ± ydy(c 2 

y1  ) ed  x zzc±*J{e2—y2),  equazione  al  circolo.  Se 

m = 2n,  si  ha  dx  — —^'^2. , equazione  alla  cicloide. 

V ( c —y) 

VI.  Trovar  la  curva  BM  tale  che  conducendo  per  l’o- 
rigine A dell’  ascisse  la  retta  AO  che  faccia  coll’  asse  un  2,01  • 
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0 _ angolo  di  45  , stia  sempre  1*  ordinata  PM  alla  suttangeatet 
0 ‘ fT  : : una  retta  data  a:  OM.  Dunque  dy:dx::a:y — x,  c 
adx  — (y  — x )dy.  Sia  — x — z e si  avrà  dx  zz  dy  — dz  » 

onde  sostituendo  nell’  equazione,  , 2-zzl — - — , 


a — z 


a — z 


_y_ 


ed  xzzy — a-+Ce  a , che  potea  trovarsi  anche  per  i nu- 
meri 963  e 964.  La  minima  ordinata  BD  si  ha  facendo 

^ = ——=00  (828)  e allora  *=rv=  «Z  — zz  BD zz AD . Lo 
dx  y — x . a 

spazio  DBMP  zzPQ— DC— BCQM  zz  xy—a'l*  — — fxdy  (94  6) . 


Ora  fxdy  —f[ydy—  ady -+ Ce  a dy)  zz  C 


-+ — — ay 
2 


aCe  a (923),  e sostituendo  in  — ay  il  valor  di  yzzx~^' 

_ y_ 

a — Ce  a , verrà  fxdy  ZZ  C'  -+•  ax  — a1:  ma  quando 

2 

Q 

lo  spazio  BCQM  svanisce,  si  ha  yzz  AC  zzai  — ed xzzCBzz 

é a " K 

al  — , onde  C'  =;  a1 a*l  — — — Z*  — ; dunque  fxdy  zz .... 


a 

,,  a az  a 

ax  — . 

C 2 C 


— — - ax-^a^l  — ll — , ed  infine  DBMP  zi  xy  — -L.  -+ 

2 a 2 a . 2 ' 


VII.  Trovar  la  Curva  EM  che  faccia  per  tutto  coll’or- 
dinata  PM  un  angolo  EMP  o TMP  proporzionale  all’  asci»- 

sa  AP,  che  sarà,  perciò  riF  ° dell’  arco  o angolo  TMP.  Si 

avra.  dunque  TMPzz  — , e (646)  ; ; 1 ; tang-— zz^; 

m dy  rn  dy 

dx  x 
— cos  — 

1 dy  dx * 77Z  /7i  x 

dunque  - r.  — eoe  — — , e però  y zz  C H-  mi  seti  — 1 

m m ni  x < r J 


seti 


m 


equazione  che  nel  caso  di  y zz  o daado  Isen  — zz—  — zz.— 

rn  m 
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m , e però  x — mX arco  di  circolo  il 


cui  seno  he  m , fa  vedere  che  la  curva  incontra  la  lineè 

dell’  ascisse  in  punti  E^jE'jF'  oc.  tali,  che  Isen — rz  — 

. m 

C 

— , ed  x eguaglia  m moltiplicata  per  tutti  gli  archi,  i cui 
m 

£ 

seni  sono  ~ e m . Ora  il  numero  di  questi  archi  è infini- 
to ; poiché  se  il  primo  è a,  quelli  che  avranno  lo  stesso  se- 
no saranno  a , c — a , 2c  -4-  a , 30  — a , 40  -+■  a , 50  — a , ec. 
(6l8j:  quindi  le  distanze  a cui  la  curva  incontrerà  la  linea 
dell’ ascisse  saranno  espresse  per  ma,m(c — a) , rn  ( uc-t- a), 
m ( 30  — à ) ec.  Presa  dunque  AE  = ma , AF  = me  — ma  , AE'  = 
»mc  H-  ma  , AF'  — ^mc  — ma  ec.,  si  avranno  i valori  positivi 
di  x . Si  troveranno  parimente  i suoi  valori  negativi,  cioè 
le  ascisse  prese  verso  la  sinistra  di  AS,  e si  vedrà  inoltre 
che  gli  intervalli  EF,E'F'  ec.  seno  eguali. 

dy  x , , 

Fatto  ora  -p=c or — = o per  avere  il  massimo,  sara 
ax  m 

V 610 .611  ) sen — I,  e i valori  che  soddisfanno  nel  seno 
' m 

positivo  a quest’equazione,  preso  a — pon  — ic  nella  serie  a, 

c — a , 2c  -4-  a ec.  sono , 

x _ I * _ 5 *»  9 * _ 13 

__  c y — — C y — — — C y * — — C ) CC» 

m 2 m 2 m 2 m 2 


t » ^ 

e poiché  in  questo  caso  sen  — —lei  sen — — o,  si  ha  y — 

m m 

C ; onde  ai  punti  più  elevati  C , C'  ec.  le  ordinate  son  egua- 
li fra  loro  ed  alla  costante. 

Se  nell’equazione  y = C-l -Iserì"  — si  faccia  sen*  — — o, 
. m m 

sara  y =r.  C -4-  lo  = C — oo  ( 192  ) = — =°  > ovvero  — y — <x>  e 

• ' ' a ' Ly 

però  a tutti  gli  archi  o ascisse  x che  danno  sen*  — — o, 

m 

corrisponde  un’ordinata  negativa  — y che  è infinita  o asin- 
toto della  curva:  ora  quest’ archi  sono  x — o,x—±cm,x~ 
± 2c;?z  ec.  in  infinite  -,  dunque  la  curva  ha  un  numero  infi- 
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nito  d’asintoti  perpendicolari  all’asse  . Il  primo  passa  per  l’o- 
rigine dell’ ascisse  ove  tizzo  ed  è AS,  il  secondo  passa  per  * 
D alla  distanza  AD  = cm , il  terzo  ad  una  distanza  AD'  zz. 
2AD  — 2c/n  ec.  Lo  stesso  è nel  senso  negativo. 


INTEGRAZIONE  DELL  EQUAZIONI  A DIFFERENZE  FINITE. 


970.  ^Upposta  5*=  I (827),  sia  da  integrarsi  l’equa- 
zione lineare  del  prim’  ordine  y'  — py  — X zz  o , ove  y'  zz. 
y-*.-ìy,  e p,X  son  funzioni  di  x.  Fatto  yzzr »,  onde  òy  — 

-4*  z$r  -+■  <^»-5ss  , l’equazione  si  cangierà  in  rz  ( p — I ) — 
rlz  - zgr  — JrJs  -4-X  rr  o ; e se  Sia  r*  ( p — I)  — z^rzzo  ov- 
vero I.  pr^nr— i-5r,  verrà  » Sz  •+  àrfizzz  X , ovvero  II.  Sziz: 
X • 

— . La  I.  si  integra  riducendola  a lp  zz  l ( r -4-  S>-  ) — Ir  =z  S ( Ir  ) 
Pr  e/ 

^831),  onde  Ir  zz  cip  ed  rzze  perciò  dalla  II.  si  ha  Sa  = 
X , y . X , plp,  X _ « 

— 7-‘<=- 1 ( ° “,7  c J ■ 

pe  pe  pe 

971.  Poiché  la  somma  <r  di  tutti  i valori  di  lp  dipende 

da  x dì  cui  p è funzione  ( 970  ) , ed  1 r S ( x — l -4-  x — 
2-+x — 3 ec.  ) (824),  si  avra.  cip  col  cangiar  successiva- 
mente x in  x — 1 , x — 2,.r  — 3 3,2,1,  e col  prender  la 

somma  dei  logaritmi  di  queste  quantità  o il  logaritmo  del 

loro  prodotto  (2pp)  che  chiamo  Ixp.  Quindi  rzz  e a^—  e***  zz 
srp  (852)  c chiamando  p il  termine  che  viene  immediata- 
mente dopo  p nella  serie  ec.  'p,p,p'  ec.,  S3ih  r -4-  5r  ( zz 

X X X 

pr)zz7rp,  e perciò  J *(=-)  = - , , sj  = <r  — . cd  y — arp 

pr  7 r»  irp 

X 

( c — -,  *4-  C ) . Così  data  j»  -+  ( x -4- 1 ) H-  a ( 2x  -4-  l)  = o, 

a-p 

I x 


san  =rx-4-  I ,p  — I — - 

*zzi*-z*.dzà„B.2 

X x — I x — 2 x 


*41’^  x-b 


> *i>  = 


X-+  I , X 

- """  9 7 Tp  — 

X-f  2 x — t-  I 


I x 1 3 I X . \ v 

. ....  3.2.I  = , zz  a{  2X  -+  l ) , Xzz 

x x — 1 *41  p~I 


— ~L>,  '*y  = i(c-«(te+i)i=(te7)  ® - 


«x„. 


Supposta 
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Supposta  costante  p—f , saranno  irfyxf  dei  prodotti  fn, 

fn~*‘ 1 di  f moltiplicata  per  se  stessa  tante  volte  n,n41 
quanti  sono  i termini  che  precedono  y,y'  nella  sene  ec. 

^n'y  .."y  ,'y  ,y  ,y'  ec. , ed  in  tal  caso  si  avrà,  y ~fn  (C  •+ 

a — ~ — );  e se  sia  costante  anche  Xzzg,  il  rimanente  in- 

f"*1 

~n 

tegrale  a esprimerà,  la  somma  — — - — (258)  della 

f"*‘  fv- 1) 

1 I x . . , 

progression  geometrica  — , — : — cioè  la  somma  di 

fn  /—I  / 

tatti  i valori  che  si  hanno  da  — cangiando  'successiva- 

f “fI 

mente  n in  n — I — 2. . . .3 , 2,  X ; si  avrà  dunque  allora 
J = C 

..f-\  - • , 

Può  sciogliersi  con  questo  metodo  il  bel  Problema  già 
proposto  di’ sopra  1 3 0.  XXIV.  j Se  come  ivi,  sia  c la  sor- 
te impiegata  al  frutto  semplice  di  m per  I , t gli  anni  in 
cut  vuol  consumarsi  la  solfe  e il  frutto,  ed  x la  somma  co- 
stante che  dee  spendersi  annualmente  > supporrò  che  nell’an- 
no nsimo  ja  gorre  sia  ridotta  ad  y , onde  tra  sorte  e frutti 
si  abbia  y ( I -+  m)-,  e giacché  in  quest’  anno  si  spende  *, 

la  sorte  nel  seguente  anno  (n-i-l  fim°  sarà  y'—(m~ b 1) 
X — x , equazione  da  cui  si  ha  p —f  — m-\-  \ ,X  -=^  g — — 

*,  ed  _)i~C(/72-+x)’,-r-  ii.— — LL.  ii  ; ma  quando  gli 

m 

anni  sono  nzz  1 si  ha  la  sorte  yzzt" ; dunque  c = C(oi4 


n — I 


«\  f C-+X  , X X . . . 

1 ) — X , C — ed  V — — -+•(«?->— Wm-fl) 

m -+  1 m ' 771 

Or  tutto  vuol  consumarsi  negli  anni  n — t , e perciò  nell’  an- 

, jf- 

n°  n — t •+  1 dee  aversi  y zz  o;  dunque  o zz  — -+(c  — 

771 

-r)  (m  + i / e la  somma  cercata  * = i-i, 

7,1  ( 771  -f  I x 

972-  Sia  anche  P equaaion  lineare  del  second’  ordina 
y~*~  aly  *+  b^y  — X in  cui  a,b  son  costanti  e X.  Se- 

Ccc 
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condo  il  metodo  dei  coefficienti  indeterminati  (964)  pong» 
mp  — mSy~o  e sommate  le  due  equazioni,  viene  IJ.  y -+• 
( a -bm  )p  — mly  -4-  blp  — X . Supposto  al  solito  ( 964  ) y ~b 

| jyjy 

(a  -b  m)p~  — <r  ( mly  — hip  )~y——t  abbiamo  a -+  m — 
m m 

con  che  si  determinano  i valori  di  m (964);  e 

771 

fasto  II.  y ■*+  (a -4-  m )p  — u —y  — ^ e perciò  £u  — 5y  — 


m 


ovvero  mlirzzmly  — hip,  la  I.  equazione  diverrà  u — 


m 


mSu  = X che  ci  dà  (971)  u—i r(i_+— )(C  — X...,. 
9 ) ; onde  fatta  la  costante  1 -4-  — —he  pe- 

/ I . TTL 

m.ir(l  ) 

m 

ih  m~—1  , si  avrà  u ~ hn  ( C — ( h — I ) v — ~ — ) ( 97 1 ) ; 

h— 1 ~ ' ' 


n-M 


e se  anche  X fosse  costante , verrebbe  u~h * (C  — ( fc  — 
I ) Xcr  — 1 — ) = Ch*  — X ( h*  — i ) (97 1 ) . Posti  pertanto  in 

queste  i due  valori  di  m o h',hr  di  h , si  avranno 

• j , „ ,.  , (a-bm')u' — ( a -+  m"  ) u’  . , . 

1 due  u ,u  di  u ed  y = ; - — (964). 

m — m 

Vale  il  metodo  stesso  per  l’ equazioni  simili  del  terzo  , 

quarto,  rstmo  ordine  (966.968). 

973.  Bisogna  trattare  al  solito  (965)  1’  equazione  qy  -b 
a$y  -bb$*y  ,ir.-{-u)Ìryzz  X quando  q — 0,0  resta  solamen- 
te u>$ry  zz  X . la  quest’ultimo  caso  sia  4,Xz=o, 

e dovrà  integrarsi  $4jf:=o  ovvero no: dunque  1°.~~  = 

g=C,  o — csx ; ^'=g=q„,^c'=(82j) 


ÌX* 


Sx 4 Sx* 


Cx-bC,o  ^y-=ìxCx.+  CSx-,  3*.  Cìxax  -t- 

àX  u OX  òx 

C'Sxti  -b  C " = (827)  C (i*1  — lx  ) -+  C'x  -b  C" , o Sy  = 
(1*»_  I«)  -4-  S*CVh-  C"S*  ; 4°.  cS^r^CS^i*4  — 
Cfaff  ±x  -4- C'f  -H  C"$*«i  ~b  G"'  — (827)C(^»  — 4*4-h 
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■fa*)  - C(*  *•  - 1 »)-+  e ( i»*  _ j*  j .+  c"*  ■+  c"'= | c»i  ■+ 
i(G'—  C)x‘4'  iC  — 

974-  Si  applica  questa  dottrina  a varie  specie  di  Serie  Ri- 
correnti : noi  ci  limiteremo  alle  più  semplici . Già.  si  sa  (273) 

che  l’equazione  — — — — A -4  Bj»  -4C**  ec.  si  riduce  a 

a -4  2 ax  — x 


fa1  A*+a‘  Bx  -4  a*Cx*  -4*  alDjtJ  -4  aiEx,+  -4  ec. 

© “ — e1  ■+  2a  Ax  -f  2aBx*  -4  2aCx3  -4  2aDx4  -4  ec. , e i due 

^ — Ax%  — B*5  — C*’4  — ec. 

primi  coefficienti  A,B  si  determinano  dall’ equazioni  a* A — 
fll  — ó,  a’B.v-r  2aAx  — o:  riguardo  agli  altri  C,D,E  ec. , 

uar-~  28  A n_  — 2C  B _ — aD  C 

si  ha  C — h , D H -j , E — H — r ec. , d 

a or  a a1  a a* 

11  . Cx*  I2x}  20o?4 

onde  la  serie  ricorrente  I — -4  — — . *c.  zz 


-j - rotto  genitore  della  «eri*  . Ora  le  Costanti 

a -+•  2ax  — xs 


2 I 

quantità.  — , -h  -,  dal  cui  pradotto  nei  «spettivi  Coefficien- 

a a 

ti  B , A ovvero  C,B  ovvero  D,C  eC.  che  precedono»  na- 
te* ciascun  coefficiente  C,D,E  ec.  che  segue»  si  chiamano 
scala  di  relazione : ed  è facile  osservare  I*.  che  la  scala 
di  relazione  è formata  dai  coefficienti  che  ha  la  variabile 
nel  denominatore  ordinato  del  rotto  genitore  presi  coti  segni 
contrarj  e divisi  per  i termini  costanti  : 2°,  che  per  avere 
il  coefficiente  di  un  nuovo  termine  della  serie  bisogna  mol- 
tiplicar V ultimo  già  trovato  per  il  primo  termine  della  sca- 
la di  relazione , il  penultimo  per  il  secondo  ec.  » e far  la 

somma  di  tutte . Così  il  rotto si  cangia  nel- 

1 — * — 6 

la  serie  i-f  2 % -f  3*1  ■+ 32*  + 4%+ -t  & -4  6stf -+-6*7-b 7z**c., 
la  cui  scala  di  relazione  ( mancando  **  ,*}  ) sarà  1,-40, 
*+°>  — »-  I » — I » e supposti  trovati  i primi  cinque  Cocfficien- 
1 >2>3>3»4>  pef  avere  il  sesto»  il  settimo  ec. , si  fa- 
ra  1 . 4 — s-  0-3  *+  0.3  -+  1 . 2 — 1.1  = 5 coefficiente  del  sesto  ter- 
mine  ,1.5-40. 4-+- 0.3  -41.3  — 1.2  = 6,  coefficiente  del  set- 
timo ec. 

91S-  Darà  dunque  una  serie  ricorrente  f-+gx  -+  hx*  4 
*x3  ec.  con  la  scala  di  relazione  p,-b3,H*r  ec. , la  sua 

Somma  all’  infinito  sarà  un  rotto  genitore  . .’  — 

, 1 — px— qx1—  r*}ec. 
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di  cui  la  scala  di  relazione  già  somministra  il  denominato- 
le ( 974 ) . Per  avere  i coefficienti  s,t,u  ec.  del  numerato- 
re, si  divida  n-\-  tx  ■+  ux1  ec.  per  I — ,px-“-  qx1  ec.  e pa- 
ragonando il  quoziente  s -4.  ( t -+ps  )*-+■(  «4  g<H-pt  •+  /->*■*)  ■* 
ec.  con  la  serie  data,  si  avra  szz.f,f=zg—pf,n~h--pg  — 
qfy  ec. ; dunque  la  somma  cercata  sarà ■* 

/^-(g—pf  . Così  se  la  serie  sia  I — 

I — px — qx 1 — rxì  ec. 

Au  Jf  t —2  I 

_ _f  0 - ec. , e la  scala  di  relazione  avremo j— 

a a*  a a 

— \ ec.  ,p  = — — ,qzz~,  e la  sua  somma 
c a a a a 

a i \ 

all’  infinito  «ara  J - j ( 9*14  ) • Che  se  81  v°gJltl  la 

a -+•  lax  — x 

somma  fino  ad  un  dato  termine  ti"  , i termini  dopo  di  cs- 

n~¥l  n -f  2 n*+3  

so  all’infinito  saranno  ux  -t-px  -+X-»  ec-  — 

x”'*1  ( u -+•  px  -4-  x*1  ec.  ) 

x^_~^ju-+(p-~p»)*-+(  X—PP  — V)**  **■}  e però  la 

I — px  — qx 1 — rxf  ec. 

somma  della  serie  si  troverà : 


f+(g’pf  )x-+{h-pg-qf  )x*ec  -Vx -(p-p'J)x  "JX~PPmCIv>x ?!’  ; 

I - px-qx * - rxJ  ec. 

onde  nel  caso  d*  una  scala  bimembre  p , -4-  q quando  7r 
pg-bqj  e x=i>f»-4-3W  (y24),  1*  somma  fino  al  termine  tx 


. /-4-(g— P.f)*—  »*  —(<p  — pujx 

I — px — qx* 

„ . . « -4-  i n *-4-  3 

r.9If perchè  u ^ 

I — pX — qx% 

pT  ^hj,  p — pv  ~¥qr  (924).  Così  volendo  la  somma  della 

ax  . 29=c4  ,, 

serie  di  sopra  i ec.  fino  al  quinto  termine  — — > ella 

. , a*-+7oaxy — 29** 

Si  troverà  .. t t • 

a®  -4-  2a’X  — a*x 

926.  Ma  questa  formula  della  somma  involvendo  i ter- 
mini particolari  f,g,  h ec.  v,p>,  X ec>  > non  Pu°  ^arci  ** 
termine  generale  ( 225  • 226  ; onde  alla  ricerca  di  esso  ap- 
plicheremo j' equazioni  a differenze  finite.  Supposra  g,  -4--r 
U scala  di  relazione , yxn  il  termine  generale , y il  generai 
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n — I 


« 


n -4- 1 


n-4-2 


•coefficiente  della  serie  cc.  'yx  ,yx  ,yx  ,y  x 
ec.  ed  n il  numero  dei  termini  la  cui  diffeienza  costante  c 
Snsz  i , si  avrà  y"  — qy'  -4-  ry  (974):  ma  / = y •+•  5y,y"  = 

y -+■  2 Sj  -4 - u*y  (823) ; dunque  y -4-  — — — o , che 

.paragonata  con  1’  equazione  di  sopra  ( 972  ) ci  dii  a zz  . . . 

_JL_ , x=o , • ‘--tX  L?l±.t) , 

1 — q — r I“2  — r 2(1  — q — r ) 

_//_9“'3~  V(2*  “+■  4»*)  , T j.// 1 , 

m — — -7- — , a - IH ;>  « —IH-  — -,  , u — 

2(l — 0 — rl  m m 

Ch'\ti"  = C7T"  e<f^*"  

[ ' a •+  m! )u"  — (a  -+•  x"  f „ , 

- i _ i — 1 — (97 2).  Cosi  data  la  sene 

ITI—  W1 

I -4-2#*  -+2#J  _|.6#4  ec  ==I#°  H-o#*  -4-2#*-4-2#3  H-  6#4  ec., 
'la  cui  scala  di  relazione  I,_f2,  sarà,  q — 1 ,rzz2,azz — A, 

m~~  i , m"  zzi  ,h'  zz  — I,  h"  ~ 2,  u'  -C(  — I )*  ,u"  %z' 


-4-iC(— 1)";  e poiché  fatto  « — 0,  si 

ia- 
ed 


^",>=|C'2^i.3. 

ha  dalla  serie  * — 1 , e fatto  n ~ 1 si  ha  y =0 , le  due  equa- 
zioni ir=|C'H- -|C,o  = |C'  — danno  C'=ì,  C = 2 ed 
yx"=±( 2*±2)x”,  preso  il  segno  H- , o il  segno  — secondo 
che  n è pari  o impari. 

97?.  Talvolta  per  esser  2 — 9 = 0 ed  1 — 9 — r = 0 si 

-trova  m' zzm"  — allora  l’ equazione  vH-- — — c 
e I — 9 — »• 

si  riduce  a 5*ji  = o ove  la  differenziale  costante  è Sn  — 1 
(976);  dunque  y = Cn  -f  C'  (973).  Così  data  la  serie  1 -+ 
6x -4- 1 1#1  -4- 1 6#3  ec.  la  cui  scala  di  relazione  9,-4-  2, 

— le  perciò  9 — 2 = o,  ed  I — q — r — o , sarà  y — Cn 
C'  ; e poiché  quando  n—  o si  ha  j = 1 , e quando  n zz  1 si 
Ira  y zz  6 , le  due  equazioni  i“C',6rC-4-C'  05  — C dan- 
no yx"  — ( 5«  -4- 1 )**.'  Può  anche  avvenire  che  si  trovi  m' zz 

m”  zz -a  (965):  allora  fatta  al  solito  m"  zz  mf  - 4- ca  zr 

2 


2(0  —a 


— 1 “» — — ±1 . I a ^ g • _u-a-aw 


I a - 2 - 2w 


m 


a a 
. « 


m 


a-2w 

or»  oy  éf£m  2co\*  •« 

- , sarà  u"  — C[- ] , cioè  sviluppando  il  binomio 

a - 2<*>  \a  - 203/ 

n n — I . 

, , * ,/  Cf  g - 2no  u) 

«on  trascurve  w*,w5  ec.,  u — — i,  e però 

„ . n n • i . r 
- 2w{*  - 2 nm  • ) 
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(8.,o)  ,= “_L  _ Ifj+J?.  >CJL  -[C«- 

' '*'y  .ri  n — I . n 

-—2»  (a  — 2na  u»)  — 2u« 

— i )]^ — onde  fatto  ^ zz  C'  e restituito  il  valor 
a a * a 

di  g = a — 2,  si  ha  j»  =: [ Co  — C'  ( n — i)]  ^ 1 : così 

data  la  serie  i -+lx-\-  24**  -4-  68#*  ec.  la  cui  scala  di  rela- 
zione 2 ,_+•>  — 4 , — 4,  Sara  (976)  a — — 2 ed  y — [Cn  — 
C'(« — ijja""1;  e poiché  quando  n—  o si  ha^—  j , e quan- 
do n — i si  ha  y — 7 , saia  C'  = 2 , C = ? ed  yx " — [ — 

2 ( n — I)]2"-1**.  Gli  immaginati  non  fanno  qui  dithcolta, 
come  può  vedersi  nella  serie  I.+  2x — x'  — lix*  — I9*4ec. 
la  cui  scala  è. 3»  — 5i  e il  cui  termine  generale  ( fatto 

2v/  — 1 —gì  « trova  yx”  — — ^ J.SJ — 

« ^ 
senza  immaginar), 

978.  Anche  noli*  Analisi  del  Caso  e della  Probabilitct 
si  adoperano  le  differenze  finite.  Chiamando  noi  fortuito  o 
casuale  un  successo  allorché  ignoriamo  le  cagioni  che  pos* 
son  farlo  avvenire , siamo  costretti  a riguardar  come  egual- 
mente probabile  1’  esistenza  o inesistenza  di  due  successi  ca- 
suali se  1’  uno  o 1’  altro  dovendo  necessariamente  accadere , 
non  vi  sia  maggior  ragione  per  cui  1’  uno  debba  accader 
piuttosto  che  1’  altro.  Si  riguarda  pure  come  egualmente  pro- 
babile l’ esistenza  di  tre  avvenimenti  che  a vicenda  csclu- 


, dendosi  mentre  un  di  essi  dee  certamente  aver  luogo,  non 
ci  offrono  intanto  ragione  alcuna  onde  lo  debba  aver  questo 
piuttosto  che  quello:  ma  qui  1’  inesistenza  di  ciascuno  è piu 
probabile  della  sua  esistenza  nel  rapporto  di  2 a I , perchè 
di  tre  casi  possibili  P inesistenza  ne  ha  due  in  favore  e uno 
solo  contrario.  Quindi  le  probabilità  n,lT  dell’esistenza  o 
inesistenza  d’un  avvenimento  son  tanto  maggiori  o mino- 
ri, quanto  dirutamente  è più  grande  o più  piccolo  tl  nu- 
mero dei  casi  F,C  a lei  favorevoli  o eontrafj,  e quanto  re- 
ciprocamente è più  piccolo  o più  grande  quello  dei  casi  possibili 

P;  onde  sarà  n :=  Fx -*■  =4"e  ri'^Cx-^— -5»  e 

, r r r r 


i casi  favorevoli  F insieme  coi  contrarj  C formano  i casi 
possibili  P,  cioè  F-+C— P,  si  avrà  114  11'-  I ed  I rap- 
presenterà la  certezza,  essendo  chiaro  che  un  avvenimento 
dee  di  certo  accadere  o non  accadere.  Trovata  la  probabi- 


Digitized  by  Google 


X 395  X 

lita  si  determina  la  speranza  £ degl/  interessati  all*  esi- 
stenza dell’  avvenimento  , e questa  speranza  evidentemente 
risulta  c dalla  somma  sperata  S e dalla  probabilità  1]  d’ot- 

FS 

tenerla,  cioè  ^ . Ecco  ora  un  Problema  sulle  pro- 

babilità per  far  vedere  come  si  applichino  a somiglianti  ri- 
cerche le  Differenze  finite . 

Presa  a caso  una  quantità  di  monete  da  un  mucchio  n 
di  esse,  determinar  la  probabili^»  il  numero  preso  sia 
pari  o caffo,  supponendo  che  possa  prendersi  una  sola  mo- 
neta, o più,  o tutte.  Chiamando  y i casi  in  cui  il  numero 
preso  può  esser  pari,  e z quelli  in  cui  può  esser  caffo,  un* 
nuova  moneta  aggiunta  al  mucchio  e combinata  coi  prece- 
denti casi  in  caffo,  gli  renderà  tutti  pati,  onde  allora  la 
somma  dei  pari  sarà  I*.  y'  zzy  -+•  js  ; ma  combinata  coi  pre- 
cedenti casi  pari,  gli  cangierà  tutti  in  caffo  oltre  l’unità 
aggiunta  che  è caffo,  onde  la  somma  dei  casi  in  caffo  sa- 
rà IP.  La  I.  dà  y -+•  iy  zz  y -+  e cioè  ìy  — 

% e però  ì2yzz  às:  dalla  II.  si  ha  a -t*  Sz  — z -+y  -+  I cioè 
5*  ( — 5 ^ — 1- 1 e però  y—Z*yzz:  — I , equazione  da  cui 
abbiamo  ( a — 0,6=:  — J,X  = — I ym'zzi  ,m"  zz — 1 , 
h'  = 2 , h"=  o , u'  = ( C -+  I ) 2"  — I , u,f  zz : — I ed  j ~ { C — t- 
j ) 58 * — — 1 5 ma  quando  n zza  I non  si  hanno  casi  pari  e 
però  yzzo\  dunque  C — o , y zz  a*-1  — I ,y'  — 2"  — I , t,  ( = 
y' — y )zz2n~l . Ora  i casi  y par»  coi  casi  % in  caffo  danno 
i casi  possibili  P zz  y z zz  — ■ I ; dunque  la  probabilità  per 
F v ln~ 1 — 1 

\ casi  pari  è n =:  „ 1 — = — -, — — » e quella  per  gli 

^ y — Ì“  S 2 * 

ìmpari  IT  = 5 = — * -zz- ; e poiché  2n~l  >%*-'—  1 , 

v P y -+  a 2" — 1 

la  scommessa  per  il  numero  caffo  sarà  sempre  più  vantag- 
giosa che  per  il  pari. 


INTEGRAZIONr  DELI,’ EQUAZIONI  A DIFFERENZE  PARZIALI. 

979.  ^Upposta  * una  funzione  di  più  variabili  x,y 
ec. , diconsi  a differenze  parziali  del  prim'  ordine  quelle  e- 

dX*6?z  , . 

quaziom  in  cui  t ,x  ,y  ee.  vanno  unite  con  ec.(935); 

ax  dy 

d*  dy 

del  secondo  allorché  «Itre  z,*,y  ec, , ec.,trovansi 

dx  dy 
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* dd?z  d'^x  d*(Pz  d? dX x 

dx 1 d» e*  ’ dy 1 dy*  C ’ dxdy  dydx 

(93 5),  differenze  parziali  seconde,  che  nascono  e dal  dif- 
ferenziar per  x i^-r  per  v ec.  essendo  costanti  dx,dy 
dx  dy 


ec 


dXz 


dal  differenziar  — — per  y o per  x ec.  : così  si  di- 
dx  dy 

ca  degli  altri  ordini  successivi.  Tali  equazioni  qualche  vol- 
ta a*  incontrano  nell’  alta  Geometria , e assai  spesso  nella  Fi- 
sica Matematica  più  sublime:  ma  come  il  Calcolo  Infinire- 
simale  suppone  perfetta  1’  Algebra , così  quello  dell’  equa- 
zioni a differenze  parziali  suppone  perfetto  1*  Infinitesima- 
le . Per  esempio,  qui  si  assume  che  possa  sempre  trovarsi  il 
fattore  m che  rende  esatta  la  differenziale  qualunque  Pdx-+  Qdy 
(959)y  e si  riguarda  come  integrata  un’  equazione  a differen- 
ze parziali  quando  è ridotta  all’  integrazion  d’ un’ equazione 
a differenze  ordinarie  : se  il  fattore  non  possa  aversi  o se 
non  si  possa  integrare  P equazione  differenziale , il  difetto 
sara  dei  Calcoli  inferiori,  non  di  quello  di  cui  trattiamo., 
Eccone  alcune  più  elementari  nozioni  . 

980.  Se  z sia  funzione  dt  * ,y,  si  avrà  dz  — P dx  -+- 

però  ^?  = P,^  = Q (93Ó).  Dal  che 

dx  dy 

..  o . „ . . dXz  dyz 

si  raccoglie  1 . che  1 espressioni  son  quantità  va- 

dx  dy 

fiabili  ma  finite,  denotanti  il  coefficiente  P o Q di  dx  o di 
dy  quando  si  differenzia  z o per  x o per  y:  2°.  che  se  nel- 
la differenziazione  di  z si  prenda  x oy  costante , si  ha  dzz=. 
V x 

d'  z — Qdy  0 dzzzd  z — Ydx,  e l’integrale  di  queste  equa- 
zioni sarà  z — fì  Qdy  -4-  C o Z — J~XPdx-*-Q'  ove  potrà  es- 
sere C = p(x),  C'  —p  (y)(  936. 2°.  ) se  d’altra  parte  non 
si  sappia  che  tali  funzioni  non  hanno  luogo:  30.  che  aven- 
dosi /'Pdx—Px  — f'xdP , tj Qdy  zz  Qy  — J'ydQ  (piò  ) , sarà. 

X 

z =f?dx  +fQdy-?x -4-  Qy -f(xd?  +ydQ  ) = 


Qdyzzd*  z-+à?  z e 


981.  Dfee 
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p8l-  Dico  ora  che  se  z sirv  una  funzione  di  x,y  onde 
di  zz  d*  z -+  d?  z , ella  gara  anche  una  funzione  di»,  «(sup- 
posta u funzione  di  x,y.)  cosicché  denotando  con  d'x  z la 

differenza  di  z per  la  nuova  si  avrà  dz  — d!  z-\-d  z. 

Infatti  se  z z:  ax  -h  by  zz  nax  -4-  by  — (n  — I ) a*  — . . . 

(ax-i-by)  „ \ _ . , , . 

— — ec.,  potrà  farsi  ttzznax-+by  ,uzzby  — (n — 

xn 

. ax  -4-  by  , , , . n.  A , . 

I ) ax  , « ~ - , « = ( ax  -4-  by  ) k , « = ec. , ed  u sarà 

. - x” 

sempre  funzione  di  x ,y,  onde  z lo  sarà,  anche  di  x,u. 
Perciò  u è indeterminata  e suscettibile  d’  infinite  forme 
differenti. 

982.  Anzi  può1  u soggettarsi  a soddisfare  ad  una  condi- 
zione richiesta  , per  esempio  , che  sia  tale  onde  abbiasi 

— il  EÉ.  u zz  0 , intendendo  per  p una  data  funzione  di 
dx  dy 

x.,y,  poiché  preso  dall’  equazione  proposta  e sostituito  in 
du  — dx  11  -4-  dy  u il  valor  di  d.Xu,  si  avrà  du  — dy  « — 

U ( dy  — pdx)  : dunque  supposto  m il  fattore  che 
dy  dy 

rende  esatta  la  differenziale  dy  — pdx  (959)  onde  si  abbia 

tìidy  — mpdx  zz dt , verrà  du  zz  — — . — ; dunque  u è funzio- 
J dym 

ne  di  t,  ed  essendo  u indeterminata  (981),  può  farsi  « =: 


?dy  u _ 


t onde  —~zzm,  valori  che  danno  — -4-  — o.  Cosi 

dy  dx  dy 

se  si  voglia  « di  modo  che  sia  — — — rro,avremopz= 

— — e dy  —pdxzzdy-ì-y—,  differenziale  esatta  se  si  mol- 
x XK 

.....  dy  u , dX  u 

tipliehi  po*  mzzxzz——-,  dunque  xyzztzzu  e — . . . 

1^-1=  v-y- zzo. 
xdy  x 

983-  Considerando  dunque  a come  funzione  di  x,,y  * 

\ Ddd 
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x y x u 4 

di  x,u  , si  avrà  di  — d z-\-dr  z — d'  t~hd  g ( 98 1 ) : ma 

du  — dX  k-4-  (P  u ovvero  dud*1  z — (dX  u-t- d?  u ) d'lz , e però 

,u  ri 

,11  d z . ,x  ,y  ..  i ^ d z ,x 

di  — — — (d  u-i-d  u)  ; dunque  dz~d  z -+  ,du- 4- 

du  du 

d?  u — dX z~\-  d?  z , e quindi  (980)  dX z — d'Xz  H — • 
du.  du 

d*u  = 

du 

984.  Ciò  premesso , poco  vi  vuole  a integrar  1*  equa* 
zicni  lineari  del  prim’  ohimè  a tre  variabili,  che  tutte  com- 

prendonsi  nella  generale  — z •+?-  * -4- <7  rr  o , essendo puni 

dx  dy 

data  funzione  di  x,y,  mentre  o può  esserlo  di  x , y , z . Poi- 
ché sostituiti  in  essa  i valori  di  d* z,d?  z (983),  si  ha 

„*■  ài  .x  ,y  ,x  ,y 

d z d z(d  u pd , d u pdru 

V )-*=oì*  **"0  *r +V  =° 


d,Xz 


per  determinar  u (982),  viene 1-  a = o.  Posto  dun- 

* dx 

que  in  q il  valor  di  y ricavato  da  quello  di  u,  onde  q si 
cangi  in  q' , avremo  d z-^q'dxzz  o:  ma  z è qui  funzione 
di  x,u  e manca  d"  zi  dunque  u è «ostante  (980  2°.);  dun- 
que d'X  z ~dz  — — qdx , dunque  z rr  — J X qdx  -+  p ( u ) 
(980. 2°.). 

Esempio  . Debba  integrarsi  % -z  -+^—  -4.  — — a>J ( x*  -4* 

dx  xdy  y 


y*  ) = o:  avremo  p — — , q — ~ — aJ{xl  -4-  v*  ) e -f- 

. x . y ' dx 

pd?  u dX  u > yd?  u _ . • « / n v 

— - — — o—  , \r*~ . Da  questa  equazione  si  ha  (9S2) 

dy  dx  xdy 

duza—'—(dy — e poiché  il  fattore  m — — rende  e- 
dy  x ' x 

satta  la  differenziale  dy  — , verrà  — t— u,y  — u.xt 

x x 


AX 

d u 
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y — o*  ^ f [ -ì-h1),  e dovrà  integrarsi  dm  — ■ - — V 
• ux  ' ux 

axdx  \/(  I -+  u*  ) ovvero  ttxdz  -+  zdx  zz  aux'dx  \/{l  -f-  m*) 
fatta  u costante-,  integrando  pertanto  (968.  XI.)  e restitui- 
to quindi  il  valor  di  uzz~,  si  ottiene 

x Uy-t-x 


u y <p(^-). 

x 

•985.  Ho  supposta  p una  data  funzione  di  x ,y:  ma  si 
deve  aggiungere  che  può  essere  anche  funzione  di  x,y,z, 
senza  che  si  alteri  1’  operazione  . Per  dimostrarlo  basta  os- 
servare che  da  un’equazione  * — axzzz  by  può  aversi  o sa 

— — , valore  assoluto  di  2,0  z — axz -4-  by,  valore  che  dc- 
I — av  " • * 

termina  2 quando  essa  nel  secondo  membro  si  riguardi  co- 
me una  costante.  In  tal  caso  u che  era  funzione  di  x,y 
(980),  lo  sara.  anche  di  x,y,z,  e perciò  nell’  equazione 

dx  u j.y  u 

— ~ -f  — — =0  (982)  potrà  esserlo  anche  p,  ma  z vi  si 
dx  dy 

dovrà,  prender  per  costante,  e quindi  tutte  l’ operazioni  do- 
vranno farsi  nella  consueta  maniera . Così  per  1’  equazione 

dX z xzà? z • , *2  , , d?  u ( , , 

— 1 — — O si  ha  pzz—.qZZO,duz=  — - — l dy  — .... 

dx  y'dy  r j*’*  dy  \ y 

- A > ‘1  fattore  mzzy1,  onde  u zz  ■?-  — ---  c z zz  <p  ( rt  ) = 

y ) / 3 3 

p(-~y,-~^*xì)=,p(-yì  -3***)-  - 

Nè  faccia  stupore  se  qui  si  sopprime  il  denominator  6; 
poiché  le  costanti  soppresse,  o sieno  coefficienti  o esponen- 
ti o denominatori  comuni,  ricompariscono  in  seguito  allor- 
ché si  determina  la  forma  delle  funzioni  p sfondo  certe 
condizioni  assegnate  . Per  esempio  se  si  voglia  la  forma  del- 
la funzione  p tale  che  fatto  y zz  mx  nell’  equazione  z — p 

x*  ■ ' 

(>*-*-**),  si  abbia  zzz  — , è chiaro  che  sostituiti  i valori 

a ' 

X2, 

di  2 ed  y,  l’equazione  diverrà  — = p(x'  -+•  nV  );  onde 

a 

posto  u zz  tc*  ~+  m'x'  e però  .if  — — — , si  avi  àp  ( u )rz 

tu'  1 
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si  veiie  che 


=*(*• -»•/)=*•,  c 
a(m*H-  I ) a ( m •+  I ) . 

ia  p era  stato  soppresso  il  denominatot  costante  a[m  -4-  X ). 
In  tal  guisa  ( per  avvisarne  qui  di  passaggio  j si  determirm- 
no  le  funzioni  arbitrarie  dell’  equazioni  a differenze  parzia- 
li finché  almeno  le  condizioni  assegnate  per  la  loro  deter- 
minazione possono  esprimersi  analiticamente . 

986.  Del  resto,  si  integrano  con  questo  metodo  anche 
certe  equazioni  per  cui  si  suol  ricorrere  alla  formula  accen- 

x ,,  . &Xz  dyz  

-nata  di  sopra  (980.3  . ).Tàle  e 1 equazione  — - . — — I, 

d z dy  . jv  dy 

che  udotta  a — — o,ci  da  p — o,<j  — — > 

d».  d>  * 

■du  = — - . dy , onde  uzzy  ri'— — ~ » e quindi  dz  — dx 

dy  A du  z 


cioè  * = -+pf  — -4-  <p  ( y ) : dunque  differenziando 

d»z  dX 


,x 
xd  z 


z per  y,  si  avrà  dyz{  = ~—dy)  — dyp,(y)',  ed  integran- 
di* 

'do  , 2-d~  =z  p {y)  - 4-  una  Costante  «he  può  esser  "funzione 

di  dunque  p{y)=.  — J" e Perciò  « — •••* 

d z 

cosicché  se  sia  d~  — — r qnde 

■y  -x  J \dx*  dx  ,y_ 


dJz 


d z 

*y 


dr  z 


JÌOL  — £—  = — , verrà.  « =:  r*  -4-  ^ — f (r),  ptecisamente 
,x  dy  r r J 

dz 

come  si  avrebbe  dalla  citata  formula. 

987.  Per  assicurarsi  poi  che  l’ operazione  è ben  fatta, 
si  torna  dall*  integrale  all’  equazion  differenziale  I®.  differen- 
ziando tutta  1*  integrale  per  or,  dal  che  in  luogo  di  p si 
ha  p'  ( 853  ) : 2°.  differenziandola  nuovamente  per  y dal  che 
pure  si  ba  p'  in  luogo  di  <r>:  30.  eliminando  p'  per  mezzo 
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delle  due  equazioni.  Si  integri  al  solito  (984)  l’  equazio- 
ni r*yd?  z r*z  ex  . 

ne  — 1 — — — — o,  ove  fatta  r zzm  , s — n , saia 

dx  s xdy  x 

my  mz  , d?  u / , mydx\  - 

p — — , <7  — , da  — — — ( dy 1 » il  fattore  rr 

znx  X dv\  nx  ' 


I y 1 mzdx  „ y 

, e perciò  — u,dz  — e z — x"<?  f-~ — \ ovve- 

v*"  V*"  * V*"' 

ro  ~ = p / \ : per  ritornare  alla  data,  differenzio  questa 

*"  v**' 


Xmdxz  — mzx  dx 

.per  x e viene — — 

x 


— my  n/xm  " dxp'  / — — ' 


v 


; differenzi*  per  y ed  ho 


d>z 


ny/x* 


V*"' 


— — ; elimino  riduca,  e trovo  k data. 

*/xm 

988.  Sia  ora  da  integrarsi  1*  equazien  lineare  dell’  ordi- 
re , nx  n-l  ,(n-l)x  y 

simo  , „ _ x d z nx  yd  <r  z 

nere  e della  forma  — - 1 r — ri f ec.  ...-+• 

dxn  dx"-1  dy 

n ny 
y d J z 

dy” 

X'¥  (^)-fec.:  e per  rendei-  più  faqile  l1  ie*elVg«nza  del 

x'd3*z 

metodo,  riduciamola  ad  un  caso  particolare  e jia  I*.  — - h 


= Y0(£)-vYV(X)  ^ec -t-XY  (£)  -1 


2x 
t c 

dx*dy  ' dxdy*  ' dy1 


3 ^ £dK  _ Q _ p ^ 

dx1 


,,2* 

x d z 


— f^yvy  j funzione  di  x,y  ) e differen- 
dxdy  dy 1 


2x 

2 xd  z 


ziando  prima  per  x e poi  per  y,  viane  II*.  — — ^ H ... 
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— i“  v,  ni' 

dxdj  dy 1 


xid2Xdyz  ,2 xdVi  , ^tydXdZyz ^ 3jK^*  J^3^.  -d*V. 

A~àT~  ‘ drfj  * <*>  **j* 


dx 


Moltiplico  la  IL  per  £,  la  HI.  per  ^ e sostituiti  nella 


n ^ 

data  i valori  di  —r^  edi  ^TT  » clla  doP°  la  fiduzion* 
a*’  “V 

diventa  ---4-^.-——  =o,  che  integrata  (984)  da 
dx  x<*y  x 

*>x 

x'd  z 

V — xl  <p  ( — ) » onde  l’integrale  della  I.  sani  IV*.  1- 

axyd  d g t > — »*,p ( Z.  ) . Questa  nuovamente  si  in? 

dxcty  cTy1  * 

xàX z yd? * 
tegra  ponendo  + 


>J?y* 


^.y ? - V,  differenziando  prima  per 

dy 

x e poi  per  y , moltiplicando  le  due  differenziali  respettiva- 

mente  per  — ,-y—,  e sostituendo  nellz  data  i valori  di 
r dx  dy 

e che.  fatta  la  riduzione,  la  trasformano 

ln  = °>  d’onde  « ha  V = 

rfx  xdy  * x ^ 

s*<p ( ) -f  xY  ( ?- ) e per  integrale  della  IV-,  *+  .... 

X ^ 

« ** 

yA-*~  x'àl- y-  )•+  — )•  E finalmente  per  l’integrale  di 

dy  K X x 

quest’  ultima,  che  sarà.  1’  integrale  finita  della  I. , si  trova 

~t.xY(2-)-ì-  f (?-).  Così  si  trattano  tutte  l’at- 
, 2 x x 7 x 

tre  della  medesima  forma  e d*  un  ordine  qualunque  , e per- 
ciò  anche  l’equazione  proposta  in  principio,  giaccb'-  il  ?*"• 
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tèndo  membro  Yp  ( ^L)  ec.  non  altera  punto  il  giro  delle 

• K , ..... 

prescritte  operazioni. 

989.  E’  però  tanto  simmetrica  questa  equazione,  che 
il  metodo  d’ integrarla  si  stimerà  forsé  d’ un  uso  assai  raro. 
Eppure  con  esso  integreremo  più  facilmente  di  quel  che  al- 
tri abbia  fatto  finora , 1’  equazioni  omogenee  di  un  ordine 

nsimo  f quelle  cioè  che  hanno  tutti  i termini  con  differen- 
ziali al  medesimo  grado  e con  coefficienti  costanti . Sia  * per 

„ . cTx  z bdXdy%  ccTyz 

esempio,  1 equazione  V.  --H-  = R ove 


_ TÌ2Cl  fj 

k può  esser  funzione  di  x,y.  Pongo  IP.  — -f rzV 

r vx  dy 

( m è un  coefficiente  indeterminato  ),  è differenziando  al 
solito  per  x e per  y , moltiplicando  le  differenziali  respetti- 

1 2* 

vamente  per  — — , — - , e sostituendo  nella  I.i  valori  di  —~ 
dx  mdy  dx' 

2 y 

e di  — r-.—  t dia  ( se  si  faccia  IIP.  b — m — o ) diver- 
ti}’ ni 

d*V  cd^V 

febbe  IV*.  — - -4 •. — = R.  Ma  qui  bisogna  osservare  che 

dx  mdy 

la  risoluzion  della  III*,  dando  due  valori  m',m"  di  m>  la  II*. 

. . ..  ..  , . d * m'd?  z __  d*z  tn"(P  z 

si  scioglie  nelle  due  — 1 -, — = V,—  h — 

dx  dy  dx  dy 

.jjr 

V,  d’  onde  viene  — ? = V ovvero  — — — o;  dunque  V no* 
dt  dy  ■ 

è ora  funzione  di  x , y ma  di  x solamente  ; dunque  la  IV*. 

ciV  ■ ■ r'x 

dee  ridursi  a — = R(p8o.  2°.),  da  cui  abbiamo  V z=.J  Rdx 
dx 

senza  la  solita  p(y)  che  si  è trovata  o;  dunque  l’ inte- 

r graie  della  I.  saia  -+•  — ^ zzf^Rdx,  che  nuovamente 

dx  dy 

1 integrata  (9S4)  da  z—fdxjX Rdx^r  p(y — m*)  ricordan- 
dosi di  mettere  in  R il  valor  di  y — u Ynx  (984)  prima 

di  integrar /*Rd*:  ma  dai  due  valori  tu' ,m"  di  m 9*  ha 
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* rr  fdx  J*  R dx  -+-?(>—  m'x  ) e b — fdxfXRdx  -+■  f ( y — 

m"x)-, dunque  sommando  verrà  finalmente  z —fdxfX  R<fx-+- 

—p  (y — m'x  ) -4-  — f{y — m'x)—.fdxfX  Rdx-t-p  (y  — m'x) 
2 2,/ 

la  cui  differenziale  restituisce  in  fatti  la 

data  . Cosi  presso  a poco  si  integreranno  1’  equazioni  omo- 
genee degli  altri  ordini. 

990.  Al  caso  di  m!  ~m"  — ~b  soddisfi  anche  più  diret- 
tamente il  metodo  stesso  (988)  ; poiché  avendosi  allora  c — 

V d^z  bdxd?z 

— , la  proposta  equazione  (989)  diventa  — h 

4 dx  dxay 

2v 

ò 

— =:R,  i cui  coefficienti  costanti  formano  un  quadra- 

4 dyx 

hd? 

to  perfetto.  Si  ponga  dunque  -+  ——  — V : differenzian- 
do per  x e per  y , moltiplicando  respettivamente  le  due  dif- 

fcreiizialL  per  e sostituendo  al  solito,  ai  troverà 

r dx  ‘2dy 

——  -4-^-X  — R da  cui  si  ottiene  (984)  V zz/^Rdx  -4- 
dx  2 dy 

b 1 dX  x 

<p(y—  — )ì  dunque  1’  integrale  della  data  sarà  — 4-  .... 

—fXRdx-+p(y -£x),  dalla  cui  integrazione  vie- 

2 dy  2 

ne  z —fdxfrRdx-¥xp{2y  — bx)  -+»  j^(“ìy  — bx). 

991.  La  natura  del  nostro  Libro  non  ci  permette  di 
estenderci  più  oltre  sull’  equazioni  a differenze  parziali . So- 
lo aggiungeremo  che  questa  teoria  si  applica  sempre  util- 
mente , e spesso  per  necessita , a tutti  i problemi  geometrici 
ove  si  considerano  le  superficie  curve.  Si  voglia,  per  e- 
sempio , P equazion  generale  di  tutte  le  superficie  di- rivo- 
luzione 
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limone  intorno  all’asse  AA,  e si  supponga  dz  ~dx%- + 

tt^z=?ilx-^Qdy  (980)  la  differenziale  di  questa  equazione. 
Fatta  HF  — s,  FP  — y , PC  rz  x , PM  ~ u — PH , si  ha  (7.30 ) 

u*  —z1^ry‘l , o differenziando  , dz  — ? dx -i-Qdy; 

e poiché  Qdy  deve  eguagliarsi  a* — (936)»  sarà  PcEe  — 

z> 

; dunque  u è funzione  di  x e può  farsi  uzznx . Si  a- 


».  „ — y n n*x  P • 0 d % 

vra  pertanto, Q r=  — - , P ~ — , — y ~ ~o  ~ .... 

z z n x y dx 

n'xd? 

— , ed  integrando  (984)  con  prendere  il  fattore  m zz 

yJy  • ' 

2 y,  verrà  &zz<p(y1  -*  ri1*1),  equazione  cercata. 

992.  Poiché  però  non  possono  aver  qui  luogo  le  notizie 
occorrenti,  per  dedurre  da  questa  generale  equazione  1 equa- 
zioni particolari  di  superficie  determinate , rammenteremo 
per  ora  al  nostro  intento,  che  se  nelV  equazione  u1  =rz2 
y1  si  sostituisca  il  valor  di  u cavato  dall’  equazion  della 
curva  genitrice  AE^  , si  avrà  subito  1’  equazione  alla  su- 
perficie generata  (73?):  così  se  AEAE  sia  un’ ellisse  , av re? 

ipo  u*.—  — j ( a1  — x*  ) e l’equazione  alla  superficie  dell’  el- 

* V v*  ** 

lissoide  sarà.  I = -•+  — -+■  -r:  ■ Ma  se  la  semiellisse  AEA 
a b 

cresca  o scemi  uniformemente,  nel  primo  quarto  di  rivolu- 
zione, e all’incontro  ssemi  o cresca  del.  pari  nel  secondo 
ec. , cosicché  la  superficie  generata  abbia  il  semiasse  CK  = c 
oltre  i due  AC  z:  « , CE  ~ i , è ben  vero  che  non  sarà  più 
PMzzPH  perchè  la  sezione  MLP 'normale  al  piano  AEAE, 
non  sarà,  più  un  circolo  ma  un’  ellisse  : per  altro  essendo 
MLP  simile  aJfla  sezione  EKC  segata  pur  normalmente  per 

ECE,  avremo-EC  (ò)  : CK  (c)  ::  MP  (u)  : PLr:  '-^jondcHF1^: 

b 

c*u* 

z2  — — — (u1  — y 5);  riducendo  dunque  e sostituendo  il  va- 
b% 

lor  di  {a*  — x2),  l’equazione  a questa  superficie 


sarà  + 

n * h-  i»* 


. % 

E.  e e 


PIG. 

196. 


* 
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h 6.  993 • Abbiasi  dunque  un’  inanità  di  tali  superficie  ellit- 

tico-sferoidaìi  AEAKL  simili  tnt  loro  e concentriche,  e st 
cerchi  1 equazione  di  quella  che  tutte  le  tagli  ad  angdli 
retti.  Poiché  per  una  delle  date  superficie  abbiamo  i zz: 
■x*  y2  z2 

j ( 99‘J  J e tutte,  son  simili,  supposta  aib'-cn 

I la  ragione  costante  dei  loro  semiassi,  e però  a ~ 

e , Z>.  — se,  la  generate  equazione  di  tutte  diverrà  I ~ 

1 1 ^ * 

•v  . y %'  . ..  . c 

-r  H-  , , ove  r,s  saran  costanti  m ciascuna  sreroi- 

r c s'^  c 

de  e il  solo  c vari  e rii  dall’ una  all’altra:  perciò  differenzian- 
do, la  comune  equazione  delle  superficie  da  tagliarsi  sarò, 

Jz~—  — — 1-1  ~ X'dx -v  ¥ 'dy  fatto  X' zz , Y'=  — 

r z s'z  »-*z 


-r- . Ora  se  ad  un  punto  qualunque  R della  superficie  AEAKL 

s.  z . * 

si  alzi  la  normale  RT  zz  f che  incontri  il  piano  AEA  nel 
punta  T a cui  rispondono  ( condotta  OST  parallela  a CA  ) 
le  coordinate  CIrrOT  — a',  IT  ~ GS ~ b' , e da  R si  con- 
duca sul  piano  AEA  la  peipendicolare  RV  — z,  da  V so- 
p*a  CA  la  perpendicolare  VG  ~y,  e congiunta  RS,  ponga-, 
si  CG  ~ OS  — x , sarà.  TS  = IG  rr  a!  — x , VS  — b'  — y , e il 
triangolo  RVS  rettangolo  in  V darà.  li JP  r;  * 1 -4-  ( b" — y )*  : 
ma  appartenendo  US  al  piano  RVS  perpendicolare  ad*OT, 
anche  il  triangolo  RST  è rettangolo  in  S;  dunque  RT  —f 
zz W [ £*-t-  ( b'  — y)2-+'a — x )2  J , che  per  ia  naturd  delle 
normali  all?  superficie  dovrà,  esser  la  massima  o la  minima 
di  tutte  le  linee  che  da  T posson  condursi  alla  superficie 
AEAKL..  Differenziando  pei  tanto  , vena  zdz  — ( b1  — y ) 
dy  — (zfe  — x)'dxzz o ( 878  ) , o sostituendo  i valor  di  dz 
trovato -dj  sopra , < X'z  — ( a — xj  )dx  -+(\"z  — ' b'  — y ) dy  — 
O,  e quindi  ( §80  ) X’z  — a -+■  x — o,  Y'z.  — b'  -+y  zz  c , a zz* 
X'z  -4-  x , b’  zz  V ’z  -+y  ed  f—  a V ( 1-4-  X'1  + Y'.2  j . Ma  giac- 
ché nei  punti  óve  le  superficie  si,  fagliano  , le  coordinate 
della  cercata  e della  data  debbono  esser  le  stesse , supposta 

dzzzd  z -+  rzzz1f>'dx-+-Q'dy  1’  cquazion  differenziale  del- 
ia cercata,  k zz  RZ  la  sua  normale  in  lì  , g — CY  ed  h zz 
YZ  le  coordinate  che  determinano  il  punto  Z in  cui  ella 
incontra  il  piano  AEA,  si  troverà  col  raziocinio  medesimo 
— P'z  -+  x . A — Q'z  -4 -y  e k zz  z ( I -4-  P'1  -4-  Q'2  ) , onde  se 
sia  TZ  — t l’  intervallo  tra  le  due  normali  f,  k,  si  avrà  t — 
VfZX’n-XT’  )=:  h j*  ] = Zv/[(X'  — 

— Q')1].  Or  if  due  superficie  debbon  tagliarsi. 
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ad  angoli  retti  e però  è retro  1' angolo  ZilT  ; dunque  t ~ . n(< 
•J  ( f*  -+ A1  i = s v'  [ ■ X'_  V'-  Q;  ,**J , cioè  l P'X'-F  ' ' . 

Q'ìf'^o,  o mettendo  i valori' di  X' , Y' , P' , dati  di  so- 
ci* z r*yd?t‘  .r-,  * % , y N 

pra  h -7  — — — O e parò  ( od?  ) zZ2xm<D  ( — — } > 

dx  x ■ 

Equazione  cercata,  che  diviene  3 — .*•©(  y ) se  le  date  sfe- . 

\ x 

roidi  si  cangino  in  sfere,  ove  essendo  i semiassi  a~bz=.  c, 
si  ha  » * =z  *•*—  1 zz  ni  — n . 


CALCOLO  DELLE  VARIAZIONI. 


994-  a..PLtre  quel  genere  di  Maisimi  e Minimi  di  cui 
già  pailammo  di  sopra  (8??)»  un  altro  ve  ne  è più  eleva- 
to che  ha  data  origine  al  Calcolo  delle  Variazioni . Ih  quel- 
lo si  cerca  ti  punto  rii  una  data  linea  ove  una  certa  quanti- 
tà variabile  diventa  massima  o minima  , cosicché  cangian- 
dosi gli  altri  punti  o clementi  della  curva  „ la  quantità  mas- 
sima o minima  non  soffre  alcun  cangiamento*;  in  questo  si 
vuole  la  linea  stessa  in  cui  abbia  luogo  la  proprietà  del  mas- 
simo o del  minimo,  di  modo  che  la  quantità  massima  o n X 
nima  dipende  da  tutta  la  Curva  , e cangiatone  .qualunque 
elemento  essa  pure  si  cangia.  Così  il  problema  di  dctei mi- 
nar nel  circolo  la  massima  ordinata  , riguarda  il  primo  ge- 
nere: ma  quello  'di  trovar  tra  tutte  l’ isoperimetre  la 'curva 
che  con  1*  ordinata  e con  1’  ascissa  racchiude  la  massimi 
area  ( 52S  . 11°  Hl°.  ) «appartiene  al  secondo . E*  vero  che  am- 
bedue 1 generi  dipendono  dagli  stessi  principi  e che  alenili 
problemi  spettanti  al  secondo  posson  trattarsi  anche  coi  me- 
todi del  primo,  ma  tali  soluzioni  son  pèr  Io  più  assai  com- 
plicate e poco  naturali  . 

995.  Sia  BD  una  curva  che  abbia  per  asse  la  retta  AE  n: 
a,  e fatta  l’ascissa  AP  — x,  si  conducano  1’ ordinare  per- 
pendicolari AB,PM,ED.  Pongo  intendendo  per  a 

una  quantità  composta  comunque  di  x , di  y , di  p — 

~ ,diorr  dij-=r^?  ec*.  e anche  degli  integrali  J. $dx , 

dx  dx  dx 


20' 


J <p'dx  ec. , supposte  £>,©'  ec.  delle  nuove  funzioni  di  x,y, 
p,q  cc.  Se  si  prendi  l’T  uifr  e si  conduca  l’ordinata  TV, 
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sarà  PMVT  — zi-x  ( <346),  ABMP  —J zJx  che- va  a zero- se 
acro,  e diviene  ÀKDE  st*ca.  Chiamisi  H l’area  ABDE} 
dunque  se  ciascuna  ordinata  PMcrs  varj.  in  più  o in  me» 
no  di  una  quantità  infinitesima  sM/' e sin  fi  la  caratteristica 
della  variazione -come  d lo  -è  delia  diffeienziazione  , avre- 
mo Nlj— fiz  variazióne  di  z , M/i  V — fizdx  variazione  di 

zdx  = PM  VT  • Bc/M  =f fizdx  somma  degli  clemefiti  M/*iV 
e variazione  dell'  area  ABMP , e finalmente  BCKD  — /3H 
variazione  dell’  area  ABDb  c:  H.  Quindi  se  quest’  area  H 
debba  ' essere 'un  massimo  o un  minimo,  bisognerà  che  Pa- 
rca Bc£D  si  annulli  e sarà  fili  — fi. ABDE  — fi j zdx  — o 
presa  l’integrale  da  * “ o fino  ad  re  a.  Da  que- 
sta formula  fi  J xdx—o  si  avrà  la  relazione  tra  x ed  y o 
1 l’equazione  alla  curva  phe  ha  la  proprietà,  cercata  del  mas- 
simo o del 'minimo  : cosicché  » qualunque  altra  equazioni  tra 
x ed  y 'darà  un  valor  più  piccolo  per  H quando  H è un 
massimo,  o un  valor  più  grande  quando  H è un  minimo. 

996.  Il  Calcolo  delle  Variazioni  dee  dunque  insegnarci 
a trovar  la  variazione  di  H o il  valor  di  fiH , che  andan- 
do poi  a zero  determina  il  cercato  massimo  o minimo.  Or 
H può  riguardarsi  o nello  stato  primitivo  quando  % o PM 
non  ha  ricevuta* in  H alcuna  variazione,  o nello  sfato  va*, 
fiato  quando  ss  vi  ha  avuta  una  variazióne  M f,  e si  è can- 
giata in  PjM  ± Mf z ± fiz  ■ Ma  siccome  nello  stato  pi:ini- 
tivo  di  H se  x divenga  x ± dx  anche  y diviene  y±  dy  ; 
cosi  nello  stato  variato  mentre  H passa  in  Htt  fiH  éd  x 
(rcÀP)  resta  lo  stesso  in  ambedue  gli  stati,  s ed  y diven- 
tano z±fiz,y±fiy:  onde  x ordinariamente  non  influisce 
nella  variazione  fili , che  solo  dipende  dalla  variazione  fiz, 
a si  ha  fix  — o,  e perciò  anche  fidx~z  o : pur  varierà  an- 
che X in  certi  casi,  di  cui  non  parleremo  per  ora. 

■907.  Come  * diventa  z-i-fiz,  cosi  1'  ( r=  QN  ) si  can- 
gia in  z -+  fiz'  — Qg , a''  ( = R 8 ) in  fiz"  zz  Rù  ec.  : ma 
Z — a -H  da  f 822)  onde  fiz  — fiz  -+  fidz-,  dunque  fidz  — 
fiz'- fiz- d fiz  (822.)  , cioè  la  variazione  d'  una  differen- 
ziale eguaglia  la  differenziale  della  sua  variazione. . Per- 
ciò scrivendo  dz  in- vece  di  z,  sarà.' fid'z  zzdfi.lz  — d’ fiz , 
e di  nuovo -scrivendo  qui  dz  in  luogo  di  z,  verrà  fidlz  — 
àfid1z  — di  fidz  — d}  fiz;  e in  generale  fid"z  — d"fiz , o,  pre- 
so m C n,  fiWz  — dmfid" ~ ms . 

998.  Pel  pari  supposto  v.^zf'zdx  sarà  variando,  fin  — 
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; (3J -zdx , e differenziando  , d.t—zdx-,  dunque  fidu  ( — dfiu)  „ 
~/3zdx,  e integrando,  (3u  —J (3zdx  — fi] zdx,, cioè  là  va- 
riazione dell’  integrale  /zdx  eguaglia  V integrale  della  va- 
riazione di  zdx.  Perciò  scrivendo  J z irt  Vece  di  s,  avremo 

J fi  J zdx  — fi  Jj  zdx  —JJ  fòzdx  ec. 

999.  Si  raccoglie  .da  rutto  ciò  1°.  che  la  differenziale 
dz  è diversissima  dalla  variamone  (3z  ; poiché  d*  è 1’  au- 
mento che  riceve  x quando  l’  ordinata  passa  ad  un  altro  • 
punto  della  stessa  curva  , laddove  fiz  è 1’ aumento  di  z quan- 
do l’ordinata  passa  ad  un  alrro  punto  d* un’ altr-a  curva  : 2°. 
che  ciascun  valore  di  y nel  suo  passaggio  allo  stato  variato 
• essendo  bensì  infinitesimo  (995)  ma  indipendente  da  ogni 
legge  o condizione  ( altrimenti  Ja  curva  CK  non  rappresen- 
terebbe tutte  quelle  in  cui  può  variarsi  BD  , ma  sarebbe 
determinata  ) le  variazioni  (3 y non  hanno  alcun  rapporto  eoi 
valori  stessi  di  y,  e sono  anzi  tanto  arbitrarie  e indefinite 
che  posson  poi  determinarsi  a piacere  e anche  mandarsi.tut* 
te  a zero,  fuorché  quella  o quelle  che  . aorrimpondono  alla 
linea  infinitesima  PT  — dx  dalla  quale  risulta  la  formala 

f zdx:  3°.  che  * cangiandosi  in  z±dz  nella  diffctenzUsHo^ 
ed  in  z ± f3 z nella  variazione , ^ad  , onta  della  divertita 


ne 


tra  le  differenze  e le  variazioni , .si  haila  variazione  di 
come  se  ne  ha  la  ..differenza  purché  in  luogo  di  dz,dy  si 
scriva  (3z,fiy  e si  faccia  x costante:  cogl  la  variazione  df 
z — aily  -+■  bxy 1 sara.  fiz  — ax*fiy  -+■  2 bxy/3y  ec. 

,1000.  Dunque  (3  { zdx  ) = dxflz  -+  zfidpc:  .ma  fidx  =.  o 

(996)  ;•  dunque  /3{zdx  ) — dxfiz  ej  fi{.zdx)~  J dx/3z  = 

zdx)  (998). 

IOOI.  Parimente, poiché  ec.(995), 

• CIA?  t(x  U* 

. » ,*  d?y  d1p  d^  y •* 

presa  a*  .costanre , si  avra  dp  zz  , do  — — - — — = , dr  — 

dx  dx  dx1 

d 


fi  / (■; 


ec. 


tq  d*y  , . , dy  d*y  _I_dì y 

i - "*  ,ote8rant*° •»-4.»=4*V  = ^ 

dunque  fip  - [996)  = ^1( m IÌÌZ  = ÌM  , 

fid’y  d'fiy 

fir  = — -j-  = — ’ ec.,  differenziali  che  facilmente  si  deter- 
dx’  dxs 
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)(  410  )(  „ , 

minano  osservando  che  d&y  (3/  — Py,  d,ty  — Py  — Py  > 


y ec.  sieno  zero  t999J>  verta  dfiy  — — Py  > d* fi y _ fòy  , 
d'py~~Py  ec.  ......... 

1002.  Volendo  pertanto  la  variamone  di  a funzione  di*, 
y,p,q,r  ec.  (995),  siccome  la  sua  differenza  sarebbe  dz  — 
?dx-+Qdy->rRd'p^-StU1  ec.  supposte  P,Q,R,S  ec. .fanno- 

►ni  di  x,y,p,q  ec.‘,  così  la  sua  variazione,  fatto  fix  —O 

( 996  ) , sar'a  /3z  = Q&y  -+  Rpp  -+  S/3  j ec.  se  Q/3y  H -4- 

Sd2/3v  , v 
— ec.  ( iooi  ). 
dx 

1003.  Similmente  per  aver  la  variazione  di  Jzdx  , es- 
sendo sempre  z una  funzione  di  j c,y,p,q  ec.  si  fara  dv 
costante  e avremo  1°.  /3s  — QPy-+  R/3p-bS/3</  ec.  — Q/3)1  -4* 


ÈO.  ec.  (1003):  2®. /3  1 cd*  ) d*/3e  (1000)  rr 

dx  “x 

Qdxfiy  -+■  Rd/3y  -+•  —jj—  ec  : 3°-  // /3zd*  = pfzdx  ( 998  j = 
fedxfiy  -4-  fRd{3y  -4- ^ ec-  : ma  J Rd(ìy  — Rpy  — 


/dR/3y  (9«ó)  = R/3y  > c parimente  * - 

Sd£y  _ - — &1  — — & .+  f - -P'I  — 

dx  \f  dx  dx  dx  J dx  dx 

■+  f — ec.;  dunque  p f %dx  = / ’difcy  ( Q — 

dx  ./  dx 


dS 


ec.  ) -4-  5y  ( R — -+■  ec.  ) -+  ( S — ec.  ) -+ 

' J v dx.  dx 


dR  d2S 

dx~*  d'x1' 

ec.  Fermiamoci  a considerar  questa  formula. 

1004.  Osservo  primieramente  che  ella  è composta  di 

una  parte  integrale  fdxPy{  Q — • jJ-  ec.  ),  e di  una  parte  às- 

soluta  Py(R — cc.)-f  dpy{  S — ec.  ) -4-  ec.  Or  nel  caso  del 
massimo  o del  minimo  per  aver-  tutta  la  variazione  /3H  bi- 
sogna porre  x — a nell’intera  formula  (995)»  ciò  che  di 
fatto  eseguito  nella  sua  parte  assoluta,  py  vi  indicherà  la 
variazione  dell’ ultima  ordinata  ED  corrispondente  ili*  a.- cis- 
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sa  Ab— c:  ma  tal  variazione  essendo  arbitraria  si  può  ‘inp*  nrv? 

porre  zero  (999;:  dunque  nel  caso  di  x~  u tint  i '*  parie  **" 

assoluta  1 cui  termini  son  moltiplicati  per  fòy  — o,  per  dfi.  — 

o ec.  , si  annichilerà  e avremo  la  «ola  parte  integrale 

J d.-.(3y(Q~-  ~ -+  ec.)  = /3H  — o (995). 

1005.  In  secondo  luogo  osservo  che  quest’ ultima  espres- 
sione è la  «omini  di  tutte  le  variazioni  che  nascono  dalla 
variazione  di  ciascun  valore  di  y:  ma  tutte  possor.  mandar-  . 
si  a zero  fuorché  una  (999J;  dunque  la  somma  di  esse  si 

ridurrà  a quella  sola,  e si  avrà  dx0y  ( Q — * ~ -+  ec.  ) == 


dR 


dx 


o,  ovvero  Q — -4-  ec.  — o . Dal  che  si  raccoglie  i°.  che 

dx 

se  s è solamente  funzione  di  x,y,  nella  formula  di  sopra 

p. z  — -i-  R/3/J-4-S/3»/  ec  ( [003  ) sarà  pzz  o ,qzzo , t zzo 

ec  onde  K/9 p zz.  o , Sfiq  ec.,  e 1’  equazione  ora  trovata 
diverrà  Qzzo:  2°.  che  se  z sia  funzione  di  x,y,p , nella 
formula  stessa  (1003)  sàia  q — o,r  zz  o ec.  onde  ì>/3 q — o 


ec. , e la  nostra  equazione  diverrà  Q — - ~ zz  o : 

dx 


e così  di 


1006.  Ma  riguardo  a questa  seconda  conseguenza  con- 

•u  11»  • n dR  ~ d 11 

vien  riflettere  che  1 equazioni  Q — — zzo  ,Q — — (-  .... 

dx  dx 

d?S 

-u—  rr  o ec.  son  sempre  differenziali  o del  primo  o di  al- 
dx 

tri  ordini  più  elevati  : onde  la  loro  integrazione  esigendo 
l’aggiunta  di  una  o più  costanti  arbitrane,  1’ equazione  tra 
x ed  y che  somminiscra  il  massimo  o il  mimmo,  non  sarà 
interamente  determinata  , e si  avranno  tanti  massimi  o mi- 
nimi quanti  sono  i valori  che  posson  darsi  a ciascuna  co- 
stante . Si  iisa*  dunque  in  taU  casi  il  vero  massimo  o mi- 

ilS 

niino  colla  parte  assoluta  /3_y  ( R — — ■ -4-  ec.  ) -4-  d(Zy  ( S — 

ec.  ) -4-  ec.  rr  o ( 1004)  che  attesa  la  variazione  arbitraria 
(3y  (999),  non  può  generalmente  andare  a zero  se  non  vi 

. • dS 

vada  ciascun  suo  termine , e sia  perciò  /3y  ( R — -t-  ec.  ) 

dx 

L ^5 

= o , d/3y  ( S — ec.  ) — o ec. , ovvero  R — — -4-  ec.  =:  o , S — 
ec.  zzo  ec. , sempre  nella  supposizione  di  x—a  ( 1004);  ciò 
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determina  le  «ostanti  e quindi  il  màssimo  io  minimo,  Co* 
*ie  vedremo. 

1007.  Troviamo  óta  la  variazione  di  J* idx  quando  a con- 
tiene non  solo  x,y,p,q  tc:  ma  anche  un’ integrale  ./ <p<f.r 
f QQi,  ) . sìa  J'prtx  — r e avremo  I . fir=.  fif  pdx  z=.f Q'dxfiy  •+ 
JlVdfiy  •+ 1 — *c.  (ìoOJf):  di  più  essendo  * funzione 
di  t,x  ,y,p,q  ec. , supposta  V una  funzione  come  z,  ver- 
f-t  II.  /3z  = V/3r  -4-Q/3yH-  — -+  ec.'»  che  sostituen- 

LLX  O-X 

do  il  valor  della  f , diviene  0z  — "V / Q'dxfiy  -+  V f \d'd(ìy  -+ 

V f ec.  ~ Q0y  H-  -1& *¥  —,^r  ec-  °ra  f&*dx  - 

! dx  ' dx  dit 

iìj  zdx  (998)  ; dunque  zdx  —f{  VdxJ~Q'dx(iy  ) -+/’{  Vdx 

J R ’i1J3y  ) -T-f{  V dx J --j~—  ) ec-  ■+  J Qdx(ìy  ~+  fjtdfy  -+ 


Sd3f3y 

ilx 


ec.  Per  liberar  la  formula  dal  segno  integrale  mol- 


./ 

licitato,  pongo  Vdx  = JK  onde  f { Vdxj'(£dx0y  )~f(  dK. 
fq-dxfy)  = ti/Q'dxfy  - J'KQ'dxfZyJi  VdxfWdfiy  ) = 
fi  dd lVd,2y  ) - Ycf  R'dfy  — JìLLYJfiy  , f{  Vdx  j j =? 

fifzdx-tfdx  ec.  ) -±fdx  [(Q  — 

KQ')/3y-t-(R  -RR')  *-4-  ( S — RS' ) ~ ec.  ],  ove  pos- 

dx  die 

So n farsi  le  riduzioni  di  Sopra  (I003). 

1008.  Quasi  nel  modo  stesso  potrebbe  aversi  la  varia- 
zione di  f zdx  quando  z contiene  più  integrali  fpdx  rfp'dx 
et. , é generalmente  quando  è data  da  un’  equazion  diffe- 
renziale di  qualunque  ordine;  potrebbe  anche  indagarsi  la 

Variazione  di  f zdx  0 A\J~z  quando  x non  fosse  costante 
tome  Io  abbiamo  Supposto  di  sopra,  e fino  introdursi  in 
questo  Calcolo  le  differenze  parziali  che  ne  formano  un 

nuovo 
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miOTO  ramo:  ma  tali  ricerche  ci  devierebbero  dalla  Tiresen- 
te  nostra  intenzione  di  terminar  questo . Libro  con  alcune 
più  semplici  e più  elementari  applicazioni  dclllesposta  dr-trina. 

loop.  PflOBL.  I.  Tra. tutte  le  cqrve.  rifejtte  ad  una  stes- 
sa ascissa  determinar  quella  in  cui  Jzdx  —J{  gx — y1 /ydx 
è un  massimo  o un  minimo.  Si  avra  %dx  ~ (gx  — y 1 ydx , z — 
< gx  —„0>  e zz  {gx  — Sy1  ) /3y  ( ppy  ) — V/3 y -*■  -+ 

S/à^ec.  (1003) ; dunque  Qzzgx — $y2 , Rzco,Sc=;o  ec.:  madee 

• esserQSi:  0(1005. 1 °.)  ì dunque#» — 37* zzo  ovvero  y2zz  ~~gx , 

. ''  3 

equazione  alla  parabola.  Sostituito  il  valor  di  y — \/'~gx 

3 3 

nella  formala  f{gx — y2)ydx,  ella  diviene  2,/(  )2  dx— 


~gx2  *J  — Sx  che  si  annulla  quando  «■no,  ed  è un  massi- 

1 5 3 

mo  o un  minimo  quando  x zza.  Per  distinguere  qual  dei 
due  abbia  qui  luogo,  prendo  in  vece  della  parabola  un’al- 
tra linea  qualunque  (995),  pei  esempio  la  linea  retta  coin- 
cidente con  1’  asse  onde  sia  y — o,  e trovo  che  y~o  ridu- 


ce la  data  formula 


a zero  munire  y — K/—g*  r>duceva 


a — gx>  o;  dunque  si  ha  qui' un  massimo. 

*0  3^ 

II.  Trovar"  la  curva  \n  c\i\J'%dxzzf‘{ 

Sg^y? — 3 yA)ydx  è un  massimo  o un  minimo.  Dunque  /3s 

{g'x* — g'x  h-  sY~ y*)  l$Py  = Q/3y>*«  Q = °=  V-*1  — 

gix-Jrg'y:i  — y*  = (i95)  (y*—  g2  ~+gx){gx  — y'  /,  * perciò 
soddisfanno  al  quesito  due  parabole  dell’  equazioni  I.  y2  = 
g(g~  x),JI.  y1  zz gx . Per  sapere  quale  delle  due  dia  il 
massimo,  supporrò  x infinitesima  , il  che  riduce  la  l.ad^~ 
g(l92)t  valore  che  posto  nella  formula  data,  la  cangia  in 

flg'dx  (197),  mentre  sostituendovi  yzz^gx  preso, dalla  II. , 

si  ha  /-  lo g'xd.X'Jgx  (192)5  »a  fatto,  come  sopra-,  y — o , 

la  formula  va  a zero  e /'■Zg5dx'>-0,  laddove/'—  log'xdxX 
*/gx<.o-,  dunque  la  I.  dk  un  massimo,  la  II.  un  minimo. 

III.  Qual  è la  curva  in-  cui  f %dx  —f*J  ~+C^ 


e un 


Q- 

dx 

Fff 


massimo  o un  minimo?  Poiché  r-  zz  p,  verrà  V ( dxz  -t- 

dx 
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dy  - ) “ dx  \/ ( I -4-  p1  ) , onde  Z—\/  — - —,  di  ( — P dx  -}- 

y 

pfy  <iy v/(  t-i-p-j  ^ _p/3p_ 

y'j'l  -+pz) 

Qfly  ~+  R / 3p  ; dunque  P — o , Q = 

*yvy 


QJy  -f  Rc/p  ) = ^-r-T  - — - r 

J V)!'Vr  syv^ 

/W(r-+P*) 

” 2yV> 


R =; — — - ; e poiché  dee  qui  aversi  Q 


ait  , 

=0(1005.1 .), 


v>U-+p*j 

sntk  Qpdx  ( — Qdy  ) — pdR  : ma  essendo  P “ o,  viene  dz  — 
Qdy lldp—pdR  •+ lldp-,  dunque  integrando,  z ( — . 

sj  --fi  ) =pR  -PC-  —-^L  - h-  C,  e 

y ) V>U-*-p  ) 

Pertanto  se  si  faccia  costante  j(n-p’)  = m , sarà  C 

I , dj* . . m — v m — y , 

— — , p(  — ~ \f , e dy  — dxy/ ^ , equazione  ad 

\/m  " - 


dx  ^ 

una  cicloide  (S”3J  il  cui  circolo  genitore  ha  ver  diametro  m. 

La  riduco  a dxzzdy  y/  —2- — — — — 

m—y  ^[my  — y*  ) 

'm  ^ 1 
■y)dy 


idy 


\ 2 


— r, : — , ed  integrandola  per  ur.  elr» 

^{my-y1)  \/{>ny—y’  ) 

colo  del  raggio  ottengo  x~arc.  seri  v.y  (35°)  — \/(my — 

y'~  ) -4-  C ( 852  ) , con  che  abbiamo  le  due  costanti  arbitrarie 

m,  C.  Per  determinarle  faccio  R — — —0(1006),  cioè  R fra 
• dx 


)zzo  perchè  qui  S — o , e viene  pr  0 — J — — e 

V>(i-+-plJ  . . * y 

perciò  y — m : quindi  l’equazione  integrata,  postovi  y rr  ni 
od  a;  rr  a ( I006),  diverrà,  a = are.  sen  v.  m -4-  C : ma  essendo 
m il  diametro,  arc.senv.  m è evidentemente  la  semicircon- 
ferenza mie-,  dunque  C — a — mrc\  di  più  se  quando  x — o 
si  vuole  anche  y — o,  l’equazione  integrata  si  cangierà  in 

a zz  a — mie  e sarà  m — — . Del  resto , si  ha  qui  un  mini- 
mo v poiché  la  data  formula,  sostituito  il  valor  di  p — 
J- — - , diventa  1 dxJ™,  da  cui,  facendo  al  solitov  = o, 

y ...  y 

viene  un  infinitamente  grande. 

IV.  Tra  tutte  le  curve  isoperimetre  trovar  quella  in 
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cut  l’ are  a J yd  s ( 94(1  ) è un  massimo  o un  minimo,  (me- 
che  1’  espressione  della  lunghezza  d’  un  arco  è (949) 

J ( d.v1  -f-  dy~)  =fdxs/ ( I -+/>*)  (III.)  c questa  per  la  na- 
tura degli  isoperimetri  non  varia,  avremo  fijdx^/^i-ì-p1) 
— o:  ma  anche  0J  ydx  — o ( 995  ) ; àunque  il  problema  si 

ridurrà  a trovar  la  curva  in  cuijzdx  — J yd.x-*-fg.lx*/(  I -+• 
p*  è un  mas  imo  o un  minimo,  moltiplicata  per  g costan- 
' espressimi  deli’ arco,  onde  sicno  omogenee  le  due  itt- 


te 


tCgrdi.  Si  Avrà,  pertanto  z — y -+  g-J  ( I ) , 0z  — 0y  *+ 

gp&i> n — . n — ÉP q ^ — o • 

dx  ~ ’ 


-y.  onde  Q = i,R=—  & , 

V ( l~+P  ) V(*  “'"IP  ) 

ripetuto  il  raziocinio  del  passato  problema,  verrà  z{—y-\- 

£s/  ( • -+P*)  )=  P®  H-C=  -jf/~  — -+  C. , ( C — > ) \/(  1 H* 

vU’+P  ) 

, dy  V[?*~  (C  — v)*]  , 

= = e *=  

dunque  integrando,  x = [#*  — ( C — 

V lo  ('-'  9')] 

J )*  ] -+  C' , cioè  (C—y)*=g*—(x~~C)  equazione  al  cir- 
colo, in  cui  le  costanti  g,C,C'  si  determineranno  come  so- 
pra (HI)  avvertendo  di  più  che  la  lunghezza  della  cui  va 
può  supporsi  data  : ed  è chiaro  che  il  radicale  portando  il 
doppio  segno,  e perciò  potendo  descriversi  il  circolo  onde 
rivolga  all’  ascissa  o la  concavità  o la  convessità  , avremo 
«n  massimo  nel  primo  caso,  ua  minimo  nel  secondo. 

V.  Tra  tutte  le  curve  Uoperimetre  trovar  quella  il  cui 
solido  di  rivoluzione  ha  la  massima  0 minima  superficie 

27 r fyV  <dxx-\-dy‘l)  (956).  Trascurato  2zr  che  è un  nume- 
ro costante,  e fatta  ^ { dx1 -h  dyl ) ~ dx  ^/ ( I dovrà 

essere  , come  nell’  antecedente  problema  ,/ zdx—J ydx 

p*  ) -+J'gdx  y/  ( I H-p*  ) un  massimo  o un  minimo;  dunque 

2 =(  j -+g)VU  -+p,)>i02  = Ayv'Ci  -+P1)  -f 

fpfr — «=**  - 

- ——o,  e fatto  il  solito  raziocinio,  z{  — (y-+g)\/(l-+ 
ax 

7 \ \ — n , e ^ y ~^s  w_s.ee—-  y — dy,  \ — 

p , )_PR  -,  e _ -,  C,  C _ — jryrt-  -d,  ) - 
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£ 1.  c-rj. 

alla  curva  volgarmente  detta  la  Catenaria  perchè  una  ca- 
tena flessibilissima  se  sia  sospesa  per  le  sue  estremità,  si 
conforma  in  questa  curva.  E qui  pure  atteso  il  doppio  se- 
gno che  compete  al  radicale,  si  avrà  un  massimo  quando 
la  curva  rivolga  la  concavità -aU’asse , ed  un  minimo  quan- 
do gli  volga  la  convessità . 

loto.  Porferao  line  \Con  dei  Problemi. 


I.  Elevare  un  polinomio  a qualunque  potenza  m , ov- 
vero supposto  ( f-ì- gx -¥  hxl  •+  kx ' -+lx*~b  e«  y*—  F -+-  Gx-h 
H.v1  -f  -+■  Lafi'-+  ec. , determinare  i coefficienti  F ,G  , Il , 


K,L  ec.  Ris.  F = /",  G = ~jr 
^ 3>.‘èF -4- ( 2m  — i ) hG  -+-  ( m- 

^ _ 4'n^F  •+  ( Sm  — I ) kG  -4-  ( 2m 


umhF  ■-+>  ( m — i )#G 

zlìs^} 

— a)7iH-+  (rn—  3)gK 


9 


9 


ove  la  legge  è manifestissima. 


II.  Data  una  Curva  di  nota  tangente  e presa  il»  ogni 
sua  ordinata  una  media  proporzionale  traT  ordinata  s ves- 
sa'e  la  corrispondente  ascissa,  condurre  la 'tangente  alla 
nuova -Curva  che  passa  per  l’estremità  delle  medie  propor- 
zionali . ‘Ris.  Se  x , y sieno  le  coordinate  della  curva  da- 
ta e z I’  ordinata  della  nuova  curva,  la  sua  suttangence  sarà  . 

— /che 'essendo  la  data  curva  una  parabola  o !u* 

Xilj  -+  yax 

circolo  del  raggio  a , diviene  --  o 

3 ■ 3a — 2* 


JII.  Trovare  il  punto  di  flesso  contrario  nella  ;curva 


•dell’  equazione  ; y zz  — — . Ris.  ili  .punto  -cercato  .cor- 

risponde  all’  ordinata  che  ha  per  ascissa  Jf  m: —r. 

4 

IV.  Qual  è la  linea  retta  che  con  due  date  forma  il 
triangolo  massimo?  Ris.  L’ ipotenusa  ; cioè  il  triangolo  mas- 
•imo  c il  rettangolo. 
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V.  Qua!  è il  massimo  dei  triangoli  iscrittibili  in  un 
-■daco  £ ir  colo  e sopra  una  corda  data?  Ris.  L’isoscele. 

VI.  Di  una  data  superficie  ab  formare  un  rettango- 
lo xz  che  abbia  il  minimo  perimetro . Ris.  Si  troverà,  x zz 

■ Zt—.y/ab  . 


VII.  Di  una  data  superficie  ab  formare  an  rettango- 
lo xz,  tre  de’  cui  lati  abbiano  il  minimo  perimetro . liis. 

Si  troverà,  xzz  ^■^•ab , * — y/2ab. 

,2 

Vili.  Qual  è il  minimo  dei  qu«drati  iscrittibili  in  un 
dato  quadrato?  Ris.  Se  a sia  il  lato  del  dato,  quello 

-minimo  si  tvoyerà 

» 


IX.  Qual  è il  massimo  in  superficie, convessa  o in  so- 
lidità di  tutti  i cilindri  iscriitibili  in  una  data  sfera  o in  un 
dato  cono  ? Ris  Se  2 r sia'  il  diametro  della  sfera  o della 
base  del  cono,  quello  della  base  del  cilindro  massimo  .in  sp.- 

j>erficie  sarà  2,  in  solidità  sarà  ~r. 


X.  Qual  deve  essere  il  rapporto  tra  il  diametro  della 
!*ise  e 1’  altezza  d’  una  Misura  cilindrica  di  data  capacità 
affinchè  la  sua  superficie  interiore  sia  un  minima?  Ris.  li 
-rapporto  dee  essere  di  2 :.l , come  si  trovb  sopra  ( VI). 


XI.  Determinare  il  valor  dei  rotti  .1°.  — — — quando 

(a — *)* 

„0  I— wr-fcor*  , O O **  — * 

^X  — a-,  2 . quando.jprzoo  -,  3 . - 

senx-*-cosx—  I I — x-+lx 

quando  * Sri . Ris.  I valori  .ceduti  si  proveranno  b,  I,-— 2. 


XII.  Integrare  T 

J .«*  — • c*  3« 

l(  c*-+-cj6-4-z*  ) 1 - 

7 1 — y X are.  tane — — -*•  C. 

<5o  C-/3  *V3 

XIII.  Integrare  yxdx  pesco  7 SS.  */{  «■»#•),  Ita- 
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VT.,  T . ' adx  — xdx  fmdx — xdx  .. 

XIV.  Integrare  — . Ris.  / ~ JU 

a;1)-*-  are.  sen  w.  * in  un  circolo  del  raggio  —a. 

2 


A 


dìi 

XV.  integrar  r supposto  b < i . Bis.  ...  ; 

(X  — Ocosp) 

cip  b scn  p 3 

( i — b coip  )*  ~ (I  ^òT)'(l  - wp) Hr  arc‘ 

( I -+  b ) sen  p 

, r rr*r  -4-  X- . 


( 1 -+•  0 OS  p ) sj  ( I — Ò1  ) 


XVI.  Integrar  le  formule  x”dx  sen  x > x”dx  cos  x . Ris ; 

o /*  « n n-l  fi- 2 

I .Jx  dxsenx~—x  cos  x -¥  nx  scn  x -4-  n ( n - 1 )x  X 

Cos x-n(n- I ) ( n- 3 )x  °sen  x-n(-n- I ) ( n- 3 ) (n- 3 j x U 

O f n , n 

cos  x -+■  ...  -H  ...4— ...  — ec.  ; 2 . J x ax  cos  x — x seri  x -+- 

fi  » I fi  • 2 7l~  ^ 

nx  cos  x — n(  n - l )x  sen  x~~n{  n — I ) ( « — 2 )*■  . 0 X 
cos x •+  . . . -+■  .. . — ...  — ec. : preso  alternativamente  in  am- 
bedue i casi  sen  x e cos  x fino  al  termine  ove  si  trova 

x n n col  quale  è compita  I’  integrazione. 


XVII.  Quadrar  la  curva  dell’  equazione  y"  = a H-  x . 
m -4- 1 m h-  I 

• < v TTl  71%  _ 

Hi..  Ad,  = ” lifLifd ~±- J . 

J J m-t-  I 

XVIII.  Costruito  un  circolo  sull’  asse  trasverso  a d’ un’ 
ellisse  il  cui  conjugato  sia  b,  trovar  i°.  la  ragione  delle  lo- 
ro aree  o dei  loro  settori  corrispondenti:  2°.  l’area  ellitti- 
ca. Ris.  i°.  la  ragione  è di  a:  6;  3°.  l’area  è abii . 

XIX.  Supposta  sull’  asintoto  d’  un’  iperbola  una  serie 
d’  ascisse  in  progression  geometrica , trovar  la  progressione 
dell’ aree  corrispondenti.  Ris.  La  progressione  è aritmetica. 

t XX.  Trovar  nell’  iperbola  due  spazj  asintotici  in  ragio- 
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ne  di  p:q.  B:s.  Supposta  mz  la  potenza.,  e z , x due  ascis- 

l <J  P—1 

se  dal  centro  , si  troverà  x — y'z  ni 

XXI.  Data  un’  iperbola  della  potenza  I , cerco  1’  ango- 
lo x degli  asintoti  tale  che  il  modulo  dei  logaritmi  tavola- 
ri  0,4342944819  sia  — se»,  x . Ri*.  Valendosi  della  serie  da- 
ta al  n°.  893,  si  troverà  a —25°  44' 25"  a;'"  ec. 


XXII,  Quadrare  e rettificar  la  curva  trascendente  dell’ e-, 

quazione  dx  — ~~*/[a2 — jy’).  Ri*.  Lo  spazio  asintotico 

ed  infinitamente  lungo  compreso  dalla  curva  e dal  suo  asin- 
toto eguaglia  il  quadrante  d’un  circolo  del  raggio  a : un  suo 
arco  qualunque  eguaglia  la  corrispondente  ascissa  d‘ una  lo- 
garitmica che  cominci  dal  vertice  della  curva  ped  abbia  a 
per  suttangente. 


XXIII.  Rettificar  la  curva  dell’  equazione  dy  —, 

^ < dx‘ -*d>'  )= v't  ) • 

XXiV.  Misurar  1’  intero  solido  prodotto  dalla  rivolu- 
zioni della  cissoide  intorno  al  diametro  del  suo  circolo  ge- 
nitore. Ru  il  solido  è infinito. 


XXV.  Misurar  la  superficie  del  solido  generato  dalla 
rivoluzione  intorno  all’  asintoto  dello  spazio  asintotico  cd  in- 
fi sitamente  lungo  del  Probi.  XIX.  Ris.  La  superficie  egua- 
glia il  circolo  del  ràggio 

XX  VI.  Misurar  la  solidità  e la  superficie  convessa  dell’un- 
ghia cilindrica  formata  dal  taglio  obliquo  d’  un  cilindro  ret- 
to, in  modo  che  la  sezione  passi  per  il  centro  della  base. 
Ris.  Se  sia  r il  raggio  della  base  del  cilindro,  a 1’  altezza 

dell’  unghia,  se  ne  troverà  la  solidità  — — arz , e la  Super- 

3 

ficie  — 2ar . j 

XXVII  Trovar  la  curva  la  cui  tangente  è costante 
ed  — a.  Ris.  L’  equazione  della  curva  cercata  sarà  dx  — zt 

y 

XXVIII.  Trovar  la  curva  la  cui  suttangente  è ,• . . . . 
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Ris.  V equazione  è 

•2x}  -4 -ay  -+y  x 

XXIX.  Trovar  la  curva  la  cui  sunnormale  
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